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摘 要: 提出求解不相交QoS路由问题的一种整数线性规划方法. 首先,利用一个 0-1变量集合来表示不相交路由

和路由的QoS需求;然后,通过拉格朗日乘子将集合中的复杂约束引入所导出的整数线性规划问题的目标函数中.

因为约束系数矩阵是全幺模矩阵,所以这类整数线性规划问题能用单纯形法容易地求解,从而可在求解线性规划问

题的迭代过程中求出不相交QoS路由. 数值实验结果表明所提出方法的有效性.
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Abstract: An integer linear program method is developed to deal with the problem of finding link-disjoint paths for QoS

routing. Firstly, a set of 0-1 variables is given to model link-disjoint paths and QoS constraints. Then the complicating

constraints are included in the objective function of the integer linear program problem formulated by Lagrangian multipliers.

The integer linear program problem can be solved rapidly by using simplex algorithm for the totally unimodular of the

constraint matrix. Furthermore link-disjoint paths for QoS routing can be found in the iterate process of solving linear

program problems. Numerical experiment results show the effectiveness of the proposed method.
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1 引引引 言言言

近年来, 关于不相交QoS路由问题的研究开始

引起人们的关注[1-5]. QoS路由的任务是在网络中寻

找一条满足多个约束条件的路径向用户提供端到端

的服务质量保证, 并且使网络资源的利用达到最优.

该问题是一个NP-完全问题[6]. 不相交路由的作用可

使在端到端的连接失败时迅速启用备用的不相交路

由. 关于不相交路由的研究对提高网络容错能力、生

存能力和网络系统的抗毁能力有重要的意义.只求两

条不相交路由问题的方法可见文献 [7-9]. 但是,不相

交QoS路由问题需要考虑多指标约束,这属于NP-完

全问题[1]. 随着大规模多媒体网络的发展,关于求不

相交QoS路由问题的研究越来越显得特别重要.

与QoS路由问题相比, 不相交QoS路由问题取

得的研究成果还比较少. 据调查, 最近出现关于不

相交QoS路由问题的工作多数是关于不相交路由上

所有链路的某一度量值的和取最优的问题[1, 5]. 文

献 [5]给出了基于D.C算法的求不相交QoS路由的整

数线性规划方法. 所谓D.C算法是求解D.C规划的方

法. D.C规划中的目标函数和约束函数需要表示为两

个凸函数的差 (D.C)[10]. D.C算法是一种全局优化方

法, 文献 [5]给出的方法没有利用整数规划模型具有

的结构特点. 对于大规模多媒体网络,关于某一度量

值最优且满足其他QoS要求的不相交路由的实时计

算是非常困难的. 如果将满足QoS要求和路由不相交

同时作为约束条件处理能够有效计算出多条路由,则

从应用角度上看是有价值的工作.

本文提出了求不相交QoS路由的一种整数线性
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规划方法. 首先利用 0-1变量, 给出路由不相交和路

由满足QoS需求的整数线性约束集合表示; 其次,根

据整数线性约束集合具有的结构特点,整数线性约束

集合中的复杂约束通过拉格朗日乘子被引入到目标

函数中,导出具有约束系数矩阵是全幺模矩阵特点的

整数线性规划问题,从而这类整数线性规划问题能用

单纯形法容易地求解; 然后,不相交QoS路由在解线

性规划问题的迭代过程中被求出;最后给出了求不相

交QoS路由的算法和数值实验,实验结果表明本文方

法的有效性. 本文是文献 [11]在不相交QoS路由研究

中的推广.

2 问问问题题题描描描述述述

设网络用无向图𝐺 = (𝑉,𝐸), 其中: 𝑉 =

{𝑣𝑖}为节点集, 𝐸 = {𝑒𝑖𝑗}为链路集. 设 ∣𝑉 ∣ = 𝑀 ,

∣𝐸∣ = 𝑁 , 边 𝑒𝑖𝑗 ∈ 𝐸标识为 𝑒𝑖𝑗 = (𝑣𝑖, 𝑣𝑗), 表示从

节点 𝑣𝑖到 𝑣𝑗之间的一条直通链路. 其中: 𝑖, 𝑗 =

1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑀, 𝑗 ∕= 𝑖, 𝑣𝑖, 𝑣𝑗 ∈ 𝑉 . 任意边 𝑒𝑖𝑗 ∈ 𝐸对应

的QoS路由度量参数为𝑤𝑙(𝑒𝑖𝑗) ⩾ 0, 𝑙 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐿,

𝐿表示QoS路由度量参数的数目.

对于给定路由度量参数需求𝐶𝑙, 𝑙 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐿,

QoS路由就是找到一条由源节点 𝑠到目的节点 𝑡的路

由 𝑝满足∑
𝑒𝑖𝑗∈𝑝

𝑤𝑙(𝑒𝑖𝑗) ⩽ 𝐶𝑙, 𝑙 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐿. (1)

为了不滥用记号,路由 𝑝也表示构成 𝑝的所有链路的

集合. 若这两条路由 𝑝1与 𝑝2的链路集合无相同的元

素,即 𝑝1
∩

𝑝2 = ∅,则称路由 𝑝1与 𝑝2不相交.

设从源节点 𝑠到目的节点 𝑡的 𝑘条不相交路由集

合为𝐷,则求 𝑘条不相交QoS路由问题可归结为求满

足以下整数线性约束的 𝑘条路由集合𝐷:∑
𝑒𝑖𝑗∈𝑝

𝑤𝑙(𝑒𝑖𝑗) ⩽ 𝐶𝑙, 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐿; (2)

𝑝1
∩

𝑝2 = ∅, ∀𝑝1, 𝑝2 ∈ 𝐷, 𝑝1 ∕= 𝑝2. (3)

定义 0-1整数变量

𝑥𝑖𝑗 =

⎧⎨⎩
1, 𝑒𝑖𝑗 ∈

∪
𝑝∈𝐷

𝑝;

0, 其他.

(4)

那么由源节点 𝑠到目的节点 𝑡的 𝑘条不相交路径必须

满足如下约束[5]:∑
𝑒𝑠𝑖∈𝐸

𝑥𝑠𝑖 −
∑

𝑒𝑗𝑠∈𝐸

𝑥𝑗𝑠 = 𝑘; (5)

∑
𝑒𝑖𝑗∈𝐸

𝑥𝑖𝑗 −
∑

𝑒𝑗ℎ∈𝐸

𝑥𝑗ℎ = 0, ∀𝑣𝑗 ∈ 𝑉 ∖{𝑣𝑠, 𝑣𝑡}; (6)

∑
𝑒𝑡𝑖∈𝐸

𝑥𝑡𝑖 −
∑

𝑒𝑗𝑡∈𝐸

𝑥𝑗𝑡 = −𝑘. (7)

记

∑
𝑒𝑖𝑗∈𝐷

𝑤𝑙(𝑒𝑖𝑗) ⩽ 𝐶𝑙, 𝑙 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐿; (8)

𝑆 = {𝑥𝑖𝑗 ∣𝑥𝑖𝑗 = 0或 1,且满足式 (5) ∼ (8)}.
则求 𝑘条不相交QoS路由问题可归结为先求𝑆,然后

根据式 (4)确定 𝑘条不相交路由.

3 求求求 𝑘条条条不不不相相相交交交QoS路路路由由由问问问题题题的的的算算算法法法
定定定义义义 1[12] 设𝐵是一个𝑚 ×𝑚矩阵,如果矩阵

𝐵中的元素是整数且行列式 ∣det𝐵∣ = 1,则称𝐵为幺

模矩阵.

定定定义义义 2[12] 设𝐴是一个𝑚 × 𝑛矩阵, 如果𝐴中

任意一个子方阵的行列式的值恒等于 0, 1或−1, 则

称矩阵𝐴为全幺模矩阵.

考虑如下整数线性规划问题𝑃1及其对应的松驰

线性规划问题𝑃2,即

𝑃1 : min 𝑐𝑥;

s.t. 𝐴𝑥 = 𝑏, 𝑥 ⩾ 0且为整数向量.

𝑃2 : min 𝑐𝑥;

s.t. 𝐴𝑥 = 𝑏, 𝑥 ⩾ 0.

其中: 𝐴, 𝑐和 𝑏为已知的适当维数的向量或矩阵.

定定定理理理 1 如果𝐴是全幺模矩阵, 则用单纯形法

求解线性规划问题𝑃2即可得到整数线性规划问题

𝑃1的最优解.

证证证明明明 定理 1是显然成立的. 事实上, 单纯形法

是通过线性规划的基本可行解逐步迭代得到最优解,

而𝐴是全幺模矩阵保证了每个基本可行解都是整数

解. 2
为了利用定理 1的结论，对于给定的拉格朗日

乘子𝜆𝑙 ⩾ 0, 𝑙 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐿,构造如下整数线性规划

模型 (𝐿(𝜆)):

min

𝐿∑
𝑙=1

𝜆𝑙

( ∑
𝑒𝑖𝑗∈𝐸

𝑤𝑙(𝑒𝑖𝑗)𝑥𝑖𝑗 − 𝐶𝑙

)
,

s.t. 𝑥𝑖𝑗 ∈ {𝑥𝑖𝑗 ∣𝑥𝑖𝑗 = 0或 1,且满足式 (5) ∼ (7)}.
定定定理理理 2 整数线性规划模型𝐿(𝜆)可看成线性规

划问题来求解.

证证证明明明 如果将整数线性规划模型𝐿(𝜆)中的约

束“𝑥𝑖𝑗 = 0或 1”松驰为“0 ⩽ 𝑥𝑖𝑗 ⩽ 1”, 由于约

束 (5)∼(7)的特殊性[12], 整数线性规划模型𝐿(𝜆)松

驰问题的约束矩阵是全幺模矩阵, 据定理 1可知定

理 2的结论成立. 2
定定定理理理 3 假设𝑥𝑖𝑗(𝑒𝑖𝑗 ∈ 𝐸)为整数线性规划模

型𝐿(𝜆)的最优解, 且根据式 (4)确定 𝑘条路由. 如

果𝑥𝑖𝑗(𝑒𝑖𝑗 ∈ 𝐸)满足式 (2), 则这 𝑘条路由是 𝑘条由源

节点 𝑠到目的节点 𝑡的不相交QoS路由.
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根据定理 1和定理 2,整数线性规划模型𝐿(𝜆)是

可以松驰为容易求解的线性规划问题. 因此, 求

𝑘条不相交QoS路由可使用迭代求解整数线性规

划模型𝐿(𝜆)的方法. 拉格朗日乘子𝜆 = (𝜆1, 𝜆2, ⋅ ⋅ ⋅ ,
𝜆𝐿)的调整可采用罚函数法的乘子更新方法

[13],即

𝜆𝑘+1 =

{
𝜆𝑘,Δ𝜆𝑘 ⩽ 0;

𝜆𝑘 + 𝛼𝑘Δ𝜆𝑘, Δ𝜆𝑘 > 0.
(9)

其中

Δ𝜆𝑘 =
∑

𝑒𝑖𝑗∈𝐸

𝑤(𝑒𝑖𝑗)𝑥
𝑘
𝑖𝑗 − 𝐶, 𝛼 ∈ (1, 4], (10)

且𝑥𝑘
𝑖𝑗是整数线性规划模型𝐿(𝜆𝑘)的最优解. 因此,根

据式 (4)和𝑥𝑘
𝑖𝑗可得到 𝑘条由源节点 𝑠到目的节点 𝑡的

不相交QoS路由,利用式 (8)检查能否满足约束条件.

下面给出求 𝑘条不相交QoS路由算法:

Step 1: 设定最大迭代数为𝑇 , 𝑘 = 0, 初始乘子

𝜆𝑘
𝑙 = 0, 𝑙 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐿, 𝛼 ∈ (1, 4].

Step 2: 用单纯形法求解整数线性规划问题

𝐿(𝜆𝑘)得到最优解𝑥𝑘
𝑖𝑗 .

Step 3: 计算

Δ𝜆𝑘
𝑙 =

∑
𝑒𝑖𝑗∈𝐸

𝑤𝑙(𝑒𝑖𝑗)𝑥
𝑘
𝑖𝑗 − 𝐶𝑙, 𝑙 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐿.

检查Δ𝜆𝑘
𝑙 是否满足

Δ𝜆𝑘
𝑙 ⩽ 0, 𝑙 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐿.

如果满足, 由式 (4)和𝑥𝑘
𝑖𝑗得到𝐾条不相交QoS路由,

停止计算;否则,进入下一步.

Step 4: 对于 𝑘 < 𝑇 ,由式 (9)更新乘子𝜆𝑘
𝑙 ,令 𝑘 =

𝑘 + 1,转 Step 2,否则转下一步.

Step 5: 由式 (4)和𝑥𝑘
𝑖𝑗得到𝐾条不相交路由, 修

正路由以使其满足QoS需求,停止计算.

注注注 1 在 Step 2中,当 𝑘 = 0时, 𝐿(𝜆𝑘)的目标函

数为 0,只要求得可行解.

4 算算算法法法实实实验验验

例例例 1 以具有 10个节点, 21条边的网络为例说

明上述算法过程,如图 1所示. 图 1中圆括号里的数据

分别表示费用和时延,是在 [1, 10]中随机取得的整数.

图 1 随机生成的网络拓扑图

设源点为 𝑣1, 目的点为 𝑣10, 取𝐾 = 2, 考虑费

用和时延两个约束条件. QoS路由费用的约束值设

为 20,时延的约束值设为 30,根据算法有如下计算结

果:

1)设𝜆0
𝑙 = 0, 𝑙 = 1, 2, 𝛼 = 2,解线性规划得到链

路集 {𝑒13, 𝑒15, 𝑒58, 𝑒310, 𝑒810}, 根据式 (4)可得两条不

相交路径为 𝑣1 → 𝑣3 → 𝑣10和 𝑣1 → 𝑣5 → 𝑣8 → 𝑣10,

根据式 (10)计算Δ𝜆𝑘
𝑙 ,可知费用和时延都不满足约束

条件;

2) 根据式 (9)计算𝜆1
1 = 5, 𝜆1

2 = 1, 解线性规

划得到新的链路集 {𝑒12, 𝑒13, 𝑒26, 𝑒67, 𝑒310, 𝑒710}, 根据

式 (4)可得两条不相交路径为 𝑣1 → 𝑣3 → 𝑣10和 𝑣1 →
𝑣2 → 𝑣6 → 𝑣7 → 𝑣10,根据式 (10)计算Δ𝜆𝑘

𝑙 ,时延满足

约束条件,但费用不满足约束;

3)再根据式 (9)计算𝜆2
1 = 7, 𝜆2

2 = 2,解线性规划

得到链路集 {𝑒12, 𝑒15, 𝑒26, 𝑒58, 𝑒67, 𝑒710, 𝑒89, 𝑒910},对应

的不相交路径是 𝑣1 → 𝑣2 → 𝑣6 → 𝑣7 → 𝑣10和 𝑣1 →
𝑣5 → 𝑣8 → 𝑣9 → 𝑣10,根据式 (10)计算Δ𝜆𝑘

𝑙 ,满足费用

和时延约束,从而得到可行解.

算法在 Intel(R) Pentium(R)4 2.93 GHz的计算机

上通过MatlabR 2009 a编程环境,对𝑀 = 40, 𝑁 =191,

表 1 数值实验结果

参数 实例编号 迭代次数 结果

𝑀 = 40, 𝑁 = 191, 𝛼 = 2

1 2 S

2 3 S

3 2 S

4 2 S

5 3 S

6 2 S

7 2 S

8 2 S

9 2 S

10 2 S

𝑀 = 100, 𝑁 = 435, 𝛼 = 2

11 2 S

12 2 S

13 4 S

14 3 S

15 2 S

16 3 S

17 3 S

18 4 S

19 2 S

20 3 S

𝑀 = 400, 𝑁 = 1 703, 𝛼 = 2

21 3 S

22 3 S

23 10 R

24 4 S

25 3 S

26 5 S

27 3 S

28 3 S

29 5 S

30 3 S

dell
高亮

dell
附注
确认是大写还是小写

dell
高亮

dell
高亮

dell
高亮

dell
附注
确认是大写还是小写
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𝐿 = 2, 𝑀 = 100, 𝑁 = 435, 𝐿 = 2和𝑀 = 400,

𝑁 = 1703, 𝐿 = 2的 3组求 2条由源节点 𝑠到目的

节点 𝑡的不相交QoS路由的例子 (每组 10个)进行了

数值实验. QoS路由时延为随机取于 [1, 3]的整数值,

QoS路由的费用为随机取于 [1, 6]的整数值. QoS路

由约束值𝐶𝑙为随机取于 [0.005𝜏, 0.025𝜏 ]的值,其中

𝜏 = 𝑁𝑀−1
∑

𝑒𝑖𝑗∈𝐸

𝑤𝑙(𝑒𝑖𝑗).

设最大迭代次数𝑇 = 10, 用字母“S”, “R”分别表

示“找到可行解”和“找到修正后的可行解”. 表 1给

出了数值实验结果. 从表 1可以看出, 在最大迭代

次数为 10的限制下, 有 97%的例子能直接找到不相

交QoS路由,只有 3%的例子中需要修正才得到不相

交QoS路由,算法的计算效果是很好的.

5 总总总 论论论

本文提出了求不相交QoS路由的一种整数线性

规划方法. 利用 0-1变量, 给出了求不相交QoS路由

的整数线性约束集合;其次, 根据整数线性约束集合

具有的结构特点, 通过拉格朗日乘子将复杂约束引

入到目标函数中, 使问题变成容易求解的约束系数

矩阵是全幺模矩阵的整数线性规划问题;接着,不相

交QoS路由在解线性规划问题的迭代过程中被求出;

最后, 给出了求不相交QoS路由的算法和数值实验.

数值实验表明所提出方法的有效性.
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