
例5 求随机相位正弦波x(t)=Asin(0t+) 的功率谱密
度 其中 为常数 为 间均匀分布的度，其中A和0为常数，为0～2间均匀分布的
随机变量
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例6 试求二元随机波形的功率谱密度，其中信号取值
是二值的(0或A)，每隔时间间隔T取值变1次，但是 值的( 或 )，每隔时间间隔 取值变 次，但
每次的具体取值是随机且互相独立的，取0、A的
概率各为1/2。
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TAA 222 )2/(sin 

随机信号独立 不相关和正交的含义

T
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随机信号独立、不相关和正交的含义：

 随机信号x(t)和y(t)独立：

)()(),( 2121 ypxpyxp 
对x(t)的任一时刻t1和y(t)的任一时刻t2，均有

)()(),( 2121 yppyp
 随机信号x(t)和y(t)不相关：

对x(t)的任一时刻t1和y(t)的任一时刻t2，均有对x(t)的任 时刻t1和y(t)的任 时刻t2，均有
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 随机信号x(t)和y(t)正交：
对x(t)的任一时刻t1和y(t)的任一时刻t2，均有

0)(0)( 21  xyRyxE 即：

实际中常将正交理解为：对x(t)和y(t)的任一时刻t1，有

y

0)0(0)( 11  RyxE 即： 0)0(0)( 11 xyRyxE 即：

)()()()()(),( 21212121 yExEyxEypxpyxp 

例7 随机相位正弦波x(t)=Asin(0t+)，其中A和0为
常数 为0 2 间均匀分布的随机变量；二元常数，为0～2间均匀分布的随机变量；二元
随机波形y(t)的取值是0或A，每隔T取值变1次，
但每次具体取值是随机且互相独立的 取0 A但每次具体取值是随机且互相独立的，取0、A
的概率各为1/2。设x(t)和y(t)是统计独立的，求
(t) (t) (t)的自相关函数和功率谱密度

54 6

z(t)=x(t)y(t)的自相关函数和功率谱密度。



解：例2中已计算出：
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例5中已计算出：
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x(t)和y(t)统计独立 则有：x(t)和y(t)统计独立，则有：
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§2.3  典型的随机信号

一、高斯随机信号

 通信系统的三类噪声：单频噪声、脉冲噪声、起伏噪声

 单频噪声：时间上连续，频谱集中在某个频率附近很窄范围

 脉冲噪声：时间上持续很短、间隔较长且无规则，频谱很宽脉冲噪声：时间上持续很短、间隔较长且无规则，频谱很宽

 起伏噪声：时间上连续、无规则，普遍存在

类噪声以 加形式 扰信 称为加性噪声 三类噪声以叠加形式干扰信号，称为加性噪声
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起伏噪声主要有：热噪声 散粒噪声 宇宙噪声 起伏噪声主要有：热噪声、散粒噪声、宇宙噪声

 热噪声：导体中大量自由电子热运动产生的

 散粒噪声：有源电子器件电子发射不均匀所引起的

 宇宙噪声：天体的电磁辐射所引起的 宇宙噪声：天体的电磁辐射所引起的

 起伏噪声是高斯随机过程，又称为高斯噪声

 高斯噪声n(t)的概率密度函数表示为：
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其中a为信号的均值， 为信号的方差
2
n
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 起伏噪声的均值一般为0 (a=0)，此时的概率密度函数为：
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 此时噪声的方差为：
22

nnn PRtnE  )0(]|)([| 22 方差等于平均功率

 高斯信号经线性运算(加、减、积分、微分) 后，其结果仍高斯信号经线性运算(加、减、积分、微分) 后，其结果仍
是随机信号

二 白噪声二、白噪声

 白噪声(white noise)：功率谱密度函数为常数的噪声

2
)( 0NSn 
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 白噪声的自相关函数为：
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 白噪声的平均功率为：
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白噪声实际不存在，常又称为理想白噪声

 理想白噪声经过实际系统时，其频带受到系统带宽的限制
一定频带内功率谱密度为常数、此频带外功率谱密度为0的随
机噪声 带限白噪声机噪声(带限白噪声)

 带限白噪声主要有两类：理想低通白噪声、理想带通白噪声

1、理想低通白噪声

 理想低通白噪声的功率谱密度函数为： 理想低通白噪声的功率谱密度函数为：
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 理想低通白噪声的自相关函数为：
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 理想低通白噪声的平均功率为：
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其中B为单位为Hz的带宽

2、理想带通白噪声

 理想带通白噪声的功率谱密度函数为： 理想带通白噪声的功率谱密度函数为：
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其中0为理想带通白噪声的中心频率其中0为理想带通白噪声的中心频率

c为理想带通白噪声的带宽
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
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
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Rn()
N  /2

4/c2/c

N0c/2



3/20
/20

0

 理想带通白噪声的自相关函数以Sa( /2)为包络 理想带通白噪声的自相关函数以Sa(c/2)为包络

 理想带通白噪声的自相关函数与cos0相同间隔出现零点

)12( n2
 相隔时间 或 理想带通白噪声的
取值不相关 02

)12(


 


n
c

nn

 2


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三、高斯－马尔可夫(Markov)信号、高斯 马尔可夫( )信号

 高斯－马尔可夫信号：自相关函数为指数型的平稳高斯信号

]|)([|)0( 22 tnER 

||2)(   eRn

其中2为信号的均方值 ]|)([|)0( tnERn 其中2为信号的均方值

 高斯－马尔可夫信号的功率谱密度函数为：










  ||2)()(   jj
nn deedeRS





 



  
0

0

2   jj deedee













 02 11 


 jj eeee
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2211 
22

2 20110)(
























jj
Sn

S ()R () Sn()

2 2/

Rn()

 2


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四、窄带高斯噪声四、窄带高斯噪声

 窄带系统：带宽B远小于中心频率f0的带通系统

 窄带高斯噪声：高斯白噪声经过窄带系统的输出
Sn()

2B


0-0

 窄带高斯噪声的频谱分量集中在频率f0附近，其样本函数
很像一个包络和相位随时间缓慢变换的正弦波
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n(t)

tt

 窄带高斯噪声可以表示为： )](cos[)()( 0 ttttn nn   )]([)()( 0 nn 
其中pn(t)为包络， (t)为相位

它们均为随机信号 变化比 缓慢得多
54 23

它们均为随机信号，变化比cos0t缓慢得多



sin)(sin)(cos)(cos)()( 00 tttttttn nnnn  

)()()(
sin)(cos)(

)()()()()(

00

00

ttnttn sc

nnnn






)(sin)()(
)(cos)()(

tttn
tttn

nns

nnc







)()()( nns 

 窄带高斯噪声n(t)的同相分量：nc(t)

 窄带高斯噪声n(t)的正交分量：ns(t)

它们均为随机信号，变化比cos t缓慢得多它们均为随机信号，变化比cos0t缓慢得多

)()()( 22 tntnt 
)()(

)()()(

1 tntgt

tntnt

s
n

scn








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 设窄带高斯噪声n(t)是平稳的随机信号，其均值为0，方差为
2 则振幅分布为





 21 n

 2，则振幅分布为：









 22

exp
2
1)(


nnp

 下面讨论同相分量nc(t)与正交分量ns(t)的统计特性

EE
ttnttnEtnE sc 00

i)]([])([
]sin)(cos)([)]([  

ttnEttnE sc 00 sin)]([cos])([  

n(t)是平稳的 均值为0  对任何时刻t E[n(t)]=0n(t)是平稳的，均值为0  对任何时刻t，E[n(t)] 0

0)]([])([  tnEtnE
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]sin)(cos)({[)]()([)( 00   ttnttnEtntnER scn

)(coscos])()([
)]}(sin)()(cos)([

00

00







tttntnE
ttnttn sc

)(cossin])()([
)(coscos])()([

00
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


 tttntnE
tttntnE
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)(insins])()([
)(inscos])()([

00
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





tttntnE
tttntnE sc

)(coscos),(
)(insins])()([

00

00







ttttR
tttntnE
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)(inscos)(

)(cossin),( 00









ttttR

ttttR
csnn

)(sinsin),(

)(inscos),(

00

00









ttttR

ttttR

s

sc

n

nn

54 26n(t)是平稳的  Rn()与t 无关 取t=0，则有：
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 00 ins),(cos),()(  ttRttRR
scc nnnn

显然要求 Rnc()和Rns()均与t 无关，则有：

),()(

),()(









ttRR

ttRR
cc nn

),()(  ttRR
scsc nnnn

 00 ins)(cos)()(
scc nnnn RRR 
scc

同理取t=/20，则有：

 ins)(cos)()( ttRttRR  00 ins),(cos),()(  ttRttRR
css nnnn

ins)(cos)()( 00  RRR 

)(),(),()(

ins)(cos)()( 00





cscsss

css

nnnnnn

nnnn

RttRttRR

RRR




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 00 ins)(cos)()(
scc nnnn RRR 

 00 ins)(cos)()(and
css

scc

nnnn RRR 

它们对所有 均成立，则有：

)()()()(  RRRR  )()()()( 
csscsc nnnnnn RRRR 

)]()([)]()([)(   csscnn tntnEtntnER

)()]()([

)]()([)]()([)(

 
cs

sc

nncs

csscnn

RtntnE

)()( 
cscs nnnn RR 

0)0(Rnsnc( )是 的奇函数 0)0( 
csnnR

同理得： 0)0( R
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nc(t)和ns(t)在同一时刻的取值互不相关

当 =0
)0()0(ins)(cos)()( RRRRR  

)0()0(ins)(cos)()(

)0()0(ins)(cos)()(

00

00

scss

cscc

nnnnnn

nnnnnn

RRRRR

RRRRR









0)]([)]([])([  tnEtnEtnE sc

2222 )]([)]([])([  tnEtnEtnE sc

( )和 ( )的方差均为 2

nc(t)和ns(t)的自相关函数与t无关

nc(t)和ns(t)的方差均为 2

c(t)和 s(t)的自相关函数与t无关

nc(t)和ns(t)是平稳的
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sin)(cos)()( 00 ttnttntn sc  

)()( 11
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tntn c

t




)()(
2
3

0
2

tntn
t







n(t)是平稳的  n(t1)和n(t2)高斯分布  nc(t1)和ns(t2)高斯分布

)()( 22 tntn s

nc(t)和ns(t)也是平稳的
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



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 nc(t)和ns(t)均值均为0，方差均为 2，同一时刻取值不相关

 )()()( npnpnnp
nc(t)和ns(t)互相独立









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
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22
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 
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








22

22

1

2
exp
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


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

 
 22 2
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1


sc nn

根据概率论联合概率密度的关系：
sc nn

 





),(),( sc
sc

nn
nn nnpnnp  


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)(sin)()(,)(cos)()( tttntttn nnsnnc  
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 包络n(t)的一维概率密度(边缘分布)为：


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



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0 2
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
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



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
p( )p(n)

包络是瑞利分布
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 相位n(t)的一维概率密度(边缘分布)为：
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相位是均匀分布
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)()(),( nnnn ppp   )()(),( nnnn ppp 

n(t)和n(t)互相独立

§2 4 随机信号通过线性时不变系统§2.4  随机信号通过线性时不变系统

一、输出信号的数字特征、输出信号的数字特征

 确定性信号通过线性时不变系统

)()()()()()(*)()(  HXYdthxthtxty  

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 随机信号不能作傅里叶变换  不能直接套用上述公式

 对随机信号X(t)的一个样本函数x(t)而言，其通过线性时不变
系统的输出是Y(t)的一个样本函数y(t)，则有：( ) y( )

 dtxhtxthty 



 )()()(*)()(

 dtXhtXthtY 



 )()()(*)()(

当随机信号X(t)平稳时，输出信号的集均值为：

 dtXEhdtXhEtYE 






 )]([)()()()]([ 

dhtXEdtXEh

dtXEhdtXhEtYE











 

)()]([)]([)(

)]([)()()()]([

 dhtXEdtXEh  
 )()]([)]([)(

  dhHdehH j 


 )()()()(
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
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0
)()]([)]([ 


HtXEtYE
0

)()]([)]([


输出信号的集均值与时间t 无关

当随机信号X(t)平稳时，输出信号的自相关函数为：
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  dudvvtXutXvhuhE )()()()( ** 
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






 dudvvtXutXEvhuh )]()([)()( ** 



 
 

 dudvvuRvhuhttR XY )()()(),( * 

输出随机信号Y(t)的自相关函数与时间t 无关，则有：

  
 dudvvuRvhuhttR XY )()()(),( 

 







 dudvvuRvhuhR XY )()()()( * 

令v=u-l，则有：

 
 

 dudllRluhuhR XY )()()()( * 

 

 
 

 





  dllRduluhuh

dudllRluhuhR

X

XY

)()()(

)()()()(

* 



   
dllRduluhuh X )()()( 




 duluhuhlRh )()()( * 冲激响应的自相关函数 
duluhuhlRh )()()(

)(*)()()()(  XhXhY RRdllRlRR  


冲激响应的自相关函数
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)()()()()(  XhXhY RRdllRlRR  



输出随机信号Y(t)的均方为：


*2  

 dllRlRRtYtYEtYE XhY )()()0()]()([]|)([| *2

输出信号的均方与时间t 无关

22

输出信号的均方与时间t 无关

输出随机信号Y(t)的方差也与时间t 无关，且为：

22 )]}([{]|)([|)]([ tYEtYEtYD 

结论：广义平稳随机信号通过线性时不变系统，其输出也结论 广义平稳随机信号通过线性时不变系统 其输出
是广义平稳的

)(*)()(  RRR 

)()()()(

)()()(





X

F

XY

F

Y

XhY

SRSR

RRR





)()()()(  XXYY SRSR 

)()()()()(if  hXYh

F

h SSSSR 
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)()()()()( hXYhh



)]([)()()()( ** duulhuhduluhuhlRh  




)(*)(

)]([)()()()(
* lhlh

h



 

)()()(
*

)(
*

*  dlelhdlelhdlelh ljljlj





 



  















)()( *
*

 Hdueuh uj 








  )()(  

2* |)(|)()()(  HHHSh  |)(|)()()(  HHHSh
2|)(|)()(  HSS XY  XY

输出信号的功率谱等于输入信号的功率谱和系统幅频
响应平方的乘积
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响应平方的乘积



二、输出与输入随机信号间的互相关、输出与输入随机信号间的互相关

 输出随机信号和输入随机信号的互相关函数为：

 )()()()]()([)( **  tXduutXuhEtXtYERYX 



  





)()()( *  dutXutXuhE 



  





)]()([)( *  dutXutXEuh  




)(*)()()(  hRduuRuh XX  




 输出随机信号和输入随机信号的互功率谱密度函数为：

)()()( HSS
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)()()(  HSS XXY 



 当输入随机信号为白噪声时：

)(
2

)(,
2

)( 00  NRNS XX 
22

)(
2

)()()( 0  HNHSS XXY 

)(
2

)(*)(
2

)(*)()( 00  hNhNhRR XXY 
22

 测定未知系统冲激响应和频率函数的方法框图：

y(t)白噪声 ( ) h(t) ?

H() ?

互

相
H()h(t)

FT

y(t)白噪声x(t)

Sx()=N0/2

关

器
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x(t)



例1 求白噪声通过RC低通电路的输出信号的自相关
数 功率谱函数和功率谱。

解

X(t) Y(t)R

解：RC电路的冲激响
应和频率函数为： C

)()( tuaeth at




ja
aH


)(
RC
1

a其中

白噪声的功率谱密度和自相关函数为：

)(
2

)(,
2

)( 00  NRNS XX 
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2
*2 )()(|)(|  

aaaHHH

2
02 aN

22)()(|)(|



 ajaja

HHH

22
02

2
|)(|)()(






a

aNHSS XY

|| 2
 ae

F
ta 22
||




a
e

||0
2

0 )()( aaNRaNS  ||0
22

0

4
)(

2
)( 


 a

YY eR
a

S 




自相关函数还可以从卷积计算得到自相关函数还可以从卷积计算得到

)()( tuaeth at









 vdvuaevuaedvvhvhR vava

h )()()()()( )(*  


 

1
54 44

  





 







 vaavaa
h e

a
eavdeeaR 2222

2
1)(,0when



 aaa
h eaeeaR  





11)( 22h eae
a

eaR 



 22

)(

 vaavaa eeavdeeaR 1)(0when 2222 






  h e

a
eavdeeaR

11
2

)(,0when
0

0






 
 aa ea

a
ea

2
1

2
12 

||

2
1)(  a

h eaR 

||0||0

42
1*)(

2
)(*)()(  aa

XhY eaNeaNRRR  
422

输出信号的平均功率为：

)0(]|)([| 02 aNRtYE 
54 454
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 例1中输出随机信号的功率谱为：

22

2
0

2
)(






a

aNSY

 例1引申出：功率谱一般可表示为两个有理多项式的分式

)(P

2 a

)(
)()(




Q
PSY 

 实信号的功率谱是实偶函数  多项式只含的偶次项
22222 )( aaaaP NN   

0
2

2
22

22
2

2

02222
2 )(
)()(

bbbb
aaaa

Q
PS M

M
M

M

NN
Y 


 















 代入s =j  多项式只含s 的偶次项
)()(

2sPS
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)()( 2sQ
sSY 



 功率谱的零极点分布有如下特点：

 对于P和Q的实根：

KKK2 KsKsKs  21
2 ,

在s平面成对出现在实轴上，且关于虚轴对称在 平面成对出现在实轴 ，且关于虚轴对称

 对于P和Q的复根：
 









 

 


 2
2

2
1

2 ,,
jjj eAseAsAes







 




2
4

2
3 ,

jj
eAseAs

在s平面四个构成一组，相互共轭对称
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j

 /2



例2 自相关函数 的随机信号0)( ||2  R例2 自相关函数 的随机信号
通过RC低通电路，求输出信号的自相关函数和
功率谱

0,)( ||2   eRX
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功率谱。



解： RC电路的冲激响应和频率函数为：

)()( tuaeth at



ja

aH


)(
RC
1

a其中j RC

22

2
2|)(| 




aH 22 a

|| 2
 ae

F
ta

输入信号的功率谱密度为：

22
||




a
e

输入信号的功率谱密度为：

22

2
||2 2)(0,)(


   

XX SeR 22)(,)(



XX

22
2 2|)(|)()(  

aHSS
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2222|)(|)()(









a

HSS XY










2222 1122)(  aaS







 






2

2222222222

22

)(






aaa

aaa
SY














 222222

22









a

aa
a

a














 222222

2 22









a
aa

a
a

   aa

|| 2
 ae

F
ta

 ||||
2

 a

22
||




a
e

 ||||
22)(  


 a

Y eae
a

aR  



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本例若用时域卷积法计算自相关函数，推导过程比较复杂



例3 输入到线性时不变系统的平稳随机信号的功率谱
相应的输出信 的功率谱为和相应的输出信号的功率谱为：

1)(4)(
2   SS

系统稳定且为最小相位，求该系统的频率函数。

1)(,
9

)( 2 


 


 YX SS

解： 根据：
2|)(|)()(  HSS XY 

4
9

4
1

)(
)(|)(| 2

2

2
2












 Y

S
SH

4
9
4)( 2

2



 


XS

令 j 则有令s=j：则有：

9)(9|)(|
22

2 





 jH
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|)(| 22 




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

j
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)3)(3(9)(|)(|
2

2  sssGH
)2)(2(
)3)(3(

4
9)(|)(| 2

2








ss
ss

s
ssGH 

系统稳定传递函数的极点在左半平面
系统为最小相位 传递函数的零点在左半平面系统为最小相位 传递函数的零点在左半平面

3s
2
3)(





s
ssH

令s=j：则有：令s j：则有：

3)( 


 jH
2

)(






j

H
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例4 线性时不变系统是一微分器：
dt

tdxty )()( 

平稳随机信号X(t)经过该系统，求输出信号的自
相关函数 输出信号和输入信号的互相关函数

dt

解： XjYtdxt )()()()(

相关函数、输出信号和输入信号的互相关函数。



Y

XjY
dt

ty 

)(

)()()()(



 j

X
YH 

)(
)()(
)(

||)(|)(|)()( 22  XXY jSHSS 

)()()( 22  XX SjS 
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傅里叶变换性质：

)()()(  Xjtxd n
Fn


2

2 )()()()()(  RdRSjS X

)()( j
dt n

2)()()()(



d

RSjS YXY 

)()()()( SSS

类似地推导：

)()()()(  XXYX SjHSS 




d
dRR X

YX
)()( 
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