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摘要：基于广义微分求积法(GDQ 法)，对弹性地基上变厚度矩形板横向自由振动的控制微分方程

及其不同边界条件进行离散，研究了其自由振动的频率特性。数值计算得到了不同长宽比λ、不

同厚度变化参数β、不同地基参数 K 条件下以及简支或固定边界条件下弹性地基上变厚度矩形板

的量纲为一的振动频率，并与已有文献进行了比较。结果表明：运用广义微分求积法对弹性地基

上变厚度矩形板的频率求解结果在退化到 K=0 时与幂级数解的结果非常吻合；在条件相同的情况

下，采用广义微分求积法仅需较少的节点（N=M=13）就能达到满意的求解精度。本文的研究为

求解此类问题的低阶、高阶振动频率提供了一种简便有效的数值方法。 
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1 引 言 

非均匀厚度板是海洋、土木、核工业、机械、

航空航天等工程中经常使用的一种承载结构元件。

由于非均匀的厚度能改善板结构元件的承载能力，

能减小其重量和几何尺寸，同时也能改变其振动的

固有频率。因此，对变厚度板振动问题的求解一直

是结构动力学的研究重点。已有许多学者采用不同

的方法对变厚度圆(环)板、矩形板、斜板等在各种

载荷和边界条件下的振动问题进行了研究。由于变

厚度板横向自由振动控制微分方程是变系数的偏微

分方程[1]，一般边界条件下很难求得其封闭解，故

往往采用数值法求解。文献[1]对变厚度圆板和矩形

板等的振动问题作了较为全面详细的报道。文献[2]
分别采用Rayleigh-Ritz法、优化的Kantorovich法、

有限元法数值研究了多种边界条件下非均匀厚度矩

形板的横向振动固有频率。文献[3]采用渐近解法求

解了两对边简支变厚度矩形板横向振动的一阶近似

固有频率。文献[4]分别用微分求积法、Rayleigh-Ritz
法研究了简支边界条件下线性变化厚度矩形板横向

自由振动基频特性。文献[5]采用Levy法结合Frobenius
法构造的幂级数研究了两对边简支另两对边简支、四

边固定、四边自由边界条件下线性变化厚度矩形薄板

的自振频率随板的边长比、厚度比变化的精确解及其

振型函数的解析表达式。文献[6]采用Green函数研究

了各种边界条件下厚度任意变化的矩形薄板和适度

厚矩形板横向自由振动的各阶模态和频率。文献[7]
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给出了幂级数法数值求解的多种边界条件下线性变

化厚度矩形板的横向自由振动基频特性。文献[8]利用

广义微分求积规则(GDQR)研究了周边弹性约束下厚

度沿径向连续变化圆板的横向自由振动。许多实例已

证实微分求积法[9-11] (Differential Quadrature Method，
简称DQ法)特别是广义微分求积法[8,12-13](Generalized 
Differential Quadrature Method，简称GDQ法)是求解变

系数偏微分方程(组)的有效方法。其中，GDQ法具有

需要离散节点个数少、计算精度高、易收敛、工作量

小等优点。 
目前，关于弹性地基上变厚度矩形板的自由振

动问题，有多种求解方法[14-15]，但是使用 DQ 法分

析的研究相对较少，特别是采用 GDQ 法求解弹性

地基上变厚度矩形板的振动问题在国内外还未见文

献报道。因此，本文采用广义微分求积法对弹性地

基上变厚度矩形板在简支或固定边界条件下的自由

振动进行分析，研究其固有频率特性；并对于退化

到无弹性地基时四边简支边界条件下的自振基频与

文献[7]的结果进行比较，验证该方法求解此类问题

的有效性。 

2 控制微分方程及 GDQ 法离散

结果 

2.1  控制微分方程及 GDQ 法离散结果 

考虑沿 x方向的长度为a、沿 y 方向的宽度为b 、

厚度为h的薄矩形板，将其放置在模量为 k 的 Winkler

弹性地基上。板的平面示意图和节点划分见图 1。 

 
图 1  矩形板的平面示意和节点划分图 

Fig.1  Plane schematic diagram and grid points of 
a rectangular plate 

为简化计算，仅考虑板的厚度沿 x 方向进行变

化，即 ( )h h x= ，且设板的厚度为 
    0[1 ( / )]h h x aβ= +              (1) 

其中： 0h 为板在 0x = 处的初始厚度； β 为厚度变

化参数。对于该变厚度矩形板在 Winkler 弹性地基

上的小振幅横向自由振动，其控制微分方程为 
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其中： ( , , )w x y t 为板的横向位移；t 为时间；ν 为泊

松比；ρ 为质量密度； 3 2/ 12(1 )D Eh ν= − 为板的弯

曲刚度。式(2)的解可写为[16] 

i( , , ) ( , )e tw x y t W x y ω=             (3) 

其中： ( , )W x y 为形函数；ω为板自由振动的圆频率；

i 1= − 。将式(3)代入式(2)可得 
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若取 /a bλ = 为矩形板的长宽比，再令： /X x a= ；

/Y y b= ； /W W a= ； 4
0/K ka D= ； 3

0 0 / 12(1D Eh= −  
2 )ν ； 2

0 0/a h DΩ ω ρ= (这里：Ω 为量纲为一的频

率； K 为量纲为一的地基参数)。将式(4)量纲归一

化处理为  
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2.2  边界条件及 GDQ 法离散结果 

考虑如下两种边界条件。 
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应用 GDQ 法，边界条件式(7)和式(8)的离散结果为 
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这里 0 1 0 1n n m m、 、 、 分别代表 0X = 、 1X = 、

0Y = 、 1Y = 的边界，其取值可为 1 或 2，这里 1、
2 分别表示固定、简支边界条件。 

将式(9b)~(9e)联立可以解得 2, jW 、 1,N jW − 、 ,2iW 、

, 1i MW − 并得到四个内角点 2,2W 、 1,2NW − 、 2, 1MW − 、

1, 1N MW − − 的值。再将式(9a)和 2, jW 、 1,N jW − 、 ,2iW 、

, 1i MW − 、 2,2W 、 1,2NW − 、 2, 1MW − 、 1, 1N MW − − 所有的边界

条件代入式(6)可得 
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式中 1C ~ 7C 为权系数，不同阶次的微分求积权系

数计算可参见文献[17]。因为式(10)包含 ( 4)N − ×  
( 4)M − 个未知数，所以共需 ( 4) ( 4)N M− × − 个内

部节点，因此有 3 2i N −≤ ≤ 和 3 2j M −≤ ≤ 。

式 (10)最终可写为能够求解的代数方程的矩阵形

式，即 

2Ω⋅ =A W W                   (11) 
其中： A为系数矩阵；W的表达式为 
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3 数值计算与结果分析 

GDQ 法中已有算例证明，采用非均匀节点比采

用相同数目的均匀节点能得到更好的计算结果，故

矩形板在 x 、 y 方向的节点划分采用如下的余弦型

公式[17]，即 
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   (12) 

这里选取 13N M= = 、 0.3ν = ，给定不同的长

宽比λ、不同的厚度变化参数β 、量纲为一的地基参

数K ，采用 GDQ 法分别计算了四边简支(S-S-S-S)、

四边固定 (C-C-C-C)、两边简支两边固定(S-C-S-C)

边界条件下矩形板的量纲归一化频率。 

 
 图 2(a) 四边简支(S-S-S-S) 

 

图 2(b) 四边固定(C-C-C-C) 
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图 2 (c) 两边简支两边固定(S-C-S-C) 

图 2  矩形板量纲为一的基频 1Ω 与厚度变化参数 β 之间的 

关系曲线 ( 0.25)λ =  
Fig.2  Curves of dimensionless fundamental frequencies for rectangular 

plates vs variable thickness parameters ( 0.25)λ =  

表 1  四边简支变厚度矩形板的量纲为一的基频Ω1比较

(λ=0.25) 
Tab.1  Comparison of dimensionless fundamental 

frequency Ω1 for simply supported rectangular plates with 
variable thickness(λ=0.25) 

β 
Ω1

 

GDQM 幂级数解[7] 
(power series solution) 

0.1 11.00370 11.00370 

0.2 11.50805 11.50805 

0.3 12.00109 12.00109 

0.4 12.48409 12.48409 

0.5 12.95812 12.95812 

0.6 13.42407 13.42407 

0.7 13.88268 13.88268 

0.8 14.33459 14.33460 

图 2 分别给出了三种边界条件下矩形板在长宽

比λ = 0.25 和 K 分别为 0、50、100、150、200 时对

应的量纲为一的固有频率的最小值(即量纲为一的

基频) 1Ω 与厚度变化参数 β 之间的关系曲线。由图 2

可见：λ和 K 不变时，三种边界条件对应的基频 1Ω
均随厚度变化参数 β 的增大而增大；λ、K 、β 不

变时，则四边简支矩形板的振动频率最小，四边固

定矩形板的振动频率最大，两边简支两边固定矩形

板的振动频率居于前两种情况之间； λ 和 β 不变

时，K 越大振动频率也越大。在四边简支边界条件

下，若取 0K = 、 0.25λ = 且 β 取 0.1、0.2、0.3、0.4、
0.5、0.6、0.7、0.8，则退化得到 0.25λ = 时变厚度

矩形板在四边简支边界条件下的基频 1Ω ，如图 2(a)
和表 1 所示。为了说明计算的可靠性，表 1 也给出

了在相同条件下文献[7]中幂级数解的基频结果。从

表 1 的对比可见：在分析弹性地基上变厚度矩形板

的自振频率时，运用 GDQ 法与幂级数解得到的结

果吻合很好，特别是在选取的节点数较少时(这里

13N M= = )就能达到满意的精度。 

 
 (a) 四边简支(S-S-S-S) 

 
(b) 四边固定（C-C-C-C） 

 
(c) 两边简支两边固定(S-C-S-C) 

图 3  矩形板量纲为一的基频 1Ω 与量纲为一的地基参数 K 之间的 

关系曲线 ( 0.5)β =  
Fig.3  Curves of dimensionless fundamental frequencies for rectangular 

plates vs dimensionless foundation parameters( 0.5β = )  

图 3 分别给出了三种边界条件下在厚度变化参

数 0.5β = 和λ分别取 0.25、0.5、0.75、1.0、1.25、

1.5 时矩形板量纲为一的基频 1Ω 与量纲为一的地基

参数 K 之间的关系曲线。由图可见：β 和λ不变时，

K 越大振动频率越大；β 和 K 不变时，λ越大振动

频率也越大。图 4 给出了 0.25λ = 、 100K = 时四边
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简支矩形板的前四阶量纲为一的频率与厚度变化参

数之间的关系曲线；图 5 给出了 0.25λ = 、 0.5β =

时四边简支矩形板的前四阶量纲为一的频率与量纲

为一的地基参数之间的关系曲线。从图 4 和图 5 可

见：在λ和 K 不变时，各阶量纲为一的频率均随厚

度变化参数 β 的增大而增大；λ和 β 不变时，各阶

量纲为一的频率也均随量纲为一的地基参数 K 的

增大而增大。可见，四边简支矩形板的高阶量纲为

一的频率随厚度变化参数 β 和量纲为一的地基参

数 K 等的变化趋势与其基频 1Ω 类似。 

 
图 4  四边简支矩形板前四阶量纲为一的频率Ω 与厚度变化参数 β 之

间的关系曲线( 0.25λ = , 100K = ) 
Fig.4  Curves of the first four dimensionless fundamental frequencies for 

rectangular plates simply supported on four edges vs variable thickness 
parameters ( 0.25λ = , 100K = ) 

 
图 5  四边简支矩形板前四阶量纲为一的频率Ω 与量纲为一的地基参

数 K 之间的关系曲线( 0.25λ = , 0.5β = ) 
Fig.5  Curves of the first four dimensionless fundamental frequencies for 

rectangular plates simply supported on four edges vs dimensionless 
foundation parameters( 0.25λ = , 0.5β = ) 

4 结束语 

本文采用广义微分求积法(GDQ法)分析了弹性

地基上变厚度矩形板的自由振动问题，给出了简支

或固定边界条件下矩形板在长宽比λ、厚度变化参

数 β 、量纲为一的地基参数 K 不同时的量纲为一的

自由振动频率。计算结果表明：在相同边界条件下，

当λ不变时，β 、K 越大自振频率越大；当 β 不变

时， λ 、 K 越大自振频率越大；在λ 和 β 不变的情

况下，四边简支矩形板的自振频率最小，四边固定矩

形板的自振频率最大。采用 GDQ 法计算的弹性地基

上变厚度矩形板的自由振动频率与采用其它方法如

幂级数解得到的结果非常吻合；且在 GDQ 法数值计

算时，只需选用较少的节点数 N 和 M ( 如
13N M= = )，便可达到所需的精度。文中虽然只考

虑了简支或固定边界条件下 Winkler 地基上板的厚

度沿单向线性变化的情况，但该求解过程能完全推

广用于简单或复杂边界条件下 Winkler 地基上或双

参数等弹性地基上厚度任意变化矩形板的自由振动

问题，且对不同边界条件的处理也非常方便，从而

为求解此类问题的低阶、高阶自振频率提供了一种

简便有效的方法。 
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