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Abstract :The squeeze film damping effect between t he air gap and t he PZT act uator in a sealed chamber is

analyzed. Bot h t he gas damping effect and t he Rayleigh2Ritz energy met hod are utilized to investigate t he

coupled effect between the micro airflow and it s act uator . The air p ressure dist ribution of t he micro airflow

is determined by solving t he nondimensionalized and linerized isot hermal compressible Reynolds’equation

and combined with t he sealed p ressure boundary condition. The coupled model of piezoelect ric2silicon film2
micro airflow is derived according to t he Rayleigh2Ritz energy met hod. By comparing the undetermined co2
efficientλof the displacement f unction wit hout micro airflow and t he undetermined coefficientλ′wit h mi2
cro airflow , t he air damping factor is ext racted. The influencing of micro airflow squeeze film damping on

PZT act uator can be exhibited by such air damping factor . All t he investigation provide t heoretical founda2
tion and cont rol st rategy for microfluid act uating.

Key words :M EMS ; microfluid ; micro actuator ; squeeze2film air damping ; Reynolds’equation ; Rayleigh2
ritz energy met hod
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摘 　要 :针对 M EMS 密闭腔内微气流与压电驱动机构的耦合振动 ,综合采用空气挤压膜阻尼效应和能量法进行理论分析。

根据等温雷诺方程求解气体压力分布 ,进而计算微气流挤压膜阻尼能 ,将其代入能量方程 ,与压电2硅膜的耦合动能、势能、压

电电场能进行能量耦合 ,将由能量方程确定的压电2硅膜2微气流耦合作用下的位移振形待定系数λ′与无气流影响下的压电2
硅膜耦合振动位移振形待定系数λ对比后 ,找到了增加的阻尼项 ,微气流对驱动结构振动位移的影响正是通过该阻尼项体现

的。研究可为微流体的驱动及协调控制提供相关理论基础及控制策略。
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　　随着 M EMS 微加工工艺及相关技术的不断发

展 ,物体间距可以做得越来越小 ,微米级、甚至纳米

级的间隙已成为可能。当微间隙的厚度与该间隙中

气体分子的平均自由程相当时 ,这种阻尼就称为挤

压膜阻尼[122 ] 。挤压膜阻尼气隙内的微流体受到挤

压流动后会产生阻力 ,可为器件提供阻尼 ,进而改善

器件的动态特性。现代 M EMS 器件中 ,如微泵、微

阀、光开关、加速度计、微谐振器和压力传感器等广

泛采用该有效挤压膜阻尼方式 ,调节、控制微结构振

动的幅频特性和品质因子等动力性能[324 ] 。

微间隙挤压膜阻尼的一般结构主要由两个相对

运动的平行薄板组成 ,在两薄板之间存在一个很小



的气体间隙。当薄板相对运动时 ,挤压两相对表面

间的气体 ,从而产生阻尼力 ,气流将周期性地被压缩

和膨胀[526 ] 。目前涉及微间隙挤压膜阻尼效应的

M EMS 器件可采用开放式腔体和密闭式腔体等形

式 ,相关腔体结构主要包括驱动膜和微小气隙 ,因而

实际振动是电2固2微气流的耦合作用。事实上 ,微

小密闭腔内受挤压的气流会使结构的振动特性发生

改变 ,随着尺寸的逐步减小将更加明显 ,这些都会影

响到整个结构的谐振特性 ,掌握 M EMS 微腔体内

电2固2微气流的耦合作用是实现微流体驱动和协调

控制的关键。

1 　分析方案

研究针对采用压电驱动的密闭腔微气流挤压膜

阻尼结构 ,如图 1 所示 ,主要包括上腔硅振动圆膜和

下腔固定基体 ,硅振动圆膜周边固支 ,并且与固定基

体间存在微气流间隙。硅振动圆膜与压电膜片耦合

形成驱动 ,在外加电场作用下沿 z 向振动以驱动微

气流流动 ,同时也受到微气流的挤压膜阻尼作用。

图 1 　密闭腔微气流挤压膜阻尼结构简图

可见 ,驱动硅膜的振动不仅包括与压电场之间

的耦合 ,更重要的是受到密闭腔内流动气体的作用 ,

实际振动是压电2硅膜2微气流共同作用的耦合结

构。为获得微气流驱动的协调控制策略 ,拟综合采

用微间隙挤压膜阻尼理论、雷诺方程和 Rayleigh2
Ritz 能量法对微气流与压电2硅膜驱动结构的耦合

振动进行理论分析与建模。分析方案如图 2 所示。

图 2 　微气流与压电2硅膜振动耦合的分析方案

基于微间隙挤压膜阻尼效应 ,根据等温雷诺方

程分析密闭腔内微气流的压力分布。进而由微气流

压力分布计算微气流挤压膜阻尼能 ,再结合压电2硅
膜耦合振动的动能、势能以及电场能 ,依据 Ray2

leigh2Ritz 能量法 ,对压电2硅膜2微气流耦合结构的

谐振特性进行理论求解。

2 　微气流的压力分布

为确定微气流的压力分布 ,不考虑流体惯性及

膨胀应力 ,基于如下假设 : (1)气体作用为理想气体 ;

(2)由于间隙很小 ,因而在气隙内气体的流动可以认

为是粘性起主要作用的层流及等温流 ; (3)振动膜为

光滑表面 ,且气隙厚度远小于振动膜的尺寸 ; (4) 气

隙平均厚度为 D ,薄板间相对位移为 d , d ν D ; (5)

气隙中任一位置的气体压力与密度关系可表示为 :

p/ρn = const , n 是取决于运动过程的常量 ,当气体

为等温时 , n ≈ 1 ; (6) 与法向速度梯度相比 ,径向及

切向的速度梯度可以忽略。根据 Navier2Stokes 方程

及连续方程可得到等温气体挤压膜压力分布的控制

方程 ,即等温非线性雷诺方程[7 ] :

9
9X

H3 P
9 P
9X

+
9

9Y
H3 P

9 P
9Y

=σ9 ( P H)
9T

(1)

为简化分析 ,假设驱动硅膜进行的是微幅振动 ,

所引起的气体压力变化也很小 ,引入压力 P 和挤压

膜厚度 H 两个摄动参数 ,且 H = 1 + H , P = 1 + P ,

代入式 (1) 并忽略二阶及高阶项 ,则可得到线性化

的雷诺方程[8 ] :

ý 2 P - σ9 P
9 T

=σ9 H
9 T

(2)

采用极平面坐标 ,拉普拉斯算子 ý 2 :

ý 2 =
92

9R 2 +
1
R

9
9R

+
1
R2

92

9θ2

式中 , P = p/ pa , p 为挤压膜内气体压力 ,

pa 为大气压力 ;

H = h/ h0 , h 为挤压膜厚度 ,

h0 为挤压膜初始厚度 ;

R = r/ l , l 为振动圆膜半径 ;

T = ωt ,ω为受迫振动频率 ;

σ= 12ωl2 / pah2
0 ,σ为薄膜挤压数 p a = 1 . 013 ×

105 Pa (1 atm) ,μ为空气粘度μ = 1 . 79 ×10 - 5 Pa。

考虑一阶轴对称模态 ,微流体压力分布与θ无

关 ,于是由式 (2) 只需求解如下无量纲形式的等温

线性化雷诺方程 :

92 P
9R 2 +

1
R

9 P
9R

- σ9 P
9 T

=σ9 H
9 T

(3)

密闭腔受迫振动空气挤压膜及振动圆膜的边界

条件为

9P ( R , T)
9R

| R = 1 = 0 , H ( R , T) | R = 1 = 0 (4)

假设压力 P( R , T) = Ψ( R) <( T) ,挤压膜厚度
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H ( R , T) = H ( R) <( T) , 对式 (4) 进行分离变量可

得

ψn ( R) +
1
R
Ψ′( R) - jσΨ( R) = jσH ( R) (5)

<′( T) - j<( T) = 0 (6)

由式 (6) 可解得时间变量

<( T) = ej T (7)

根据空气压力边界条件 :Ψ′( R) | R = 1 = 0 ,可得

式 (3) 的齐次方程解

Ψ( R) = J 0 ( ηn
0 R) , n = 0 ,1 ,2 ,3 , ⋯ (8)

挤压空气膜与振动圆膜存在共同边界 ,因此空

气膜的厚度变化 H ( R) 可根据振动圆膜的位移函数

来描述。

现假设挤压空气膜的厚度变化 H ( R) 为

H ( R) =λ(1 - R2 ) 2 (9)

式中 :λ—空气膜厚度变化函数的待定系数。

Ψ( R) 的 Bessel 级数展开

Ψ( R) = C0 + ∑
∞

n =1
CnΨn ( R) = C0 + ∑

∞

n =1
CnJ 0 (ηn

0 R) (10)

将 H ( R) 展开成关于Ψ( R) 的 Bessel 级数

H ( R) = B0 + ∑
∞

n = 1
B nΨn ( R) = B0 + ∑

∞

n = 1
B nJ 0 (ηn

0 R)

B0 =
1
2∫

1

0
H ( R) Rd R (11)

将式 (7) ,式 (10) 和式 (11) 代入式 (3) , 可推得微气

流的压力分布

P( R , T) = - ∑
∞

n = 1

jσB n

ηn
0 + jσ

J 0 (ηn
0 R) ej T (12)

将薄膜挤压数σ= 12μωl2 / Pa h2
0 =αω以及B n 和

J 0 (ηn
0 R) 的有量纲形式代入式 (12) , 于是有量纲形

式的微气流压力分布 p ( r) 为

p ( r) = -
α2ω′2 b1

η1
0

2 +α2ω′2 J 0 ( η1
0 r) (13)

式中 ,ω′—压电 2硅膜 2微气流耦合谐振频率。

3 　微气流挤压膜阻尼与压电2硅膜驱
动结构的耦合建模

3 . 1 　压电与硅膜的耦合振动求解

为对比分析挤压膜阻尼效应对驱动结构谐振特

性的影响 ,首先考虑无微气流挤压膜阻尼影响下的

压电与硅膜耦合振动特性 ,如图 3 所示为压电与硅

膜驱动结构的尺寸及坐标选取。

根据 Rayleigh2Ritz 能量法 ,假定压电2硅膜振

动的位移函数为 w =λ( l2 - r2 ) 2 ,使其满足周边固

支边界条件 : w ( r) | r = l = 0 ,且dw ( r)
d r

| r = l = 0 , l为硅

图 3 　压电2硅膜耦合驱动结构尺寸及坐标选取

膜半径。

通过选择适当的位移函数待定系数λ, 使得该

耦合振动的总能量值 I为最小 ,则可确定压电 2硅膜

耦合振动的谐振频率及振形位移函数[9 ] ,即 :

9I
9λ

= 0 (14)

式中 , I 为压电与硅膜耦合振动的总能量 ,并且

I = Tmax - U Smax - U Emax (15)

其中 , Tmax 、U Smax 、U Ema 分别为压电 2 硅膜耦合结构

的最大动能、最大势能和最大电场能 ,分别依据下式

计算 :

T = Thost - Si + T piezoe =
1
2
ρ∫τ( 9w

9t
) 2 dτ+

1
2
ρ′∫τ( 9w

9t
) 2 dτ (16)

U S = U S host - Si + U s piezoe =
1
2∫τ( ∑

6

i = 1

σi S i ) dτ+

1
2∫τ( ∑

6

j = 1
T j S′j ) dτ (17)

U E =
1
2∫τED dτ (18)

将式 (16) 、(17) 及 (18) 代入式 (15) ,可得总能

量 I ,并将其代入式 (14) ,则可确定待定系数λ为 :

λ =
- 12 P4 V∫

l′

0
N 4 ( r) d r

M
(19)

式中 ,V —施加于压电层上的电压 ;

M , N1 ( r) , N 2 ( r) , P1 , P2 , P3 , P4 — 简化标记

符 ,分别表示如下 :

M = 16 P1∫
l

0
N1 ( r) rdr + 16 P2∫

l′

0
N2 ( r) rdr +

64 P4∫
l′

0
N3 ( r) rdr - πh′ρ′ω2∫

l′

0
N4 ( r) rdr - πhρω2∫

l

0
N5 ( r) rdr

并且 , N1 ( r) = (3 r2 - l2 ) 2 + ( r2 - l′2 ) 2 + 2μ( r2 -

l′2 ) 2 (3 r2 - l2 ) 2 , N 2 ( r) = (3 r2 - l2 ) 2 + ( r2 - l′2 ) 2 +

2 ( S D
12 / S D

11 ) ( r2 - l′2 ) 2 (3 r2 - l2 ) 2 , N 3 ( r) = (2 r2 -

l2 ) 2 , N4 ( r) = ( r2 - l2 ) 4 , N 5 ( r) = 2 r2 - l2

P1 =
πEh3

12 (1 - μ2 )
, P2 =

2πh3 S D
11

3
,

P3 =
πh2 d31

εT
33 h′

, P4 =
- πh2 ( h + h′) d31

2

2εT
33
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于是相应的压电 2硅膜耦合振动振形位移函数为 :

w =
12 ( l2 - r2 ) 2 P4 V∫

l′

0
N 4 ( r) d r

M
(20)

3 . 2 　压电2硅膜与微气流的耦合振动求解

当考虑微气流挤压膜阻尼影响时 ,压电2硅膜2
微气流耦合振动的总能量 I′为

I′= I - U Fdmax (21)

式中 ,U Fdmax 2微气流挤压膜阻尼能 ,结合式 (13) 的

微气流压力挤压膜阻尼能可由下式计算 :

U Fd =∫
l

0∫
2π

0
p ( r) wejωt rd rdθ (22)

压电 2硅膜 2微气流耦合结构的位移函数取与

挤压膜厚度变化相同的形式 ,即 :

ω′=λ′( l2 - r2 ) 2 (23)

同理 ,根据 Rayleigh2Ritz 能量法 , 对于周边固

支边界条件 ,可通过选择适当的位移函数待定系数

λ′,使得压电 2硅膜2微气流耦合结构的总能量 I′为

最小 ,来确定该耦合振动的谐振频率及振形位移函

数 ,即 :

9I′
9λ′

= 0 (24)

将式 (15) 及 (22) 代入式 (21) ,可得总能量 I′,

并将其代入式 (24) ,可确定待定系数λ′为 :

λ′=
- 12 P4 V∫

l′

0
N 4 ( r) d r

M -
P6

1 +
η1

0

αω′2

2∫
l

0
N 6 ( r) rd r

(25)

式中 , P6 , N 6 , b1 , N 6 ( r) —简化标记符 ,分别表示如

下 :

P6 = 2πb1 ,σ= 12μω′l2 / Pa h2
0 =αω′,

b1 =∫
l

0
λ( l2 - r2 ) 2 J 0 ( η1

0 r) rd r

∫
l

0
J 2

0 ( η1
0 r) rd r

,

N 6 ( r) = J 0 (η1
0 r) w ( r) = (1 -

η1
0 r2

4
) ( l2 - r2 ) 2 。

于是相应的压电 2硅膜 2微气流耦合振形位移

函数为 :

w′=
- 12 ( l2 - r2 ) 2 P4 V∫

l′

0
N4 ( r) d r

M -
P6

1 +
η1

0

αω′2

2∫
l

0
N 6 ( r) rd r

(26)

4 　分析与讨论

通过寻找表征挤压膜阻尼及其影响的相应表达

项可分析微气流对压电2硅膜耦合振动的影响。对

比基于前面推导获得的无微气流及有微气流影响的

位移振形函数待定系数λ和λ′,确定影响压电驱动

结构振动特性的微气流挤压膜阻尼项。

为便于分析 ,将由式 (19) 及式 (25) 所获得的两

个振动位移函数待定系数同时再列出 :

1)无微气流影响的振动位移函数待定系数

λ =
q3∫

l

0
N 3 rd r

M

2) 有微气流影响的位移振形待定系数λ′

λ′=
- 12 P4 V∫

l′

0
N 4 ( r) d r

M -
P6

1 +
η1

0

αω′2

2∫
l

0
N6 ( r) rd r

经比较分析可知 ,λ′的表达式λ比的表达式中

增加了一项 ,即 :

P6

1 +
η1

0

αω′2

2∫
l

0
N 6 ( r) rd r (27)

微气流挤压膜阻尼正是通过该阻尼项对振动位

移产生影响的 ,通过改变和调整这一阻尼项可以有

效调节和控制 M EMS 微腔体内的电2固2微气流耦

合作用 ,从而为微气流的驱动及协调控制提供相关

理论基础及控制策略。

为分析微气流挤压膜阻尼项对耦合结构谐振频

率的影响 ,针对压电材料为 PZT5A、以纯硅为弹性

振动膜的压电2硅膜驱动结构 ,基于式 (20) 及式 (26)

计算获得了无微气流和有微气流影响两种情况下的

振幅与频率关系曲线 ,如图 4 所示。计算中涉及的

压电片及硅膜的材料和几何参数见表 1。另外该计

算中的挤压膜厚度 H 取为 30μm。
表 1 　压电片及硅膜的材料和几何参数

参数 量纲 PZT5A Si

密度 kg / m3 7730 2. 4

弹性模量 109 Pa 160

泊松比 0. 22

半径 l′ mm 3

半径 l mm 5

厚度 h′ mm 0. 1

厚度 h mm 0. 1

S D
11 10212 m2 / N 14. 07

S D
12 10212 m2 / N 27. 53

g31 1023 V/ N 211. 3
εT

33 1029 F/ m 0. 145

　　由图 4 所示的振幅与频率关系曲线可以看出 ,

无微气流影响和有微气流影响两种情况下的谐振频

率都是 16. 25 k Hz ,谐振频率没有因微气流阻尼的

介入发生明显改变。
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(a) 　无微气流阻尼影响

(b) 　有微气流阻尼影响

图 4 　无微气流和有微气流两种情况下的压电2硅膜

振幅与频率关系

基于实验获得的压电与硅膜耦合驱动的振幅2
频率关系如图 5 所示 ,该压电与硅膜耦合振动的谐

振频率实验测试结果为 17 k Hz ,与相应的理论计算

结果基本相符 ,表明该理论分析是正确的。但两者

的振幅存在一定偏差 ,理论计算的振幅大于实际测

试的振幅 ,可能的原因是理论建模过程中 ,忽略了某

些摩擦耗散能等能量 ,因而引起偏差。

图 5 　基于实验获得的压电与硅膜振幅2频率关系

由式 (27)的微气流挤压膜阻尼项表达式可推知 ,

挤压膜厚度亦即微腔体深度对整个结构的耦合振动

位移存在影响。为分析该影响规律 ,对于 5μm～30

μm 之间的微腔体深度 (挤压膜厚度)计算了相应的耦

合振幅 ,压电2硅膜2微气流耦合振幅随微腔体深度的

变化曲线如图 6 所示。由图可见 ,微气流的挤压膜阻

尼效应随着腔体深度的减小而变得更加剧烈。

图 6 　压电2硅膜2微气流耦合结构的振幅2微腔体深度关系

5 　结论

采用等温雷诺方程和能量法分析了密闭腔内微

气流挤压膜阻尼对压电弹性耦合振动特性的影响。

通过对比有气流影响的位移振形待定系数λ′与无气

流影响的位移振形待定系数λ,确定了对振动位移

产生影响的微气流挤压膜阻尼项 ,通过改变和调整

这一阻尼项可以有效调节和控制 M EMS 微腔体内

的电2固2微气流耦合作用 ,从而为微气流的驱动及

协调控制提供相关理论基础及控制策略。其中根据

微气流挤压膜阻尼项 ,可推知微气流的挤压膜阻尼

效应随着腔体深度的减小而变得更加剧烈。以基于

理论模型进行的实例计算结果表明 ,谐振频率没有

因微气流阻尼的介入发生明显改变。
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