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非保守力作用下简支梁在屈曲附近的自由振动
1)

李清禄 2) 杨静宁

(兰州理工大学理学院，兰州 730050)

摘要 对受非保守载荷的简支梁在后屈曲附近的自由振动进行了研究. 基于可伸长梁的大变形理论，建立

了受沿轴线分布切向非保守力作用的简支梁后屈曲附近自由振动的几何非线性模型. 在小振幅和谐振动假设

下，简化得到后屈曲梁线性振动的控制方程. 采用打靶法求解振动问题的控制方程，给出了前三阶固有频率与

载荷之间的特征关系曲线. 结果表明：非保守载荷作用下梁的振动响应与保守载荷作用下梁的振动响应有着明

显不同.
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FREE VIBRATION OF A SIMPLY SUPPORTED BEAM UNDER A

NON-CONSERVATIVE DISTRIBUTED LOAD 1)

LI Qinglu2) YANG Jingning
(School of Sciences, Lanzhou University of Technology, Lanzhou 730050, China)

Abstract The free vibration of post-buckling beams subjected to non-conservative load is studied. Based on the

large deformation theory for the elastic beams, the geometrically nonlinear dynamic equations are established

for beams subjected to a distributed tangential follower force along the central axis. By assuming that the

amplitude of beam’s vibration is small and its response harmonic, a linear version of the vibration problem

is deduced. By employing the numerical shooting technique to solve the governing equations for vibration,

numerical solutions of the first three natural frequencies against the load parameter are obtained. The results

show that the features of the vibration response of the beams subjected to a non-conservative load are evidently

different from those subjected to a conservative load.
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对非线性问题，尤其是大位移问题，体系常常是

非保守的. 工程中存在大量受非保守力作用的结构

或构件.例如，在有阻尼介质中运动的物体表面所受

摩擦力的方向随物体变形而改变.因此，变形体的表

现摩擦力为非保守力. 火箭和喷气式飞机以及刹车

鼓系统均引起非保守力，这种非保守力将引起输液

管、桥梁及机翼的颤振. 这类非保守力有一个共同

的特点：作用于构件的载荷方向随结构的变形而发

生变化，这类力又称为随动力. Leipholz 在文献 [1]

中采用 Liapunou 方法分别分析了梁和矩形板结构

在随动载荷作用下的弹性稳定性问题，给出了结构

小振幅振动的固有频率与载荷之间的特征关系曲线.

武际可等 [2]、Detinko[3] 等采用轴线不可伸长假设，

计算了端部集中非保守力作用下悬臂梁和半圆拱的

静态大变形问题. 李世荣等 [4] 等基于轴线可伸长梁

的大变形理论，建立了受轴线分布切线随动载荷作

用 Euler 简支梁的弹性过屈曲控制方程，研究了非

保守载荷作用下梁的过屈曲性态.
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由弹性稳定性理论知，当轴向压力达到临界载

荷时，梁的一阶固有频率为零意味着结构发生分叉

失稳. 结构进入过屈曲状态后还会表现出继续承受

横向载荷的能力. 弹性梁在保守力作用下屈曲前的

自由振动已有很多研究成果 [5-7]. 目前，关于受非保

守随动载荷作用可伸长梁的自由振动问题，却很少

见有文献报道. 在这种情况下，梁上的分布载荷与

变形有关，这就使得描述梁的变形和平衡的微分方

程的非线性和耦合程度都大大增强了. 本文将主要

分析切线均布随动力作用下梁在过屈曲前后的自由

振动响应，寻找固有频率随这种非保守载荷变化的

变化规律，给出频率与随动力参数的特征关系曲线.

1 基本方程

考虑图 1所示长为 l的简支梁，受沿轴线均匀分

布切向均布载荷 q 作用. 设梁在屈曲变形过程中，

分布载荷 q 的方向始终与轴线相切，因此载荷是非

保守的. 忽略横向剪切变形，将梁看作是 Euler 梁.

图 1 切线分布随动载荷作用下简支梁变形图

若只考虑自由振动，惯性力可看作分布载荷

qx = −ρ0
∂2u

∂t2
, qz = −ρ0

∂2w

∂t2
, mθ = −ρ0k

2 ∂2θ
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这里作用有方向始终沿着梁的轴线切线的均布载

荷，则有 qx = q cos θ，qz = q sin θ.

由文献 [4]，可得梁在非保守随动载荷作用下

Euler 梁在后屈曲附近自由振动的动力学控制方程
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其中，x 为水平坐标；t 为时间变量; u(x, t) 和

w(x, t) 分别为轴线上物质点在水平和铅直方向的位

移; θ(x, t) 为变形后轴线切线与轴的夹角; H 和 V

分别为梁上沿水平和铅直方向的内力分量; M 为弯

矩；R 为轴线伸长率，定义为

R = 1 +
1

EA
(−H cos θ − V sin θ)

采用下列无量纲变换
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可得无量纲控制方程
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(1)

其中 R = 1 + (−H∗ cos θ∗ − V ∗ sin θ∗) /λ2.

方程 (1) 为受切线随动分布载荷作用下梁几何

非线性自由振动的动力学控制方程精确数学模型.

这是一个包含 7 个基本未知函数的强非线性偏微分

方程的混合问题，它既可以描述梁在屈曲前的大振

幅振动，又可以描述梁在屈曲后的非线性振动.

将方程 (1) 的解表示为静态解和动力响应解两

部分，并假设动力部分的解为谐振动形式

U(ξ, τ) = Us(ξ) + Ud(ξ, τ)

W (ξ, τ) = Ws(ξ) + Wd(ξ, τ)

V ∗(ξ, τ) = Vs(ξ) + Vd(ξ, τ)

H∗(ξ, τ) = Hs(ξ) + Hd(ξ, τ)

θ∗(ξ, τ) = θs(ξ) + θd(ξ, τ)

M∗(ξ, τ) = Ms(ξ) + Md(ξ, τ)





(2)

其中，下标为 s的量为梁的静态过屈曲问题，下标 d

的量为过屈曲状态附近的振动解. 其中, 静态控制方

程为

dUs

dξ
= Rs cos θs − 1 ,

dWs

dξ
= Rs sin θs

dMs

dξ
= Rs(−Hssinθs + Vs cos θs)

dHs

dξ
= RsQ cos θs ,

dVs

dξ
= RsQsinθs





(3)
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其中, 静态变形伸长率为

Rs = 1 + (−Hs cos θs − Vs sin θs) /λ2 (4)

将式 (2)代入式 (1),并利用式 (3)，可得动态部

分控制方程. 由于所得动态控制方程中包含惯性项

及强非线性性，很难用现有数学方法求解. 因此，这

里只研究非保守载荷作用下过屈曲梁附近的线性振

动问题.

2 小振幅自由振动振动响应

对动态解进行线性化处理，并且去掉静态部分

的项，可得到非保守梁小振幅振动的控制方程. 这

里考虑过屈曲梁的小振幅自由振动，并假设线性振

动系统的振动响应为调和模式

(Ud,Wd, Vd,Hd, θd,Md) =

(ud, wd, hd, vd, Θd,md) cos ωτ (5)

其中, ω 为系统自由振动的频率，于是可得到关于振

形函数的常微分方程

dud

dξ
= −RsΘd sin θs + Γ cos θs

dwd
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= RsΘd cos θs + Γ sin θs

dhd

dξ
= Rs(ω2ud −QΘd sin θs) + ΓQ cos θs

dvd

dξ
= Rs(ω2wd + QΘd cos θs) + ΓQ sin θs

dΘd

dξ
= md

dmd

dξ
= Rs [−(hd + VsΘd) sin θs+
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Γ (Vs cos θs −Hs sin θs)− r2ω2Θd





(6)

其中

Γ = [(HsΘd − vd) sin θs − (VsΘd + hd) cos θs] /λ2

振动问题的边界条件为

wd(0) = hd(0) = md(0) = 0 (7a)

ud(1) = wd(1) = md(1) = 0 (7b)

3 数值计算与讨论

3.1 计算方法

由于方程 (6) 表现为很强的非线性，再加上

多未知量之间的耦合效应，无法采用解析法求振动

方程在给定边界条件下的频率响应. 这里采用打靶

法 [7] 求上述边值问题的数值解. 将方程 (6) 写成两

点边值问题的标准形式

dY

dx
= H(x,Y )

B1Y (x1) = b1 , B2Y (x2) = b2

式中

Y = {y1, y2, y3, y4, y5, y6, y7, y8, y9, y10,

y11, y12, y13, y14}T =

{Us,Ws, θs,Hs, Vs,Ms,

q, ud, wd, Θd, hd, vd,md, ω}T

H(x0) = {d1, 0, β, 0, d2, 0, d3, d4, 0, β, 0, d5, 0, d6}T

根据文献 [4] 不难写出与边界条件有关的矩阵 B1,

B2 和向量 b1, b2.

对于线性振动问题，给定的法化条件是 Θd =

0.1. 文献 [8] 中的分布载荷方向不变，而图 1 简支

梁上的分布载荷方向始终与梁变形过程中的轴线相

切，由于载荷的随动性给问题的求解增加了难度，

这里选左端转角 β = θs(0) 为变形控制参数.

在采用打靶法计算时，要用到变步长四阶

Runge--Kutta 方法进行数值积分. 因此，为了保

证在求解静态问题时的离散节点与求解振动问题时

的离散节点相互吻合，这里将屈曲问题和振动问题

联立求解，需要求解的基本未知量达到 14 个，其中

包括载荷参数 Q 和频率参数 ω.

3.2 计算结果

具体计算时取梁的长细比 λ = 120. 图 2 给出

了简支梁在切线随动分布载荷作用下过屈曲构形附

近小振幅振动的前三阶无量纲频率 ω 与载荷 Q 之

间的特征关系曲线，其中虚线表示屈曲前的情况，

实线表示屈曲后的情况. 从图中数值结果可见，屈

曲前后的各阶频率在 Q = Qcr = 18.589 处出现了转

折. 这是由于结构的静态平衡构形在此处发生了分

叉，而分叉点正是结构从原始直线平衡状态进入曲
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线平衡状态的转折点. 说明在非保守载荷作用下简

支梁依然会发生分叉失稳.

从图 2 还可以看出，屈曲前梁的一阶频率非线

性单调递减, 而二阶和三阶频率随载荷线性单调递

减. 这是由于随动压力的存在使梁的挠度增加，减

少了梁的刚度，使固有频率降低. 图中 Q = 0 处

对应的自激频率分别为 ω1 = 9.864, ω2 = 39.461,

ω3 = 88.795.

(a) 一阶频率及其振型

(b) 二阶频率及其振型

(c) 三阶频率及其振型

图 2 固有频率与载荷之间的特征关系及振型图

图 3 给出了非保守和保守两种系统下梁的前三

阶频率与无量纲载荷之间的特征关系比较曲线. 屈

曲前和屈曲后的转折点对应的临界载荷是不同的，

非保守载荷下梁的临界载荷 Qcr = 18.978，保守载荷

下的临界载荷稍小，Qcr = 18.589，这和文献 [1] 给

出的结果是十分吻合的.

图 3 中还可以看出，屈曲后非保守分布载荷和

保守分布载荷作用下的频率 --载荷特征关系是显著

(a)

(b)

(c)

图 3 保守与随动载荷下固有频率与载荷关系比较

(下转第 340 页)
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该方法事实上提供了求解这类问题的一个统一的公

式，应用起来更加方便.

5 结 论

本文给出了一种求解悬链在受水平冲击力时各

链段运动速度的拉格朗日方法，该方法无需考虑链

段铰接处因冲击而产生的反碰撞冲量和链段之间的

运动关系式，对于链段数目较多的悬链求解非常方

便. 而且由于该方法是针对一般的冲击情况给出的

统一的求解公式，因此对于冲击力作用在任意位置

和悬链处于任意初位置 (无论是否运动)的情况都可

很方便地求解.
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不同的. 这是由于随动载荷的方向随梁的变形而改

变，相当于消弱了轴向的压力，而梁横向的载荷增

加了，因此梁发生失稳，必须增加非保守载荷. 相应

地，屈曲后非保守载荷的变化范围也比保守载荷大

很多.

4 结 论

基于可伸长梁的几何非线性理论，建立了受沿

轴线分布切向非保守力作用的简支梁后屈曲附近自

由振动的几何非线性模型. 采用打靶法数值求解

所得边值问题，获得了梁在屈曲前后的前三阶无量

纲频率随无量纲载荷之间的特征关系曲线. 结果表

明：屈曲前，各阶频率随载荷单调递减. 在临界载荷

Qcr 处，一阶频率为零，二阶和三阶频率都不为零.

屈曲后各阶频率随载荷变化不同. 非保守载荷作用

下梁的振动响应与保守载荷作用下梁的振动响应表

现出显著的不同.
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