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功能梯度压电压磁球对称问题的静力响应 

时朋朋，李  星 
(宁夏大学数学计算机学院，宁夏，银川 750021) 

摘  要：研究径向载荷作用下功能梯度压电压磁空心球壳的空间球对称电磁弹耦合静力学问题。假设压电压磁空

心球壳的材料参数沿球厚度方向呈幂函数分布，在球坐标系下，由材料的参数方程、本构方程、几何方程和平衡

方程导出在外激励作用下空心球壳体的应力、电势、磁势等物理量的解析解。结构内表面材料设为常用

BaTiO3-CoFeO4复合材料，分别对球壳内表面受力以及内外表面存在电势差或磁势差的情况进行数值讨论，分别

给出不同梯度参数下结构内部径向应力、环向应力、电势和磁势的分布。结果表明梯度参数的选取对功能梯度压

电压磁球壳的性能有很大的影响。 
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STATIC RESPONSE OF A SYMMETRIC SPHERE OF FUNCTIONALLY 
GRADED PIEZOELECTRIC/PIEZOMAGNETIC MATERIALS 

SHI Peng-peng , LI Xing 
(School of Mathematics and Computer Science, Ningxia University, Yinchuan, Ningxia 750021, China) 

Abstract:  A sphere-symmetric problem dealing with a hollow, radially-polarized, piezoelectric/piezomagnetic 
sphere made of functionally graded (FG) materials is analyzed. Assuming the material properties of the sphere 
follow a power-law distribution, a closed form solution is derived in spherical coordinates. Numerical results are 
calculated for a hollow FG piezoelectric/piezomagnetic sphere with an inner surface of BaTiO3-CoFeO4 

composite, and the distribution of the radial and circumferential stresses as well as the electric potential and 
magnetic potential are presented graphically under mechanical, electric and magnetic stimuli, respectively. The 
results indicate that the gradient index strongly affects the stress distribution, electrical, and magnetic response. 
Key words:  functionally graded materials; piezoelectric/piezomagnetic materials; spherical sensors and 

actuators; sphere-symmetric problem; analytical solution 
 

基于仿生学概念，通过集成传感器、信息处理

器和功能制动器等构成的新型智能复合材料与结

构，在航空航天、新能源、国防信息化等重点领域

发挥着极为关键作用[1]。智能复合材料与结构通常

由基体材料和传感器/制动器部分组成。基体材料起
承受载荷的作用，传感器/制动器部分由具有感知能
力的敏感材料构成，可以感知环境的变化，如温度、

压力、应力、电磁场等，并将其转换为相应的信号。

具有力电转换功能的压电材料，常常作为智能复合

材料与结构的传感器/制动器设计材料。因此，压电
材料的力学问题得到广泛的关注[2―6]。特别的，压

电球壳的各类电力以及热耦合行为被广泛的研究。

文献[7―8]给出压电材料球对称问题的通解。文    
献[9―11]讨论各种动态荷载作用下压电薄壁球壳
的动态响应。文献[12―13]考虑热载荷对压电空心
球壳的电力耦合能力的影响。为满足尖端技术领域

对智能元器件性能的要求，拓展压电材料的使用范

围，改善其性能，提高其可靠性，成为智能材料目
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前的主要研究方向之一。目前的实践和理论关注将

不同的压电、压磁和压电压磁材料结合制备成层状

复合材料，以获得灵敏度高、响应速度快、致动位

移大的高品质的元件。大量的文献研究了层状压电

球壳的电力转换机制[14―16]。相比单相压电材料，压

电压磁材料具有力电/力磁/电磁转换功能、响应速
度快等优点，在机械载荷作用下产生正压电、正压

磁效应，在电场作用下产生逆压电、正磁电效应，

在磁场作用下产生逆压磁、逆磁电效应。压电压磁

材料被用来制作如灵敏的电(磁)场探测器以及微机
械设备(如硅片上的微米传感器和微米电机)传动器
等各种功能元器件的关键部分。文献[17―19]研究
均匀压电压磁球壳的力学问题。 
此外，作为传统层合材料的发展，功能梯度材

料，通过连续改变组元材料的组成比例，形成微观

组成和性能呈连续平稳变化的新型非均匀介质材

料。特别的，通过对力学性能梯度调整，以期最大

限度的缓和由机械行为或电磁场作用所引起的应

力不均，从而提高器件的功能性、可靠性和使用寿

命。因此，功能梯度这个概念用于智能元件中的制

动器和传感器等敏感部件，对智能材料力学性能的

优化设计有着重要的理论指导意义[20]。然而，功能

梯度压电以及功能梯度压电压磁球壳的相关研究

较少。文献[21]研究了功能梯度压电空心球壳传感
器和制动器问题。文献[22]研究了冲击载荷下功能
梯度压电压磁空心球壳的电磁力耦合响应。本文进

一步讨论功能梯度压电压磁空心球壳作为传感器

和制动器的电磁力耦合行为。本文假设压电压磁空

心球壳的材料参数沿球厚度方向呈幂函数分布，从

材料的参数(梯度)方程、本构方程、几何方程和平
衡方程导出在外激励(外表面力以及内外表面存在
电势差或磁势差)作用下空心球壳的应力、电势、磁
势等物理量的解析解。通过数值算例说明外激励作

用下，功能梯度压电压磁空心球壳存在正(逆)压电，
正(逆)压磁，以及正(逆)磁电效应。特别的，通过对
材料力学性能梯度的调整可以有效的防止由环向

压力过大引起的壳体开裂，并使器件的电磁力耦合

性能达到最优。 

1  基本方程 
功能梯度压电压磁空心球壳，取球坐标系

( , , )r θ ϑ 原点位于球的中心。球壳的内半径为 a，外

半径为 b，厚度为b a− 。在球坐标系下，球对称问

题的弹性变形中只有径向位移 r ( )u r 不为零，其余
的位移 ( )u rθ 、 ( )u rϑ 均为零，且子午圈应力 ϑϑσ 和

θθσ 相等[18]。 

沿球厚度极化的球形横观各向同性的功能梯

度压电压磁空心球壳，力电磁耦合关系可用如下本

构方程来描述[19]： 
rr 33 r 13 33 r 33 r( ) 2 ( ) ( ) ( )r r e r E h r Hc c θσ ε ε= + − +  (1) 

 13 r 11 12( ) [ ( ) ( )]c r c r c rθθ θσ ε ε= + + −  

31 r 31 r( ) ( )e r E h r H+                     (2) 

r 33 r 31 33 r 33 r( ) 2 ( ) ( ) ( )D r r r E d r He e θε ε ε= + + −  (3) 

r 33 r 31 33 r 33 r( ) 2 ( ) ( ) ( )B r r d r E r Hh h θε ε µ= + + −  (4) 

其中： rrσ 、 θθσ 为径向和环向应力分量； rε 、 θε 为
径向和环向应变分量； rD 为径向电位移分量； rE 为
电场； rB 为磁感应强度。 ijc 、 ije 、 33ε 、 ijh 、 33d 、

33µ 分别为弹性、压电、介电、压磁、磁电耦合和

磁导率系数。对于功能梯度材料，这些材料参数均

为球厚度 r的函数。 
尽管众所周知，功能梯度材料材料性能的实际

变化形式非常复杂，理论分析中为问题处理方便，

常常将材料性能假设为坐标的特定函数。这里，为

得到功能梯度压电压磁球壳的静力行为的解析解，

假设所有的材料参数均为径向坐标的函数，且以特

殊的幂函数梯度变化[21]： 

( ) , ( ) , ( ) ,ij ij ij ij ij ij
r r rc r c e r e r
a a a

β β β

ε ε     = = =     
     

 

( ) , ( ) , ( )ij ij ij ij ij ij
r r rd r d h r h r
a a a

β β β

µ µ     = = =     
     

       (5) 
其中： ijc 、 ije 、 33ε 、 ijh 、 33d 、 33µ 分别为空心球

壳内半径处材料参数；β 是用来描述材料性能梯度

变化的参数。 
弹性应变和电场以及磁场同弹性径向位移 ru ，

电势φ 和磁势ϕ之间的关系为[19]： 

r r
r r r

d d d, , ,
d d d
u u E H
r r r rθ

φ ϕ
ε ε= = = − =    (6) 

其中： ru 为径向位移分量；φ 为电势；ϕ为磁势。 

另外，忽略体力和自由电荷作用时，应力分量

和电位移和磁感强度分别满足如下的平衡方程， 
即[19]： 

rrrr 2( )d 0
dr r

θθσ σσ −
+ =              (7) 

r r r rd 2 d 20, 0
d d
D D B B
r r r r

+ = + =       (8) 
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常微分方程组式(1)~式(4)和式(6)~式(8)中共有
11个方程，其中有 rrσ 、 θθσ 、 rε 、 θε 、 rD 、 rE 、

rH 、 rB 、 ru 、φ 、ϕ共 11个未知量。这样，该问
题是封闭的。 

2  边界条件 

考虑径向极化的功能梯度压电压磁空心球，内

径和外径分别为 a和 b，空心球厚度为b a− 。对于

压电压磁材料来说，存在着力学边界条件、电学边

界条件和电磁场边界条件。由于应用状态条件的不

同，它们可以处于不同的边界条件。这里考虑，内

外球表面分别承受内压作用的情况(情况 A)，内外
球表面存在电势差的情况(情况 B)，以及内外球表
面存在磁势差的情况(情况 C)。相应边界条件分别
表示如下[19]： 
情况 A： 

rr rr( ) , ( ) 0, ( ) 0,a p b aσ σ φ= − = =  
( ) 0, ( ) 0, ( ) 0b a bφ ϕ ϕ= = =        (9) 

情况 B： 
rr rr( ) 0, ( ) 0, ( ) ,a b a Vσ σ φ= = =  
( ) 0, ( ) 0, ( ) 0b a bφ ϕ ϕ= = =       (10) 

情况 C： 
rr rr( ) 0, ( ) 0, ( ) 0,a b aσ σ φ= = =  
( ) 0, ( ) , ( ) 0b a Q bφ ϕ ϕ= = =       (11) 

这里情况 A对应传感器模型，即机械能引起电
场和磁场的变化，情况 B和情况 C分别对应电场和
磁场制动器模型，即电场激励下引起应力场和磁场

的变化，以及磁场激励下引起应力场和电场的   
变化。 

3  问题通解 
由式(8)积分得[19]： 

2 2
0 0

r r2 2,a D a BD B
r r

= =        (12) 

这里的 0B 、 0D 为与 r 无关的未知参数，最终将通

过边界条件式(9)、式(10)或式(11)得到。 

由式(12)代入式(3)和式(4)消去 rD 、 rB 、 d
dr
φ
、

d
dr
ϕ
可用 ru 及其导数表示： 

2
33 0 33 0r r

1 2 2
33 33 33

dd 2
d d

d B Du u rs s
r r r ad

βµφ
ε µ

− −−  = + +  
 −

(13) 

2
33 0 33 0r r

3 4 2
33 33 33

dd 2
d d

d D Bu u rs s
r r r ad

βεϕ
ε µ

− −−  = + +  
 −

(14) 

将式(13)和式(14)代入式(1)和式(2)得到： 

r r
rr 33 13

d 2
d
u ur

a r r
c c

β

σ   = + +      
 

2

1 0 1 0( )b dr c B c D
a

−
  + 
 

              (15) 

r r
13 11 12

d ( )
d
u ur

a r r
c c c

β

θθσ   = + + +      
′  

2

2 0 2 0( )b dr c B c D
a

−
  + 
 

             (16) 

进一步将式(15)和式(16)代入平衡方程式(7)得： 
2 2

r r r
2 2 3

d d 2 0
dd

u u u r aA B C
r r ar r r

β−
 + + + = 
 

  (17) 

其中表达式 33c 、 13c 、 1
bc 、 1

dc 、 13c′ 、 11c 、 12c 、 2
bc 、

2
dc 、 A、B、C、 1s 、 2s 、 3s 、 4s 是材料参数的
函数，表达式见附录。 
微分方程式(17)为二阶欧拉方程，由于其形式

的特殊性，可得到封闭形式的解。 
当 11 12 13( ) / 1c c cβ ≠ + − ，通解可表示为： 

1 2

r 0 0

k kr ru aA aC
a a

−
   = + +   
   

 

1

0 0 0 0( )ra E B F D
a

β− −
  + 
 

              (18) 

当 11 12 13( ) / 1c c cβ = + − ，通解可表示为： 
1 1

r 0 0 0 0 0 0( )
Ar ru aA aC a E B F D

a a

β− − − −
   = + − +   
   

 

(19) 
这里有四个与 r无关的未知参数 0A 、 0B 、 0C 、 0D ，
最终将通过边界条件式(9)、式(10)或式(11)得到。
此外，式中 a的引入仅仅是为了下面推导的方便，

0E 、 0F 、 1k 、 2k 为与材料参数相关的常数，表达
式见附录。 
绝大部分功能梯度压电压磁材料中将满足

11 12 13( ) / 1c c cβ ≠ + − ，接下来重点分析这种情   

况[21]。将式(18)代入式(13)~式(16)，考虑式(6)，得到： 
12 1

rr t 0 t 0 0 33 1( ) (
k

b d r rB D A c k
a a

β

σ α α
− + −

   = + + +   
   

 

2 1

13 0 33 2 132 ) ( 2 )
krc C c k c

a

β − −
 − − 
 

       (20) 

12 1

0 0 0 13 1( ) (
k

b d r rB D A c k
a a

β

θθ θ θσ α α
− + −

    ′= + + +   
   

 

2 1

11 12 0 13 2 11 12) ( )
krc c C c k c c

a

β − −
  ′+ − − − 
 

 (21) 
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1 21 1

r 0 1 1 2( 2 )
k kr rE A s k s

a a

− − −
   − = + − ⋅   
   

 

2

0 1 2 2 0 e 0 e( 2 ) ( )b drC s k s B D
a

β

α α
− −

 − + + 
 

 (22) 

1 21 1

r 0 3 1 4( 2 )
k kr rH A s k s

a a

− − −
   = + − ⋅   
   

 

2

0 3 2 4 0 m 0 m( 2 ) ( )b drC s k s B D
a

β

α α
− −

 − + + 
 

 (23) 

其中 t
bα 、 t

dα 、 b
θα 、 d

θα 、 e
bα 、 e

dα 、 m
bα 、 m

dα 为

与材料参数相关的常数，表达式见附录。 
将式(22)和式(23)进行积分得到电势和磁势表

达式。当 1β ≠ − ，电势和磁势表达式为： 
1

0 1 1 2
1

( ) ( ) 1( 2 ) 1
kr a rA s k s

a k a
φ φ  −  = + − +  

  
 

2
e 0

0 1 2 2
2

1( 2 ) 1
1

k bBrC s k s
k a

α
β

−  − − − ⋅   +  
 

1 1
e 01 1

1

d Dr r
a a

β βα
β

− − − −      − − −      
+      

    (24) 

1

0 3 1 4
1

( ) ( ) 1( 2 ) 1
kr a rA s k s

a k a
ϕ ϕ  −  = − + − −  

  
 

 
2

m 0
0 3 2 4

2

1( 2 ) 1
1

k b BrC s k s
k a

α
β

−  + − + ⋅   +  
 

1 1
m 01 1

1

d Dr r
a a

β βα
β

− − − −      − + −      
+      

    (25) 

当 1β = − ，电势和磁势表达式为： 
1

0 1 1 2
1

( ) ( ) 1( 2 ) 1
kr a rA s k s

a k a
φ φ  −  = + − +  

  
 

2

0 1 2 2
2

1( 2 ) 1
krC s k s

k a

−  − − −  
  

 

e 0 e 0ln lnb dr rB D
a a

α α−                 (26) 

1

0 3 1 4
1

( ) ( ) 1( 2 ) 1
kr a rA s k s

a k a
ϕ ϕ  −  = − + − −  

  
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当 11 12 13( ) / 1c c cβ = + − 可进行同样的推演。以

上结果针对绝大部分压电压磁材料中遇到的

11 12 13( ) / 1c c cβ ≠ + − 推导。这样，当 1β ≠ − 时，将

情况 A、情况 B 或情况 C 给定的边界条件式(9)、

式(10)或式(11)代入得到的表达式(20)、式(24)和  
式(25)；或当 1β = − 时，代入式(20)、式(26)和式(27)，
容易得到四个线性方程并求得未知常数 0A 、 0B 、

0C 、 0D 。 0A 、 0B 、 0C 、 0D 可以由材料参数和功
能梯度参数以及球的几何参数以及边界激励值表

示出来。进一步，将求得的 0A 、 0B 、 0C 、 0D 代入
式(20)和式(21)，得到径向应力和环向应力，代入  
式(22)~式(25)或式(22)、式(23)、式(26)和式(27)得
到径向电场和磁场的分布。 

4  数值算例 
对沿球厚度材料参数呈幂函数梯度分布的功

能梯度压电压磁球壳传感器或制动器进行数值计

算和分析。球壳内表面材料设为常用 BaTiO3- 
CoFeO4复合材料，材料参数见表 1。计算中内外半
径比值取为 / 0.5a b = 。当空心球壳作为传感器(情
况 A)，设结构受内压作用 4

33 10 PaP c −= × ；当空心

球壳作为电场制动器(情况 B)，设结构内外表面存
在电势差V = 100V；当空心球壳作为磁场制动器
(情况 C)，设结构内外表面存在磁势差Q = 100C。

图 1~图 3分别给出情况 A、情况 B和情况 C情形
下空心球壳的电磁力场物理量沿径向的分布规律。

值得指出的是，忽略或修改材料的电磁性能对应的

一些参数，这里的结果可退化得到功能梯度弹性和

功能梯度电弹性空心球壳的解析解[21]，进一步令梯

度参数为 0，可以得到弹性与压电空心球壳的解  
析解。 

表 1  BaTiO3-CoFeO4复合材料性能参数
[23] 

Table 1  Properties of BaTiO3-CoFeO4 composite[23] 
材料性能 取值 材料性能 取值 

c11/(×1010N/m2) 21.6 h33/(N/(A·m)) 350 
c12/(×1010N/m2) 22.6 h31/(N/(A·m)) 290.2 
c13/(×1010N/m2) 12.5 μ33/(×10−6N·s2/C2) 78.5 
c33/(×1010N/m2) 21.6 ε33/(×10−10C2/(N·m2)) 63.5 
e31/(C/m2) −2.2 d33/(×10−10N·s/(VC)) 7.5 
e33/(C/m2) 9.3   
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图 1  空心球壳内部受纯机械载荷作用压电压磁传感器的
电磁力响应值沿径向的分布 

Fig.1  Electromagnetoelastic response of hollow spherical 
sensor subjected to pure pressure at the inner surface  

(Case A): P=c33×10−4Pa, V=0, Q=0, a/b=0.5 
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图 2  空心球壳受电激励作用压电压磁制动器的 
电磁力响应值沿径向的分布 

Fig.2  Electromagnetoelastic response of hollow spherical 
actuator subjected to pure electric stimulus at the inner surface 

(Case B): q=0, V=100, Q=0, a/b=0.5 
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图 3  空心球壳受磁激励作用压电压磁制动器的 
电磁力响应值沿径向的分布 

Fig.3  Electromagnetoelastic response of hollow spherical 
actuator subjected to pure magnetic stimulus at the inner 

surface (Case C): q=0, V=0, Q=100, a/b=0.5 

图 1给出作为传感器的空心球壳内部受纯机械
载荷(情况 A)作用下，空心球壳的径向应力、环向
应力、电势和磁势沿径向的分布规律。比较图 1(a)
和图 1(b)发现，传感器球壳中的径向应力要比环向
应力小的多，所以这类传感器球壳在径向载荷下的

破坏常常是由于环向应力过大引起的。图 1(a)可看
出，径向应力的绝对值随梯度参数增大而增大。  
图 1(b)看出梯度参数对环向应力影响很大，当 β =  

1, 0, 1− 时，环向应力在内表面上达到最大值，且

环向应力的最大值随 β 的变大而降低。当 β 超过某
一定值，如 2β = ，环向应力在球壳内部分布均匀。

这一特征有助于工程师在设计功能梯度压电压磁

传感器的时候选择合适的梯度来使结构内的环向

应力变化较小，从而避免因过高环向应力而产生开

裂。图 1(c)和图 1(d)看出，压电压磁球壳作为制动
器时，内部产生非零电势和非零磁势响应。这些响

应是由机械激励产生，容易理解为压电效应和压磁

效应的结果。梯度参数对结构的磁电响应的影响在

形态上完全一致，这是由于电磁参数在方程的求解

过程中的地位是对立的。同时发现，电势比磁势的

值在数值上高两个数量级。比较方程式(13)、式(14)
的右端，知道这是材料的电学参数和磁学参数的差

异造成的。图 1(c)和图 1(d)看出梯度参数对电磁响
应影响很大，当 0β = 时，结构内部的电势和磁势

最小，当 0β ≠ ，随着 β 的变大或者变小，结构内

部的电势和磁势的绝对值都变大。这表明合适的梯

度参数的选取可使压电压磁球壳获得最优的电磁

力耦合性能。 
图 2给出作为制动器的空心球壳内部受到电激

励，内外部存在电势差时，空心球壳的径向应力、

环向应力、电势和磁势沿径向的分布规律。当压电

压磁球壳制动器输入电信号时，图 2(a)、图 2(b)和
图 2(d)看出，空心球壳的内部产生了非零的力学响
应和非零的磁势响应。这容易理解为是逆压电效应

和正磁电效应的结果。比较图 2(a)和图 2(b)发现，
由电信号输入引起的制动器中的径向应力要比环

向应力小的多，而且径向应力在结构内部某处达到

最大值。径向应力远小于环向应力的事实可以解释

为什么在径向电激励下这类制动器球壳的破坏常

常是由于环向应力超过其临界值引起的。类似   
图 1(b)，图 2(b)中依然发现通过调节梯度参数可使
环向应力均匀，从而有效的防止因环向应力过大引

起的壳体开裂，提高器件的可靠性和使用寿命。

图 2(c)可以看出结构内部电势随梯度参数的增大而
减小。图 2(d)可以看出结构内部磁势随梯度参数的
增大而增大。图 2中的结果都表明梯度参数对此类
复合材料的电磁力学性能都有着重要影响。这里的

结果与文献[21]中的相关结果保持一致。 
图 3给出作为制动器的空心球壳内部受到磁激

励，内外部存在磁势差时，空心球壳的径向应力、

环向应力、电势和磁势沿径向的分布规律。在压电

压磁壳的制动器中，当输入磁信号时，图 3(a)、
图 3(b)和图 3(c)看出，空心球壳内部产生非零的力
学响应和非零电势响应。这容易理解为逆压磁效应
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和逆磁电效应的结果。由式(1)~式(4)容易理解电激
励与磁激励下，电磁参数在方程的求解过程中的地

位是对立的。所以，图 3(a)、图 3(b)、图 3(c)和图
3(d)的结果在形态上分别于图 2(a)、图 2(b)、图 2(d)
和图 2(c)一致。图 3的结果也发现梯度参数的选取
可以避免因过高环向应力而产生开裂，同时梯度参

数的选取对功能梯度压电压磁球壳的磁电力学性

能得获得也起着关键的作用。 

5  结论 
假设材料参数沿厚度方向呈幂函数形式变化，

本文基于电磁弹材料的弹性理论，分析了作为传感

器和制动器的功能梯度压电压磁空心球壳在机械

载荷、电激励以及磁激励作用下结构内的电磁力多

场响应，得到问题的封闭解。本文得到的结果很容

易退化到均匀压电压磁空心球壳的解析解[19]，以及

功能梯度弹性和功能梯度电弹性空心球壳的解析

解[21]。数值算例部分对在外激励(内表面力以及内
外表面存在电势差或磁势差)作用下，实际常用的
BaTiO3-CoFeO4 压电压磁材料作为内表面材料的空

心球壳进行计算并绘图。发现当结构内表面材料给

定时，通过调节梯度参数可使环向应力均匀，能有

效地防止由环向压力过大引起的壳体的开裂，从而

提高压电器件的可靠性和使用寿命；而且不同的梯

度参数导致压电压磁球壳的电磁力耦合性能差异

很大，因此选择合适的梯度参数可使功能梯度压电

压磁器件达到其最优的多场耦合性能。本文是单层

功能梯度压电压磁球壳的静力学解，进一步可以对

多层功能梯度压电压磁球壳的内容讨论。多层球壳

研究的重要意义之一在于对材料性能是坐标任意

函数功能梯度压电压磁球壳的讨论可以利用多层

球壳实现近似解析求解。限于篇幅，多层功能梯度

压电压磁球壳的内容在这里不做展开。 
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