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摘 要：考虑被捕食者的生长率和捕食者的死亡率分别受到高斯白噪声和泊松白噪声扰动的情况，建立了具有 BDA
功能性反应的三种群密度的随机演化模型，并利用 Milstein方法对系统进行了离散化处理；通过计算机代
数 Matlab编程，完成了确定系统及随机系统的数值模拟.结果表明：在随机扰动强度很小的情况下，系统会
产生有界的混沌状态.
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Numerical simulation for a stochastic system with
Beddington-DeAngelis functional response
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Abstract：Considering Poisson white noise and Gauss white noise into the intrinsic grow rate of prey and the death rate of
predators袁 a stochastic system of three population densities with Beddington -DeAngelis functional response is
established. Then Milstein method is used to make stochastic system discrete and programs is compiled with
computer algebra Matlab to finish the analysis. Numerical simulations of deterministic system and stochastic
system certifiy the result obtained. The results demonstrate that a bounded chaotic attractor would occur in the
stochastic system if the noises are sufficiently small.

Key words：Gauss white noise；Poisson white noise；Beddington-DeAngelis（BDA）functional response；Milstein method

收稿日期：2013-10-10 基金项目：国家自然科学基金项目（11102132）
第一作者：李 瑜（1990—），女，硕士研究生.
通信作者：黄东卫（1966—），男，博士，教授，硕士生导师. E-mail:tjhuangdw@163.com

天 津 工 业 大 学 学 报
允韵哉砸晕粤蕴 韵云 栽陨粤晕允陨晕 孕韵蕴再栽耘悦匀晕陨悦 哉晕陨灾耘砸杂陨栽再

第 33卷 第 2期
圆园14年 4月

Vol.33 No.2
April 2014

自从 1920年 Lotka [1]首次提出捕食-食饵模型的
研究开始，在种群生态中，捕食者和被捕食者之间的

动力学关系历来受到研究者的重视 . 1975 年
Beddington [2]和 DeAngelis [3]分别提出了被称之为具有
BDA功能反应函数的捕食-食饵模型. BDA功能反应
既依赖于被捕食者的密度，又依赖于捕食者的密度，

可以与实际观测统计资料更加符合[4]. Raid等[5]分析了
三种群单食物链具有 BDA功能反应函数的数学模型.
但是目前研究工作中考虑的具有 BDA功能反应函数
的三种群数学模型都是以确定的动力系统 [6] 为基础
的，还没有人研究 2种捕食者 1 种食饵的这种具有
BDA功能性反应的三种群随机模型.本文研究了以随
机动力系统为基础的具有 BDA功能反应函数的三种

群随机数学模型，并对其进行数值模拟.

1 确定性模型分析

具有 BDA功能性反应的 2种捕食者 1种食饵确
定性三种群系统可以如下表示：

dXdT = RX（1 - X
K）- F1（X，Y）Y - F2（X，Z）Z

dYdT = C1F1（X，Y）Y - D1Y

dZdT = C2F2（X，Z）Z - D2Z

扇

墒

设设设设设设设设设缮设设设设设设设设设

（1）

式中：Fi（U，V）= A iU/（Bi + U + MiY），i = 1，2.这里定
义 X为浮游植物即食饵在时间 T下的种群密度；Y 为
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一类浮游动物即捕食者在时间 T下的种群密度；Z为
另一类浮游动物即捕食者在时间 T下的种群密度；R
为浮游植物的内禀增长率；K 为承载能力系数；Fi

（U，V）为 BDA功能反应函数；A i表示第 i种浮游动物
对浮游植物的最大捕获率；Bi为半饱和常数，表示单

位食饵在第 i种浮游动物的最大捕获率的一半时浮游
植物的种群密度；Mi表示第 i种浮游动物的种内竞争
系数；Ci表示第 i种浮游动物捕食浮游植物后转化为
自身生长能力的消化系数；Di表示第 i种浮游动物的
死亡率.所有参数都为正.
对系统进行无量纲化，令 t = RT，x = X/K，y = A 1Y /

（RK），z = A 2Z/（RK），则模型转化为：
dxdt = x（1 - x）- xy

b1 + x + m1y
- xz

b2 + x + m2z
dydt = a1 xy

b1 + x + m1y
- d1y

dzdt = a2 xz
b2 + x + m2z

- d2z

扇

墒

设设设设设设设设设缮设设设设设设设设设

（2）

式中：m1 = M1R/A 1，m2 = M2R/A 2，b1 = B1/K，b2 = B2/K，a1 =
C1A 1/R，a2 = C2A 2/R，d1 = D1/R，d2 = D2/R.

文献[6]的结果表明，对于有实际意义的三种群平
衡点，当 b1、b2值比较小时，m1和 m2在[0，1]中的系统
稳定区域很小，当 m1<0.92时，不管 m2取什么值，系统
都处于不稳定状态.当 b1、b2的值增大时，系统的稳定
区域变大.当 m1、m2的值比较小时，b1和 b2在 [0，1]中
的系统稳定区域很小，当 b1<0.6时，b2不管取什么值，
系统都处于不稳定状态.当 0.6<b2<0.93时，不管 b2取
[0，1]中的任何值，系统都处于稳定状态.
令 a1 = 0.3，a2 = 0.2，d1 = 0.03，d2 = 0.02，b1 = 0.8，b2 =

1，m1 = 1.4，m2 = 0.2，通过数值模拟，可发现当 t寅肄
时，系统（2）的解趋于稳定点 A（0.22，0.87，0.52），如
图1所示.
由图 1可以看出，数值模拟的结果表明系统是渐

进稳定的，并且系统的衍化过程较快，整个过程中

没有出现种群灭绝的情况，在短时间内出现吸引子

A（0.22，0.87，0.52）.
在生物数学领域，大多数研究工作是以确定的动

力系统为基础的确定性数学模型，主要依据是由于生

物种群的个体数量足够大，可以根据大数定律，把系

统近似地看成是确定性的.但是在现实环境中，随机
干扰是不可避免的. May曾指出，环境噪声会不同程度
地影响到种群的增长率、死亡率、竞争系数等其他生

态系统参数[7].实际观测数据也表明，这些随机激励不
可避免，无法忽视，并且在一定程度上这些随机干扰波

动的概率并不小，直接影响种群的生存状况.因此，由
确定性系统所建立的数学模型对种群衍化过程的描

述和预测并不总是令人满意.在一些情况下，有必要
在原有确定性系统的基础上，引入随机干扰来描述生

态系统的衍化过程.近年来，许多研究者[8-12]在经典的
确定性模型中加入了随机干扰，以建立新的随机模型.
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图 1 确定性模型种群密度的时程图及系统相图

Fig.1 Diagrams of population densities with respect to time
and phase diagram of deterministic system
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2 引入高斯白噪声的随机模型分析

具有 BDA功能反应函数的捕食-食饵模型在生
态环境中的环境噪声不可避免，且随机波动的概率并

不小，因此，需要在其确定性模型的基础上引入随机

干扰来描述生态系统的衍化过程.普遍采用的形式是
将随机干扰简化为高斯白噪声.由于随机激励现象直
接影响生物的生存现状，故将随机干扰主要作用在浮

游植物 X的内禀增长率 R、浮游动物 Y 的死亡率 D1、
浮游动物 Z的死亡率 D2上，这样是有实际意义的，于
是有

R寅R + a1B觶 1（T），

D1寅D1 + a2B觶 2（T），

D2 寅D2 + a3B觶 3（T）.
分别替代系统（1）中的 R、D1、D2.其中：Bi（T）为定义在
完备的概率空间（赘，F，P）上的 Brown运动；琢i

2为随机
干扰强度.无量纲化后，可得到下面的系统：

dx=[x（1-x）- xy
b1+x+m1y

- xz
b2+x+m2z

]dt+s1x（1-x）dB1（t）

dy=（a1 xy
b1+x+m1y

-d1y）dt-s2ydB2（t）

dz=（a2 xz
b2+x+m2z

-d2z）dt-s3zdB3（t）

扇

墒
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将系统（3）离散化，并使用文献 [13] 中给出的
Milstein方法来对系统进行数值模拟

xk+1 = xk + [xk（1 - xk）- xkyk
b1 + xk + m1yk

-
xkzk

b2 + xk + m2zk
- 12 s12xk（1 - xk）（1 - 2xk）]Dt +

s1xk（1 - xk）Dwk + 12 s12xk（1 - xk）（1 - 2xk）Dwk
2

yk+1 = yk +（a1 xkyk
b1 + xk + m1yk

- d1yk - 12 s22yk）Dt -
s2ykDwk + 12 s22Dwk

zk+1 = zk +（a2 xkzk
b2 + xk + m2zk

- d2zk - 12 s32zk）Dt -
s3zkDwk + 12 s32Dwk

运用 Matlab软件对离散化后的系统（3）进行数值
模拟，得到图 2.取参数 a1 = 0.3，a2 = 0.2，d1 = 0.03，d2 =
0.02，b1 = 0.8，b2 = 1，m1 = 1.4，m2 = 0.2，滓12 = 0.01，滓22 =
滓32 = 0.001.
由图 2可以看出，由于种群受到环境噪声的激

励，原有系统的稳定性被破坏，从时间历程图中可看

到每个种群受环境噪声的干扰上下波动，但由于随机

激励的强度不大，种群波动的范围也不大.

3 引入泊松白噪声的随机模型分析

随机系统（3）是将高斯白噪声作为唯一的随机激
励源，但是高斯白噪声是描述一类连续的随机干扰.
而一个实际的生态环境中常含有多种随机因素，且针

（3）
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图 2 受高斯白噪声干扰后种群密度的时程图及系统相图

Fig.2 Diagrams of population densities with respect to time
and phase diagram of system with Gauss white noise

（d）系统相图
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对生物系统的随机干扰是不连续的随机激励，同时激

励的时间与强度也是随机的，因此将高斯白噪声作为

唯一的随机激励源显然是不合适的，迫切需要其他噪

声作为随机激励源来干扰生态系统.而泊松白噪声可
以表示成一系列独立服从泊松分布的随机脉冲序列，

更适用于描述这类不连续的随机干扰的数学模型.为
此，许多学者在高斯白噪声的基础上，又加入了泊松

白噪声，提出了一类新的随机系统.本文将泊松白噪
声主要作用在浮游食物 X 的内禀增长率 R、浮游动物
Y 的死亡率 D1、浮游动物 Z的死亡率 D2上.于是有

R寅R + 琢1[B觶 1（T）+ N觶 1（T）]
D1寅D1 + 琢2[B觶 2（T）+ N觶 2（T）]
D2 寅D2 + 琢3[B觶 3（T）+ N觶 3（T）]

分别替代系统（1）中的 R、D1、D2.其中：Bi（T）为定义在
完备的概率空间（赘，F，P）上的 Brown运动；Ni（T）为强
度为 姿的泊松过程；琢i

2为随机干扰强度.无量纲化后，
系统转化为：

dx = [x（1-x）- xy
b1+x+m1y

- xz
b2+x+m2z

]dt+

s1x（1-x）[dB1（t）+dN1（T）]
dy=（a1 xy

b1+x+m1y
-d1y）dt-s2y[dB2（t）+dN1（T）]

dz=（a2 xz
b2+x+m2z

-d2z）dt-s3z[dB3（t）+dN1（T）]

扇

墒

设设设设设设设设设设设缮设设设设设设设设设设设

（4）

可将系统（4）离散化，并使用文献[13]中给出的
Milstein方法来对系统进行数值模拟

xk+1 = xk + [xk（1 - xk）- xkyk
b1 + xk + m1yk

-
xkzk

b2 + xk + m2zk
- 12 s12xk（1 - xk）（1 - 2xk）]Dt +

s1xk（1 - xk）Dwk + 12 s12xk（1 - xk）（1 - 2xk）Dwk
2 +

12 {3s1xk（1 - xk）- s1[xk + s1xk（1 - xk）][1 - xk -
s1xk（1 - xk）]}DNk + 12 s1[xk + s1xk（1 - xk）][1 -
xk - s1xk（1 - xk）]DNk

2 + s12xk（1 - xk）（1 -
2xk）DwkDNk

yk+1 = yk +（a1 xkyk
b1 + xk + m1yk

- d1yk - 12 s22yk）Dt -
s2ykDwk + 12 s22Dwk - 12 s2yk（2 + s2yk）DNk +
12 s22ykDNk

2 + s22ykDwkDNk

zk+1 = zk +（a2 xkzk
b2 + xk + m2zk

- d2zk - 12 s32zk）Dt -

s3zkDwk + 12 s32Dwk - 12 s3zk（2 + s3zk）DNk +
12 s32zkDNk

2 + s32zkDwkDNk

运用 Matlab软件对离散化后的系统（3）进行数值
模拟，得图 3. 取参数 a1 = 0.3，a2 = 0.2，d1 = 0.03，d2 =
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图 3 受泊松白噪声干扰后种群密度的时程图及系统相图

Fig.3 Diagrams of population densities with respect to time
and phase diagram of system with Possion white noise
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0.02，b1= 0.8，b2 = 1，m1 = 1.4，m2 = 0.2，姿 = 1，滓12 = 0.01，
滓22 = 滓32 = 0.001.
由图 3可以看出，由于种群受到环境噪声的激

励，原有系统的稳定性被破坏，从时间历程图中可看

到每个种群受环境噪声的干扰上下波动.相对于图 2
而言，浮游动物 Z的波动范围增加，说明在原有系统
上加入泊松白噪声对种群的影响还是比较明显的，不

可忽略.

4 结束语

由于环境噪声对生态的影响不可避免，本文分析

了生态环境中的随机干扰对种群演化的影响，考虑了

环境噪声的情况不同，针对被捕食者的生长率和捕食

者的死亡率分别引入高斯白噪声和泊松白噪声，建立

了具有 BDA功能性反应的二种捕食者一种食饵的种
群密度的随机演化模型，并利用 Milstein方法对系统
进行了离散化处理，通过计算机代数 Matlab编程，完
成了确定系统及随机系统的数值模拟，并对其进行了

比较分析，说明在随机扰动强度并不是很大的情况

下，随机干扰对系统的动力行为影响不大，但会使系

统产生有界的混沌状态.
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