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摘要摘要 采空区是矿山安全生产面临的主要灾源之一，准确获取采空区剖面等信息是实施采空区灾害防治及空区周边资源安全开

采的重要基础，而采空区三角网模型剖面轮廓线提取是采用可视化方法实现采空区剖面准确获取的前提。在分析目前常用的三

角网模型剖面轮廓线提取方法（即最小距离法、扇形区域法和凸包算法）运用于提取边界复杂的采空区剖面轮廓线时存在缺陷的

基础上，对传统的方法进行了改进，形成了适用于复杂边界采空区三角网模型剖面轮廓线的提取方法——凸包压入法。首先以

垂直于任意坐标轴的平面剖切采空区三角网模型得到轮廓线的无序点集，提取无序点集的凸包线作为初始轮廓线，然后将包络

于初始轮廓线内的点按张角最大的原则全部添加到轮廓线中，获得完整的剖面轮廓线，形成采空区剖面。实际应用表明，研究形

成的算法能够快速有效地提取复杂采空区的剖面轮廓线，可准确获取复杂采空区剖面，具有很好的实用价值。
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Extraction of Sectional Contour Lines of Goafs using
Triangulation Model

AbstractAbstract Goafs are one of the main hazards for mine safety and production. Accurate information of goaf profile is an important
basis for safe exploitation of mining resources and prevention of goafs' disasters. Contour line extraction by using goaf triangulation
model is the premise for accurately obtaining the profile by visual method. The defects of currently used triangulation sectional
contour extraction methods are analyzed, including the minimum distance method, fan- shaped regional method and convex hull
algorithm applied to extract the sectional contour line of goafs which have complex boundaries. This paper aims to improve the
conventional methods and proposes an advanced extraction method named convex hull penetration method for the extraction. First, it
extracts the convex hull line of unordered point set obtained in the plane vertical to arbitrary axis using the triangulation model; then
it obtains a complete cross- section contour line by putting points of the initial contour line into the contour line following the
principle of maximum opening angle; finally it forms the profile of the goaf. The application shows that this method has practical
values in efficiently extracting the sectional contour lines of complex goafs and accurately obtaining the profile.
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采空区是矿山安全生产所面临的主要灾源之一，准确获

取采空区剖面信息是实施采空区灾害防治及空区周边资源

安全开采的重要基础，而采空区三角网模型剖面轮廓线的提

取是实现可视化的前提[1,2]。由于采空区受爆破冲击、失稳破

坏等因素的影响，其边界形态往往比较复杂，剖面轮廓线的

提取具有一定的难度。

目前国内外对于三角网模型剖面轮廓线的提取开展了

一些研究，主要形成了3大类方法：1）最小距离法[3~5]，运用交

点之间的距离关系进行排序，依次找出距离最近的点进行排

序；2）扇形区域法[6~8]，提出了对模型从正视、侧视和俯视3个
角度投影到 3个平面，找出每个区域内距离模型中心最远的

点作为其边界点；3）凸包算法[9~11]，提出了根据三角网模型中

的三角形面片的位置关系，提取出模型外边界的轮廓线。

本文在分析对比3大类剖面轮廓线提取方法应用于边界

复杂采空区时存在的主要问题的基础上，提出适用于边界复

杂采空区三角网模型剖面轮廓线提取的新方法——凸包压

入法，然后利用凸包压入法获得完整的采空区三角网模型剖

面轮廓线，形成准确采空区剖面。

1 轮廓线无序点集的获取
三角网模型是通过大量的三角形对三维实体表面进行

离散逼近，在三维空间中围成封闭有界的区域[5]。三角网模

型应满足以下 2个条件：1）网格上的每个面片都是三角形；

2）网格上的每条边有且仅有两个三角形共有。

用垂直于任意坐标轴的平面剖切采空区三角网模型获

取剖面的无序点集。现以 z = zi 的平面说明其交点获取的方

法。三角形与 z = zi 剖切面存在交点的位置关系共有 3种情

况，如图1所示。

1）三角形的一条边位于剖切面上，有两个交点，见图 1
（a）；

2）三角形与剖切面相交，有两个交点，见图1（b）；
3）三角形的一个顶点位于剖切面上，有1个交点，见图1

（c）。
对图 1（a）和（c）两种情况求交点时，只需要判断三角形

顶点坐标的 z值是否与 zi 相等，如果相等则说明顶点为交点；

对于图 1（b）的情况，线段 p1p2与平面交点为 a1，a1相对于 p1和

p2的位置比例关系 t为

t = zi - p1z
p2z - p1z

（1）

则a1的坐标值计算式为

ì
í
î

ï

ï

a1x = p1x + t(p2x - p1x)
a1y = p1y + t(p 2y - p1y)
a1z = p1z + t(p2z - p1z)

（2）

同理可求出线段 p1p3与剖切面交点a2的坐标。求出剖切

面与三角网模型的所有交点依次标记为 {a1, a2,···, ai,
}···, an 并将该点集记为A，作为生成剖面轮廓线的点集。

用上述方法求取剖面轮廓线的交点是以三角形为判断

单元，而生成三角网模型的每个相邻的三角形都会共用一条

边，从而导致求剖切面与三角形3条边的交点时，除最开始相

交和最后相交的几个三角形与平面的交点只需要求 1次外，

其他的交点都要求两次，这样使得求得的交点中存在大量重

复点。因此需要通过判断两点之间的坐标是否相等来删除

重复点，并将去除重复点后的交点重新保存到点集 A={a1,
a2, ···, ai, ···, an}中。以某采空区在 zi=-759.390 m处的剖

面为例，删除重复点之前的交点个数为254，删除重复点之后

的交点个数为130。

2 剖面轮廓线提取方法
点集A中的交点是按照剖切面与三角网模型的相交顺序

依次排列、散乱分布的，如图2为按照点集A中交点依次求出

的顺序连成的剖面图。因此应先将点集A中的交点进行排序

才能依次连线提取精确的剖面轮廓线。

2.1 传统剖面轮廓线提取方法及存在问题

2.1.1 最小距离排序法

最小距离排序法也叫紧邻排序法[3~5]，其原理：找出点集

A={a1, a2, ···, ai, ···, an}中横坐标最小的点记为 aL，作为剖

面轮廓线的第 1个点；从点集A中找出距离点 aL最近的点 aN

作为剖面轮廓线的第2个点（图3）；然后再从点集A中找出距

离aN最近的点作为剖面轮廓线的第3个点······继续上述算

法，直至点集A中的所有交点都添加到剖面轮廓线中。交点

排序完成后，将所有的交点连线生成剖面图。

图1 剖面与三角形相交情况

Fig. 1 Positional relationships between the
triangle and profile

图2 无序点集剖面

Fig. 2 Sectional view of a set of unordered points

图3 最小距离排序法原理

Fig. 3 Principle of the minimum distance sorting method
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虽然最小距离排序法可以将所有的点按照距离最近的

原则进行排序，对于点云数据比较密集以及边界比较平缓的

采空区模型比较适用。但当采空区的边界具有较大凸起、凹

陷或者有遮挡物存在时，最后几个点的排序会由于前面点排

序时遗漏的交点而出现错误的排序（图4（a）），形成的剖面图

会与实际形态有较大差别。此外，当剖面与三角网模型的交

点较少时，运用距离排序法对剖面轮廓线的数据进行排序

时，会出现交叉排序的现象，导致生成错误的剖面轮廓线（图

4（b））。

2.1.2 扇形区域排序法

扇形区域排序法[6~8]原理：设想点集A中的所有点均处于

同一个圆形中，先找出点集A中最左侧的点 pL，再找出点集A

中最右侧的点 pR；以 pL-pR的连线为直径，以(pL+pR)/2为圆心，

将点集A中的数据分为两部分，上半圆中的点和下半圆中的

点。将上下半圆中的点都排好序后，组合到一起就可以得到

该剖面的形状（图5）。

计算步骤为：

1）找出点集A中最左边和最右边的点 pL和 pR，并计算出

圆心的坐标p

ì
í
î

ï

ï

px =(pLx + pRx)/2
py =(pLy + pRy)/2
pz =(pLz + pRz)/2

（3）

2）在上半圆中分别以最左端 pL和最右端 pR的点为边界，

以 p为圆心，将上半圆划分为 N个扇形区域（实验中取 N=
180）；

3）根据点集A中的交点与 p、pR两点形成的夹角，判断交

点属于哪个扇形区域；

4）若同一个扇型区域中存在多个点，取离圆心 p最远的

点作为边界轮廓线上的点，而舍弃其他点（因此扇形区域划

分的越小，舍弃的点就越少，得到的剖面线与实际越接近）。

依据上述 4个步骤分别找出上下半圆中所有交点所在

的扇形区域，按照顺时针原则将各个扇形区域内的交点进行

连线，得到完整的剖面轮廓线。

该方法对于边界变化较为平缓的采空区较为实用，当采

空区边界处具有凹陷或有较大的突变时，交点根据所在的扇

形区域依次进行排序，凹陷边界交点所在的扇形区域位置比

平坦边界交点所在扇形区域的位置靠后，如图6（a）所示。图

6（b）中，在扇形区域1内有两点a、b，按照扇形区域排序法的

原理选择距离圆心 p较远的一点作为剖面线上的点，即a点；

在扇形区域 2内，只有一点 c，因此将 c点记为剖面轮廓线上

的点，但点 c明显是剖面线上凹陷位置的点，按照扇形区域排

序法的原则连接成的图 7具有尖锐夹角的剖面边界线，导致

图形严重失真。

2.1.3 凸包算法

凸包算法[8~10]是找出平面点集的所有点的最外层的凸包，

使得所有的点都包络于凸包内（图 8）。其原理为：找出点集

A={a1, a2, ···, ai, ···, an}中 x坐标最小的点作为凸包的第 1
个点记为b1；计算与b1连线与水平方向夹角最大的点，作为凸

包的第 2个点记为 b2；从点集A中找出与 b1、b2夹角最大的点

（b2作为中间点）作为凸包的第3个点记为 b3；b2代替 b1，b3代替

b2，找出夹角最大的点；直至将所有的点均加入到凸包中[12~15]。

凸包算法应用于提取大量散乱点云最外层的包络线时

较为精确，但运用于剖面线上交点的排序时，生成最外层的

凸包后一直基于凸包算法对交点排序连线，生成一圈圈的包

络线，与实际剖面线不符（图9）。

图4 最小距离法的错误排序

Fig. 4 Error sorting of the minimum distance method

（a）空区边界有凸起时的错误排序 （b）交点较少的错误排序

图5 扇形区域排序法原理

Fig. 5 Principle of sorting method in the sector region
图7 扇形区域法的错误排序

Fig. 7 Error sorting of sector regional method

（a） （b）

图6 交点在扇形区域内的分布

Fig. 6 Distribution of the intersection points in the
sector region
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紧邻排序法和扇形区域法都可以实现对密集数据点云

的特征线提取，但这两种方法对形态复杂或点云稀疏的复杂

采空区是不适用的。而传统的凸包算法虽然可以正确生成

最外层的包络线，但不能解决包络线内的点的排序。

2.2 凸包压入法

针对传统剖面交点排序法存在的缺陷，借助凸包算法生

成的边缘轮廓线，提出凸包压入法，将包络于边缘轮廓线内

的交点添加到轮廓线中，以解决复杂采空区剖面线交点的排

序问题，生成准确的剖面图。

凸包压入法生成边缘轮廓线的基本思想为：

1）找出点集A={a1, a2,···, ai, ···, an}中n个数据中横坐

标最小的点记为b1；作为生成边缘轮廓线的第1个点；

2）对于其余的（n-1）个点，计算与 b1连线与水平方向夹

角的余弦值，取出余弦值最小的点，作为生成初始边缘轮廓

线的第2个点；

3）对于点集 A中其余的（n-2）个点中任一点 ai，可构成

三角形 b1b2ai，找出∠b1b2ai最大的点 aj作为生成初始边缘轮廓

线的第3个点b3；

4）b2代替 b1，b3代替 b2，在其余（n-3）个点中，重复 3），寻

找下一个生成初始边缘轮廓线的点；

5）当 b3与 b1重合时，停止数据的搜索，即生成边缘轮廓

线（图10实线所示）。

在上述边缘轮廓线的基础上，有大量的交点包络于边缘

轮廓线内，要想将所有的交点都添加到剖面轮廓线中，有两

个不确定性：一是交点是随机分布的具有不确定性；二是添

加到剖面轮廓线后的完整剖面形态的不确定性，包括交点和

轮廓线位置关系的不确定性。因此需要确定边缘轮廓线中

交点与轮廓线的位置关系，将所有的交点添加到轮廓线中

凸包压入法的原理（图11）：将边缘轮廓线L1周围的交点

添加到剖面线中，首先将 b1、b2分别与 L1周围的点连线，当边

缘轮廓线内的点在L1周围时，b1b2与交点连线形成的夹角为钝

角，当 b1b2与凸包线L2、L4侧的点（c4,c5,c6,c7）进行连线时形成的

夹角为锐角，通过判断夹角的大小确定交点应添加到哪条轮

廓线中。

具体步骤为：

1）先找出与 b1b2形成最大夹角的点，判断 3点夹角的公

式为

cos θ = (N1xN2x +N1yN2y +N1zN2z)
(N1x

2 +N1y
2 +N1z

2)(N2x
2 +N2y

2 +N2z
2) （4）

式中，ci为边缘轮廓线内一点；b1，b2分别为初始边缘轮廓线中

一条线段的两个顶点；N1，N2为 ci与b1，b2连线构成的向量；θ为
b1、c1、b2形成的夹角；当求得余弦值越小时夹角越大。图 11
中，与b1，b2连线形成夹角最大的点为 c2；

2）再判断以 c2为顶点的夹角是否为钝角，这是因为当点

添加到正确的边缘轮廓线中时与 b1、b2形成的夹角为钝角，否

则应将交点添加到其他的初始边缘轮廓线中；用夹角的余弦

值判断交点是否满足条件，这是因为余弦值在 0°~180°为单

调递减函数，余弦值取得最小值的点即为夹角最大的点，并

且当余弦值为负值时，该夹角为钝角。这样就可以判断点 c2

是否满足条件，是否应该加入到b1b2这条边缘轮廓线中；

3）按照此方法将所有的交点进行判断并添加到相应的

边缘轮廓线中，并将排好序的交点进行连线，即可得到剖面

轮廓线。图12为在图10边缘轮廓线的基础上生成的完整剖

面图。

图9 凸包算法的错误排序

Fig. 9 Error sorting of convex hull algorithm

图10 z=z0处的边缘轮廓线

Fig. 10 External contour lines of z=z0

图11 最大张角准则原理

Fig. 11 Principle of maximum angular extension

图12 z=z0处的完整剖面

Fig. 12 Complete profile at the point of z=z0

图8 凸包算法原理

Fig. 8 Principle of convex hull algorithm
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实验表明，基于钝角准则将包络于边缘轮廓线内的其他

交点添加到剖面线中，提取出的剖面线精简效果理想，不但

保持了采空区边界的细节而且体现了采空区边界的凸起和

凹陷，与采空区边界线实际形态吻合度最高。而且对于三角

网模型与剖面交点较少，以及采空区边界发生突变时生成的

剖面图与实际也相符（表1）。

复杂采空区

采空区的边界具有较大凸起、

凹陷或有遮挡物的存在

剖面与三角网模型

的交点较少

传统的方法 凸包压入排序法

表1 凸包压入法与传统方法生成的剖面

Table 1 Sectional contour of convex hull penetration method and conventional method

图13 52-14#采空区剖面

Fig. 13 Sectional view of goaf of 52-14#

（a）采空区三角网格模型 （b）三角网格模型的剖面轮廓线

本文提出的凸包压入法对具有复杂边界的采空区有很

好的适用性。利用凸包算法的原理生成初始边界轮廓线，而

不需要对模型建立复杂的拓扑邻接关系；再利用凸包压入法

将初始边界轮廓线内的其他交点添加到相应的轮廓线中，形

成完整的剖面图，能够很好地表现三维模型的剖面特征。

3 实例应用
某铜矿是国内大型深部多金属矿山，多年的生产形成了

许多形状复杂的采空区，利用CMS设备对采空区进行三维探

测，获取大量的采空区点云数据，对收集的点云数据需要进

行曲面重建。以52-14#采场为例形成如图13（a）的三角网格

模型，沿标高方向从-790~-750 m每隔5 m进行剖切，根据三

角网格模型中三角形与标高线的位置关系，计算出每一标高

位置处构成剖面轮廓线的所有的标高线与三角形的交点，对

所有的交点按照凸包压入排序法进行排序，生成如图 13（b）
所示的剖面轮廓线。

以 z=-765、x=2698.155位置的剖面为例，根据凸包压入

法生成的采场探测边界剖面线和设计边界剖面线复合模型，

可以准确测定采场的某一位置的超挖量和欠挖量。由图 14
可知（红线：实际开采的矿山空区边界线；蓝线：设计的矿山

空区边界线），采场顶板存在超挖（垮落）现象，超挖距离达到

2.0 m。并以此可以有效地掌握采空区顶板上部巷道工程的

安全状况，从而为矿山进一步改进采场回采设计、施工管理

和进行安全控制提供了一种新的可靠手段。

此外，按照凸包压入排序法求出剖面线，按照微积分的

思想，将所有的剖面面积求出，然后乘以上下两剖面之间的

距离进行累加，也可求出三维模型的体积，按上述方法求得

的采空区体积为54330 m3。
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4 结论
1）在分析目前常用的三角网模型剖面轮廓线提取方法，

即最小距离法、扇形区域法和凸包算法用于边界复杂的采空

区剖面轮廓线提取时存在缺陷的基础上，研究改进了凸包算

法，形成了适用于复杂边界采空区三角网剖面轮廓线的新的

提取方法——凸包压入法。

2）研究改进的凸包算法的实际应用表明，该算法成功克

服了传统方法的缺陷，能很好地反映采空区边界的细节，有

效地实现了复杂采空区剖面的生成，具有实际工程应用价

值，从而为矿山实施采空区灾害防治及空区周边资源安全开

采提供重要的技术支持。
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图14 采场区剖面边界线与采场设计边界线对比

Fig. 14 Comparison of the cross-sectional and designed
boundary lines in the stope
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