
教案一：极限 

第一讲    极限 
一． 数列极限 
1． 利用单调有界数列必有极限准则 

例 1．设 n
n

Sn ln1
3
1

2
11 −++++= " ，求证：  存在。 nn

S
∞→

lim

[分析]  两个事实：1) n

n
)11( + 单调递增 ； e→

2) 1)11( ++ n

n
单调递减 。 e→

      有不等式      
nnn
1)11ln(

1
1

<+<
+

  。 

证  
1

11ln1 +
−

+
=− + nn

nSS nn = 0
1

1)11ln( >
+

−+
nn

，故 

{ }单调下降，且nS n
n

Sn ln)11ln()
2
11ln()

1
11ln( −++++++> " = 

2 3 1ln ln
1 2

n n
n
+

⋅ − =" 0)11ln( >+
n

。 

∴  存在。 nn
S

∞→
lim

注 1： )1(ln1
3
1

2
11 oCn

n
++=++++ " ，其中C是欧拉常数。 

例 2．设 [1, )f C∈ +∞ ，f 单调递减， ，

求证：  存在。 

0≥f dxxfkfS
nn

k
n ∫∑ −=

=
1

1
)()(

nn
S

∞→
lim

[分析]  

1) , 故

{ }单调下降。 

)1()(
1

1 +−=− ∫
+

+ nfdxxfSS
n

nnn 0)1()1(
1

=+−+> ∫
+

nfdxnf
n

n

nS

2） 

1 1

1 1 1
1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0
n k n n n n

n k n
k

S f x dx f x dx f x dx f x dx f x dx
+ + +

=

≥ − = − =∑∫ ∫ ∫ ∫ ∫
1

≥

   ∴ 存在。 nn
S

∞→
lim

注 2：例 2是例 1的推广。（令 1( )f x
x

= ） 
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例 3． 设 .,2,1,),0( 11 "=+=>= + nacacca nn 求 。 lim nn
a

→∞

证 首先证明 是递增数列. }{ na

112 acccaca =>+=+= ,假设 成立，则 kk aa >+1

112 +++ =+>+= kkkk aacaca , 因此 是递增数列. }{ na

再证明 是有界数列. }{ na cac n +<≤ 1 . 

can ≥ 显然成立. cccca +=++<= 121 2
1 成立. 

设 成立，则 cak +< 1

cccccaca kk +=++<++<+=+ 1211 2
1 , 

因此， cac n +<≤ 1 成立. 

根 据 单 调 有 界 定 理 知 知 收 敛 ， 设}{ na nn
aa

∞→
= lim , 在

两边取极限，得 ,解得nn aca +=+
2

1 aca +=2

2
141 ++

=
ca 或

2
141 +−

=
ca ，但由于 caan =≥ 1 , 因 此 , 从而0>a

2
141lim ++

=
∞→

cann
. 

 

2．利用放缩法 

例 4．计算 2lim 2nn

n
a

→∞
+ n

，其中a为常数。 

解  令 2b a= ，则 ， 0b ≥

若 ，则0 2b≤ ≤ 2 2 2 2n n nnn b≤ + ≤ ⋅ → 2， 

lim 2 2n nn

n
b

→∞
+ = ， 
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若 ，则2b > 2 2n n nn nb b b≤ + ≤ ⋅ → b， 

2lim 2n nn

n
b b a

→∞
+ = = ， 

因此，原式
2lim 2 max{2, }n nn

n
b a

→∞
= + =  

 

作业： 

练习 1 设 1 12 , 2 , 1, 2,n na a a n+= = = "，求 。 lim nn
a

→∞

练习 2 设 1 (0, )
2

x a π
= ∈ ， 1 sinn nx x+ = ，求证： lim 0nn

a
→∞

= 。 

练习 3 设 1 2 3na n= + + + +" ，证明{ 收敛。 }na

（提示：设 1 1 1 1nb = + + + +" ，则 有上界 2，且 ） nb 2n na ≤ b

∼

 
二．函数极限 
1．利用等价代换 

当 时，(1)  0x → sin tan arcsin tan ln(1 ) 1xx x x x arx x x e+ −∼ ∼ ∼ ∼ ∼ ∼

(1 ) 1bx
b

+ −     (2)
2

1 cos
2
xx− ∼ 。 

例 1．求
x

xx
x 40 sin

cos)cos(sinlim −
→

。 

解  原式= 40

2
sinsin

2
sinsin2

lim
x

xxxx

x

−+

→
= 40

sin sin2
2 2lim

x

x x x x

x→

+ −⋅
 

= =
−

+
→

)sin)(sin1(
2
1lim 30 x

xx
x

x
x 30

sinlim
x

xx
x

−
→

= 20 3
cos1lim
x

x
x

−
→

=
2

20

1lim
2 3 6x

x
x→

=
⋅

。 

例2． 求极限
0

1 coslim
( 1)( 1 1xx

x
e x→ )

−
− + −

。 
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解  原式=

2

0
2lim 1

2
x

x

xx→
=

⋅
 

例 3．计算：
( )( )

2

0

0

cos
2lim

tan 1 1

x t

x

xe tdt x

x x x→

− −

− +

∫
−

。 

解  原式 =

( )

2

0

0

cos
2lim

cos sin
2

x t

x

xe tdt x

xx x x
→

− −

−

∫
 

2

3
0

40 0

cos
22lim lim

cos sin

x t

x x

xe tdt x x
x x x→ →

− −
=

x−

∫
 

2

30 0

cos 1 32lim lim
4 s

x

x x

e x x x
inx x x→ →

− −
=

−
 

30

3 cos 1lim
2

x

x

e x x
x→

− −
= −  

20

3 cos sinlim
2 3

x x

x

e x e x 1
x→

− −
= −  

20

1 cos sinlim
2

x x

x

e x e x 1
x→

− −
= −  

0

1 cos sin sin colim
2 2

x x x x

x

e x e x e x e s x
x→

− − −
= −  

0

1 sinlim
2 2

x

x

e x 1
x→

−
= − = 。 
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作业 

练习 1  求

2
0

50

sin( )
lim

x

x

xt dt

x→

∫
。 

练习 2  求极限 

 

1

1 2

0
lim , ( 0, 1, 2, )

x x x x
n

ix

a a a a i
n→

⎧ ⎫+ + +
> =⎨ ⎬

⎩ ⎭

"" ""n  

 
2． 利用定积分 

例 1．设 [0,1]f C∈ ， ，求0)( >xf
1 2 1lim ( ) ( ) ( ) (1)n

n

nf f f f
n n n→∞

−" 。 

解  令 
1 2 1( ) ( ) ( ) (1)n

n
nS f f f f

n n n
−

= " ，则  

∫∑ →=
=

1
0

1
)(ln)(ln1ln dxxf

n
if

n
S

n

i
n 。故

1 2 1lim ( ) ( ) ( ) (1)n
n

nf f f f
n n n→∞

−" = 。 ∫
1
0 )(ln dxxfe

例 2．设
11 1 ( 1)1

2 3

n

nS
n

+−
= − + − +" ，求 li 。 m nn

S
→∞

解 单调递增有上界。 2{ nS }

2
1 1 1 1 1)1 (1
3 2 1 2 2nS

n n
= + + + − + + +

−
" " = 1 1 1

1 2 2n n n
+ + +

+ +
"  

=
1

0

1 ( ) ln 2
1 2 2 1

n n n dx
n n n n x

+ + + → =
+ + +∫" ，而 2 1 2

1
2 1n nS S
n+ = +
+
，故 

2 1 ln 2nS + = 。于是 。 lim ln 2nn
S

→∞
=

 
3． 利用中值定理 

例 1．求 dx
x

xpn

nn ∫
+

∞→

sinlim 。 
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解  由积分第一中值定理知 ),( pnn +∈∃ξ ，有 

sin sinn p

n

xdx p
x

ξ
ξ

+
= ⋅∫ ，故原式=

sinlim p
ξ

ξ
ξ→∞

⋅ =0。 

例 2  设 是常数，求证0P >
2

1lim 0
1

n p

nn
dx

x

+

→∞
=

+
∫ 。 

解 由积分第一中值定理知 ( , )n n pξ∃ ∈ + ，有 

2 2

1 1
1 1

n p

n
dx P

x ξ

+
= ⋅

+ +
∫  

故原式
2

1lim 0
1

P
ξ ξ→∞

= ⋅
+

= 。 

 
4．其他 

例 1．设 2
1

1arctan
2

n

n
k

S
k=

=∑ ，求 。 lim nn
S

→∞

分析：利用 2
1 1arctan arctan arctan

2 1 22 k kk
= −

1
1− +
，然后错

位相消。 

例 2．设 ( )f x 在[ 连续且恒大于零，讨论极限 ],a b

lim( ( ) )
b

nn
n

a

f x dx
→∞ ∫  

解 设 ( )f x 在[  上的最小值和最大值分别为m和],a b M ， 

则因 

( ) ( )
b

n nn

a

m b a mdx− = ∫ ( ( )
b

nn

a

)f x dx≤ ∫

( ) (
b

n nn

a

)M dx M b a≤ =∫ −  
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故当 1b a− < 时， lim( ( ) ) 0
b

nn
n

a

f x dx
→∞

=∫  

当 1b a− > 时，由 知0m > lim( ( ) )
b

nn
n

a

f x dx
→∞

= +∞∫  

当 1b a− = 时， lim( ( ) ) lim( ( ) )
b b

n nn n
nn n

a a

f x dx f dxξ
→∞ →∞

=∫ ∫  

lim ( )nn
f ξ

→∞
= 很复杂 

如

1

0

4lim( 1 )nn

n
xdx

e→∞
+ =∫ ，

2

1

9lim( 1 )
4

nn

n
xdx

e→∞
+ =∫ ， 

1 2

1

1 (2 )lim( 1 )
(1 )

k k
nn

kn
k

kxdx
e k

+ +

+→∞

+
+ =

+∫  

 
作业： 

练习 1 求 2

1

2lim
( 1)

n n
k
nn k

k
n n C

−

→∞ =

⋅
+ ∑ 。 

练习 2 求极限  
1lim( )

x
x x x

x→∞
+ + −  

练习 3 已知 ( ) 0,f x f≥ 在[ , 上连续， ]a b

证明： { }lim ( ) max ( ) | [ , ]
b nn
an

f x dx f x x a b
→∞

= ∈∫ 。 
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