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一种基于四边形面积坐标的四结点平面参变量单元 
李  根，黄林冲 

(中山大学工学院应用力学与工程系，广州 510275) 

摘  要：基于四边形面积坐标和广义协调原理，通过投影技术，并引入 0~1区间上可连续变化的罚因子 β ，构造

了一款具有统一格式的四结点平面参变量单元 AQGβ6-I。通过 4组数值算例测试了单元性能，并将计算结果与许
多著名单元对比表明： 0β = 时，单元退化为原始格式，具有原始单元的全部优良性能； 1β = 时，单元可以精确

通过强分片检验，此时性能与许多著名单元基本相当，显著优于传统平面四结点等参单元(Q4)； 0.5β = 时，单元

兼具较好的抗网格畸变能力和收敛速度。单元的构造方式对缓解一个有限元难题(通过常分片检验的四结点单元在

弯曲问题中表现欠佳，而在弯曲问题中表现非常好的单元无法通过强分片检验)提供了有益思路。 
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A 4-NODE PLANE PARAMETERIZED ELEMENT BASED ON 
QUADRILATERAL AREA COORDINATE 

LI Gen , HUANG Lin-chong 
(Department of Applied Mechanics and Engineering, School of Engineering, Sun Yat-sen University, Guangzhou 510275, China) 

Abstract:  A 4-node plane parameterized element named AQGβ6-I is constructed based on quadrilateral area 
coordinate, a generalized conforming principle and projection technique with variable [0,1]β ∈ . The element 
performance has been tested by four numerical examples and compared with many famous elements. The results 
show that: when 0β =  the element degenerates into its original formulation with all excellent performances; 
when 1β =  the element can accurately pass strong patch test, its performance is same as that of many famous 
elements and significantly better than a bilinear-displacement quads isoparametric element (Q4); when 0.5β =  
the element is both well insensitive to distortion and convergence speed. It has also provided a useful method to 
alleviate a finite element trouble (The 4-node element has poor performance in bending problem but can pass the 
strong patch test. Conversely, it has excellent performance in bending problem but cannot pass the strong patch 
test). 
Key words:  quadrilateral area coordinate; generalized conforming; 4-node quadrilateral element; patch test; 

mesh distortion; finite element 
 
有限单元法自产生以来，经过半个多世纪的发

展，特别是随着电子计算技术不断提高，其理论和

应用都取得了长足进展。有限单元法已经成为当今

科学与工程计算、虚拟工程与设计中最为主要和重

要的技术基础之一。构造优良性能单元是研究者们

一直以来不懈追求的目标，对于优良性能的单元格

式要求包括[1―2]： 
1) 网格畸变不敏感。 
2) 避免材料性质敏感(稳健性要求)。如：平面

应变条件下材料不可压缩时的体积锁定。 
3) 避免剪切锁定(寄生剪应变)，具有良好的弯

曲行为性能。 
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4) 粗网格下的高精度。 
5) 简单、实用和高效。 
20世纪 60年代 Taig[3]和 Irons[4]提出的等参坐

标方法现在已经被广泛地用于有限单元的构造，但

也出现了形形色色的问题。为了克服等参坐标的缺

点，近年来，一种新型自然坐标系统-四边形面积坐
标(QAC)方法[5―8]被提出，以此为基础的单元被相继

构建[1,9―10]，由于其在许多方面的优良表现而被广

泛关注[11―13]。其中，文献[1]基于退化型(极限型)
分区势能原理并结合四边形面积坐标工具提出一

个平面广义协调单元(AQG6-I)。基于广义协调的方
法使单元完备性保持，协调性折中，因此单元具有

很强的抗畸变能力，但是却无法通过强分片检验，

只能通过弱分片检验从而达到收敛，Shi[14]对广义协

调元的收敛性给予过严格证明。但是，一般对通过

弱分片检验达到收敛的单元来说，需要非常精细的

网格化分才能保证足够的计算精度。因而，此类非

协调单元在工程应用中不具有实用性[2]。 
本文在 AQG6-I单元格式的基础上通过投影技

术并引入 0~1区间上可连续变化的罚因子 β ，构造

了一个具有统一格式的参变量单元 AQGβ6-I(原单
元为 0β = 时的特例)，通过罚因子调整可以达到收
敛性与计算精度较好结合，并在 1β = 时可以精确

通过强分片检验。全文按如下结构：首先给出单元

的理论基础，包括分区势能原理和四边形面积坐

标。然后给出单元 AQGβ6-I的构造过程。接下来通
过 4个算例，并与其它单元算得结果对比，详细测
评单元基本力学性能以及罚因子 β 取值意义。最

后，就单元的一些问题展开讨论。 

1  变分基础 

如图 1所示，对于有限单元域Ω ，e单元被其
它单元所包围，整个区域Ω 的分区势能泛函可表示
为： 

( )( )e
p p

e
H∏ = ∏ −∑           (1) 

式中：
e

∑表示对所有子区域单元求和；附加项 ( )e
pH

代表子域边界位移附加约束项，写为矩阵形式： 
( ) T ( )d

e

e
pH

Γ
Γ

∂
= −∫ T u u%Ñ         (2) 

式中：T表示边界力向量；u表示位移向量；u%为
交界位移； eΓ∂ 表示单元边界。 

若将附加能量方程式(2)看作加权残值方程，则

T可以看作是权函数。如果对任意权函数恒有： 
( ) 0e
pH ≡                (3) 

则等价于边界精确协调条件。式(2)即为单元边界条
件的等效积分形式。对于加权残值方程，如选取不

同的权函数，则对应不同物理意义的协调条件，广

义协调[10]的思想即源于此。因此建立广义协调条件

时，可基于常用经典作法：配点法、子域法、最小

二乘法、伽辽金法、力矩法。 

Ω

eΩ

 
图 1  任意单元区域 eΩ  

Fig.1  Arbitrary element area eΩ  

对于存在内部附加自由度单元： 
u = qu + λu                (4) 

式中： qu 表示位移向量； λu 表示附加位移向量。

于是，式(2)可表示为： 
( ) ( ) ( )e e e
p qp pH H Hλ= +            (5) 

其中： 
( ) T ( )d

e

e
qp qH

Γ
Γ

∂
= −∫ T u u%Ñ      (6) 

( ) T d
e

e
pHλ λΓ

Γ
∂

= ∫ T uÑ           (7) 

2  四边形面积坐标方法 

四边形面积坐标具有一个重要的优点：它与直

角坐标之间的变换关系始终为线性的。这样，用面

积坐标表示的位移场插值函数对直角坐标的完备

次数不会随单元形状的畸变而改变，因此单元的精

度对网格畸变应该不敏感[10]。对于四边形内一点 P
它可以用四个坐标分量 1 4L L− 表示[5―6]，如图 2   

所示。 
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图 2  四边形面积坐标及其参数定义[1] 

Fig.2  Definition of the quadrilateral area coordinates and the 
shape parameters[1] 

, 1,2,3,4i
i

AL i
A

= =           (8) 
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与等参坐标的关系可表示为： 

1 2 3

2 4 3

3 1 4

4 1 2

1 (1 )[ (1 ) (1 )]
4
1 (1 )[ (1 ) (1 )]
4
1 (1 )[ (1 ) (1 )]
4
1 (1 )[ (1 ) (1 )]
4

L g g

L g g

L g g

L g g

ξ η η

η ξ ξ

ξ η η

η ξ ξ

 = − − + +

 = − − + +

 = + − + +


 = + − + +


    (9) 

其中： 
123124

1 2 3 1 4 2, , 1 , 1 ,AAg g g g g g
A A

∆∆= = = − = −  

0 1ig≤ ≤           (10) 

详细性质可参见文献[5―6]。 

3  平面四结点参变量单元(AQGβ6-I)
格式 
1) 单元位移。 
如图 3所示，为单元节点位移示意图。单元位

移可表示为： 
e ee
q

q qe e e
q

u uu

v v v
λ

λ λ
λ

         = = + ≈ +     
        

u N u N u   (11) 

其中：节点位移为 qu ；附加位移为 λu ；形函数为

qN ；内参形函数为 λN 。单元应变可表示为： 
q q qλ λ λ= + = +ε ε ε B u B u       (12) 

其中： qB 为单元几何矩阵； λB 为单元内部附加几
何矩阵，具体表达详见文献[1]。 

 
图 3  平面四节点四边形单元 

Fig.3  A four-node plane quadrilateral element 

2) 形函数 q
iN 。 

单元位移分量 e
qu 和 e

qv 具有相同形式，这里仅对
e
qu 给予说明。假设基于四边形面积坐标的 e

qu 由如

下二次多项式给出： 

1 2 3 1 3 4 2( ) ( )e
qu L L L Lα α α= + − + − +  

4 3 1 4 2( )( )L L L Lα − −                (13) 
其中， 1 4α α− 为待定常数。为了确定这四个常数可

以代入式(6)，并应用点、周广义协调条件： 
4

1
4

1

( ) 0

( ) 0

( )d 0

( )d 0
e

e

e
q i

i

e
q i i i

i

e
x q

e
y q

u u

u u

n u u

n u u

Γ

Γ

ξ η

Γ

Γ

=

=

∂

∂


− =




− =



− =

 − =


∑

∑

∫
∫
Ñ
Ñ

        (14) 

最终，可求得形函数： 

,
2

q k
i i j i i k

gN L L g Pξ η= − + + +  

1,2,3,4 2,3,4,1 3,4,1,2i j k= = =； ；   (15) 

其中： 

3 1 4 2 2 3 3 13( )( ) ( )( )P L L L L g g L L= − − − − − −
 

1 2 4 2 2 4 1 3
1
2

( )( ) ( )g g L L g g g g − − − − 
 

1 3 2 4(1 )g g g g+ +                       (16) 

3) 内参形函数 iN λ 。 

标准 AGQ6-I单元给出了点协调方案下的附加
形函数取法： 

1 1 3

2 2 4

N L L

N L L

λ

λ

 =


=
            (17) 

显然，此时附加能量式(3)并不严格成立，换句话说
该形函数取法不是对应常应力/应变状态，这就是
ACQ6-I 单元无法通过严格分片检验的根本原因。
本文所构造的单元附加形函数仍采用满足点协调

的式(17)，然而为了满足式(3)，由 T′=T I σ和 Green
变换，将式(7)改写为： 

( ) T d
e

e
pHλ λΩ

Ω= ∫ σ ε          (18) 

式中： ′I 是转换矩阵；σ表示应力向量。然后，采
用 一 种 所 谓 λB - 投 影 技 术 ( λB -Projection 
technique)，首先定义一个表达式 λB ： 

1 d
e

eAλ λΩ
Ω= ∫B B          (19) 

式中， eA 为二维单元域 eΩ 的面积。将 λB 代入式(12)
和式(18)，同时引入罚参数 β ，于是可得： 

( ) T d
e

e
pHλ λ λΩ

Ω= ∫ σ B u%        (20) 

其中： 
, 0 1λ λ λβ β= −B B B% ≤ ≤     (21) 

特别地，当 0β = 时单元退化为标准 AGQ6-I；
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当 1β = 时有式(3)成立，对应常应力/应变状态。文
献[15―16]曾应用类似 Projection technique 建立了
Stokes 和 Darcy 方程的稳定格式，文献[17]基于所
谓 Polynomial-Pressure-Projection technique 构造了
多孔介质固-流耦合方程的稳定格式。 

4) 单元刚度矩阵。 
将式(4)和式(12)代入单个单元泛函并变分： 

( ) 0eδ ∏ =              (22) 

经内部自由度凝聚后，单元刚度矩阵可表达为： 
1( )e

qq q qλ λλ λ
−= −K K K K K       (23) 

其中： 
1 1 T
1 1

| | d dqq q q ξ η
− −

= ∫ ∫K B DB J         (24) 
1 1 T
1 1

| | d dq q qλ λ λ ξ η
− −

= = ∫ ∫K K B DB J%    (25) 
1 1 T
1 1

| | d dλλ λ λ ξ η
− −

= ∫ ∫K B DB J% %         (26) 

| |J 为雅克比行列式。 

4  数值算例 

本节将通过 4 个典型例题测试单元 AGQβ6-I
基本力学性能，以及罚参数β 的取值对结果影响，

并与其他经典单元计算结果进行对比分析。选取的

对比单元、单元缩写及描述等信息列于表 1中。另
外注意，算例数字单位均作了无量纲化处理。 

表 1  对比单元列表 
Table 1  List of elements for comparison 

编号 单元缩写 描述 参考文献 

1 Q4 4结点等参单元 ― 

2 Q6 附带内部参数的 4结点等参单元 [18] 

3 QM6 附带内部参数的 4结点等参单元 [19] 

4 P-S 应力杂交元 [20] 

5 PEAS7 假设应变单元 [21] 
6 QE2 假设应变单元 [22] 
7 B -4E 假设应变单元 [22] 

算例 1.  常应力/应变分片实验 
3 单元网格剖分，单位厚度模型尺寸和边界条

件均如图 4(a)所示，然后采用中线平分的方式逐步
进行细分，如图 4(b)所示为 192单元网格。模型材
料属性：弹性模量 1000E = ，泊松比 0.25ν = 。为

了验证单元在不同罚参数β 取值时的计算效果，监

测 2-7节点自由度上的位移情况(x向位移和 y向位
移)，并通过 2L 范数值来验证效果： 

1/22

2
1

1
max(| |)

n

i

a aL
n a=

 − =      
∑         (31) 

其中： a为计算值； a为标准值；n为数据个数。 

 
(a) 3个单元                (b) 192单元模型 

图 4  常应力/应变分片试验 
Fig.4  Constant stress/ strain problem for patch test 

单元分别取 0β = 、0.5和 1三种情况计算。位
移 2范数 2L ，x向位移 2范数

2xL ，y向位移 2范数

2yL 与网格数目 n 的关系如图 5 所示。结果可见，

随着β 取值的增大，AGQβ6-I单元收敛速度显著增
加；在 1β = 时单元可以精确通过任意网格常分片

检验；在其他取值时单元没有通过强分片检验，但

是随着网格加密单元收敛于精确解，表明单元通过

弱分片检验。从这个测试可以看出罚参数β 取值的

意义，具有加速常应力/应变状态收敛的作用。 
范
数

L 2

 

范
数

Ly
2

 
图 5  计算 2范数与单元数关系曲线 

Fig.5  The relationship between 2-norm and the number of 
elements 

算例 2.  Cook倾斜梁 
如图 6 所示为 Cook 短斜梁在边界分布剪力

P=1 作用下横向弯曲问题。2×2 的网格剖分，单位
厚度模型尺寸和边界条件均如图 6(a)所示，并采用
中线平分的方式逐步进行细分，如图 6(b)为 16×16
的网格剖分。模型材料属性： 1E = ， 0.333ν = 。
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考察模型中 C 点的 y 向位移 cv ，A 点最大主应力

maxAσ 和 B点最小主应力 minBσ ，结果列于表 2中。 

 
(a)                         (b) 

图 6  Cook斜梁 
Fig.6  Cook’s skew beam 

从表 2 可见，AGQβ6-I单元在 0β = 时与其他

单元比具有较高的收敛速度；在 1β = 时与其他对

比单元性能几乎相当，但比传统 Q4 单元收敛速度
要快得多；在 0.5β = 时收敛速度在两者之间。 
将模型取为平面应变问题计算，如图 7(a)给出

了不同单元网格下的 cv 值曲线；图 7(b)给出了在单
元近似不可压缩时( 0.4999ν = )的 cv 值曲线。从图
中可以看出传统等参单元 Q4 对材料性质较为敏
感，在材料近似不可压缩时出现了锁定现象，而本

文单元则较好的克服了这一点，在单元近似不可压

缩时仍表现出良好的收敛性能。 

表 2  Cook斜梁计算结果 
Table 2  Results of Cook’s skew beam 

vc σAmax σBmin 
单元 

2×2 4×4 8×8 16×16 2×2 4×4 8×8 16×16 2×2 4×4 8×8 16×16 

Q4 11.85 18.30 22.08 23.43 0.1032 0.1784 0.2219 0.2351 −0.0845 −0.1444 −0.1843 −0.1996 
Q6 22.94 23.48 23.80 23.91 0.2029 0.2258 0.2334 0.2361 −0.1734 −0.1915 −0.1997 −0.2028 

QM6 21.05 23.02 ― ― 0.1928 0.2243 ― ― −0.1580 −0.1856 ― ― 
P-S 21.13 23.02 ― 23.88 0.1854 0.2241 ― 0.2364 ― ― ― ― 

QE-2 21.35 23.04 ― 23.88 0.1956 0.2261 ― 0.2364 ― ― ― ― 
B -4E 21.35 23.04 ― 23.88 0.1956 0.2261 ― 0.2364 ― ― ― ― 

AQGβ6-Ⅰ(β=0) 23.07 23.68 23.87 23.93 0.2035 0.2281 0.2352 0.2365 −0.1787 −0.1989 −0.2023 −0.2035 
AQGβ6-Ⅰ(β=1) 20.74 22.99 23.69 23.88 0.1950 0.2265 0.2348 0.2364 −0.1449 −0.1866 −0.1987 −0.2025 

AQGβ6-Ⅰ(β=0.5) 21.57 23.21 23.74 23.90 0.1978 0.2262 0.2347 0.2364 −0.1601 −0.1917 −0.2002 −0.2029 
参考解[1] 23.96 0.2362 −0.2023 

 

位
移

v c

 
(a) 0.3333ν =  
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0

2
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单元数

Q4
AQG 6-Ⅰ( =1)
AQG 6-Ⅰ( =0.5)
AQG 6-Ⅰ( =0)

 
(b) 0.4999ν =  

图 7  不同网格划分下的 vc值  
Fig.7  The value of vc under different mesh 

算例 3.  含不规则单元梁弯曲问题 
模型如图 8 所示，具有单位厚度，划分为 5

个单元，模型尺寸和边界条件如图所示，其中载荷

分别为两种作用方式： 
1) 在弯矩 M下的纯弯曲。 
2) 在横向力 P作用下的线性弯曲。 
模型材料属性： 1500E = ， 0.25ν = 。考察两

种载荷作用方式下模型 A点的垂向位移 Av 和 B点
应力 xBσ ，结果列于表 3。 
由结果可知，本文单元在 0β = 时可以达到较

高精度；在 1β = 时与其他对比单元性能相差不大，

但比传统 Q4单元性能显著优秀；值得注意的是在 

 
图 8  含不规则单元梁 

Fig.8  Cantilever beam with irregular elements 
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0.5β = 时计算精度也是非常之高的，而此时单元

对于常应力 /应变的收敛性却几乎比 0β = 时快  
一倍。 

表 3  梁弯曲问题中选取点挠度及应力 
Table 3  The deflections and stresses at selected locations for 

bending problems of a cantilever beam 

M P 
单元 

vA σxB vA σxB 

Q4 45.7 −1604.1 50.68 −2152.9 
Q6 98.4 −2428 100.4 −3354 

QM6 96.07 −2497 97.98 −3235 
P-S 96.18 −3001 98.05 −3899 

QE-2 96.5 −3004 98.26 −3906 
B -4E 96.5 −3004 98.26 −3906 

AQGβ6- (Ⅰ β=0) 100.0 −3000.0 101.9 −4046.1 
AQGβ6- (Ⅰ β=1) 95.7 −3003.9 97.9 −3944.0 

AQGβ6- (Ⅰ β=0.5) 99.1 −3008.1 100.5 −4004.2 
精确解 100.0 −3000 102.6 −4050 

算例 4.  MacNeal细长畸变网格梁 
这个例题是由 MacNeal[23]提出的测试四边形

单元抗网格畸变能力的一道著名考题，如图 9 所
示。分别考虑三种网格划分： 

a) 考虑长宽比畸变的矩形网格。 
b) 长宽比畸变与平行四边形畸变网格。 
c) 长宽比畸变与梯形畸变。 

 
(a) 

 
(b) 

 
(c) 

图 9  MacNeal梁 
Fig.9  MacNeal’s beam 

模型厚度为 0.1，其它尺寸与边界条件如图所
示，载荷分别为两种作用方式： 

1) 在弯矩 M下的纯弯曲。 
2) 在横向力 P作用下的线性弯曲。 
模型材料属性： 710E = ，ν =0.3。考察两种

载荷作用方式下模型端部挠度，结果列于表 4。 
结果可见，本文单元在 0β = 时可以达到较高

精度，甚至在载荷 2)作用情况下完全克服网格畸变
达到精确值，取其它值时均表现出网格畸变敏感，

特别是Q4单元在各种网格下均表现最差；当 1β =
时单元表现出比较明显的闭锁，性能与 P-S单元及

PEAS7单元基本相当，但优于其他单元。当 0.5β =
时单元性能优于 1β = 的情况，对于 AQGβ6-I单元
来说此时正是强分片与弱分片检验的折中，兼具收

敛性与抗畸变能力。 
表 4  不同网格下梁端挠度归一化结果 

Table 4  The normalized results of the tip deflection for beam 
using different meshes 

P M 
单元 

(a) (b) (c) (a) (b) (c) 

Q4 0.093 0.035 0.003 0.093 0.031 0.022 
Q6 0.993 0.677 0.106 1.000 0.759 0.093 

QM6 0.993 0.623 0.044 1.000 0.722 0.037 
P-S 0.993 0.798 0.221 1.000 0.852 0.167 

PEAS7 0.982 0.795 0.217 1.000 0.887 0.165 
AQGβ6- (Ⅰ β=0) 0.993 0.994 0.994 1.000 1.000 1.000 
AQGβ6- (Ⅰ β=1) 0.993 0.848 0.221 1.000 0.887 0.164 

AQGβ6- (Ⅰ β=0.5) 0.993 0.946 0.388 1.000 0.964 0.327 
精确解 1.000* 1.000** 

注：*标准值为−0.1081；**标准值为−0.0054。 

5  几点讨论 

当单元 AQGβ6-I 是标准矩形时，附加形函数
(式(17))与 Wilson Q6 单元内参形函数形式相同，
此时边界附加位移场可表示成如图 10所示。 
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图 10  单元内参形函数形式 

Fig.10  Element shape function of internal degrees of 
freedom 

取平面应变条件下边长为 2 的正方形单元
(E=1000，ν =0.3)进行特征分析，并将 Q4 单元的
特征值结果列于表 5。从表 5结果可以看到，单元
与传统 Q4 单元在 4、5 阶弯曲特征模态上出现差
别，较传统单元特征值有所减小，表明单元在弯曲

特性方面将有更好的柔性。另外，计算也表明采用

4点高斯积分与 9点高斯积分具有相同的结果，并
且 β 的取值对结果没有影响，但采用单点积分时
仍会出现零能模式，这一点与 Q4比并没有改变。 
由于 0β = 时单元在弯曲等高阶荷载作用下

通常会取得满意结果，而 1β = 时则对应于常应力/
应变的协调状态，因此可以将有限元模型中不同位

置处、不同条件下的单元 β 值根据问题性质进行
调整，取为 0~1区间上的连续变化值。这样可构成
一种自适应算法，用不大的代价获得最优解答。

Prathap 等[13]曾对文献[1]提出的单元进行测试指



 工    程    力    学                                         21 

 

出：以广义协调条件构造的单元结果是在真实解

上、下波动的。这与经典协调元得到的下限解(有
界性)不同，这点需要注意。Liu 等[24―25]曾联合应

用基于最小势能原理的常规有限元(FEM，具有下
限解)与基于结点的应变光滑有限元(NS-FEM，具
有上限解)，并引入 0~1 区间上α调节因子来逼近
问题的精确解。虽然α 的取值形式与本文罚因子
β 相似，但由于广义协调条件构造的单元使解的
有界性丧失，构造根据问题性质进行自适应调整的

算法还需进一步研究。 
表 5  单元特征分析列表 

Table 5  List of element eigenvalue analysis 

阶数 Q4 
AQGβ6-I 
(β任意) 

特征振形 说明 

1~3 0.0000 0.0000 
 
刚体位移特征 

4、5 0.5769 0.3663 
 

弯曲特征 

6、7 0.7692 0.7692 
 

常应变特征 
(拉、压、剪切) 

8 1.9231 1.9231 
 

常应变特征 
(等向扩展、收缩) 

6  结论 

文献[1]基于面积坐标和广义协调方法建立了
平面四节点四边形广义协调单元，具有网格畸变不

敏感的优良性能，但无法通过强分片检验。本文在

此基础上通过 λB -投影技术并引入 0~1 区间上可
连续变化的罚参数因子 β ，建立了具有统一格式

的参变量单元 AQGβ6-I。通过 4 组数值算例测试
了单元性能，并将计算结果与许多著名单元对比表

明： 0β = 时，单元退化为原始格式，具有原始单

元的全部优良性能； 1β = 时，单元可以精确通过

强分片检验，此时性能与许多著名单元基本相当，

显著优于传统 Q4 单元； 0.5β = 时，单元兼具较

好的抗网格畸变能力和收敛速度。 
本文所构造的单元 AQGβ6-I 不仅具有优良的

固体单元品质，还具有相当的灵活性(通过参变量 β
调节)。单元的构造方式对缓解一个有限元难题(通
过常应力/应变分片检验的四结点单元在弯曲问题
中表现欠佳，而在弯曲问题中表现非常好的单元无

法通过强分片检验)提供了有益思路。如何将复杂
有限元模型中不同位置处、不同条件下的单元根据

问题性质调整 β取值(取为 0~1区间上的连续变化

值)，构成一种自适应算法，用不大的代价获得最
优解答是下一步的工作重点。 
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