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非完全粘结下饱和土中桩扭转振动的解析解 
闻敏杰 1,2，徐金明 2 

(1. 嘉兴职业技术学院生物与环境分院，浙江，嘉兴 314036；2. 上海大学土木系，上海 200072) 

摘  要：采用解析方法研究了桩土界面非完全粘结条件下饱和土中端承桩的扭转振动问题。利用 Kelvin模型模拟

饱和土层和端承桩接触面的相对滑移，与以往桩土界面连续性模型进行了对比。根据 Biot波动原理，采用 Novak

薄层法推导了饱和土层对扭转振动桩的动力阻抗。将端承桩等效为 Euler-Bernoulli杆模型，给出了桩顶动刚度因

子和等效阻尼随激励频率的响应。通过算例分析了相对滑移和连续性两种模型条件下桩顶刚度因子和等效阻尼的

差异。结果表明：当外荷载激励频率较大时，完全粘结条件下桩顶动刚度和动阻尼的振幅小于滑移条件下桩顶动

刚度和动阻尼的振幅。因此，采用非完全粘结条件模拟桩土接触面更为合理。 
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ANALYTICAL SOLUTION FOR TORSIONAL VIBRATION OF A PILE IN 
SATURATED SOIL CONSIDERING IMPERFECT CONTACT 

WEN Min-jie1,2 , XU Jin-ming2 
(1. Department of Biological and Engviromental Engineering , Jiaxing Vocational Technical College, Jiaxing, Zhejiang 314036, China; 

2. Department of Civil Engineering, Shanghai University, Shanghai 200072, China) 

Abstract:  Using analytical method, the problem for torsional vibration of end-bearing pile in saturated soil is 
studied under the imperfect contact between pile and soil. The imperfect contact of saturated soil layer and 
end-bearing pile is described by Kelvin model, which is compared with the previous continuity model. Based on 
Boit’s theory, the dynamic impedance of the saturated soil to torsional vibration of the pile is obtained by Novak’s 
layer method. The end-bearing pile is treated as Euler-Bernoulli rod mode. The responses of dynamic stiffness 
factor and equivalent damping of pile top against the frequency are shown in figures. The differences for stiffness 
factor and equivalent damping at the pile top between imperfect contact and continuity model are analyzed by 
numerical method. It is shown that when the exciting frequency is large, the vibration amplitude of dynamic 
stiffness and damping at the pile top under the perfect condition is smaller than it under the imperfect contact. 
Therefore, it is more reasonable for simulating the contact surface with imperfect contact.  
Key words:  saturated soil; end-bearing pile; imperfect contact; contact surface; torsional vibration; analytical 

solution 
 

桩基具有承载力高、强度大、耐久性好等优点，

被广泛的用于高层建筑、道路桥梁、动力机器基础

等工程项目的基础工程中[1]。近年来，桩土接触面

条件一直是桩基振动理论中研究的热点之一。以往

采用的桩土间连续性模型未考虑两者间的相对滑

移，这样会夸大土体对桩身的约束作用，而实际情

况桩土之间的位移不可能完全一致，已有研究者发

现在基础动力分析中采用桩侧滑移模型更符合实

际工程[2―3]。 
目前，国内外学者对桩基扭转振动分析进行了
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深入研究。Novak和 Howell[4]假设桩的环向位移与

轴向无关，采用平面应变模型研究了桩基扭转的动

力响应；Tham等[5]采用 FEM-BEM方法研究了半空
间土层中单桩的扭转动力分析，提出了剪切模量比

是影响桩动力行为的关键参数；刘东甲等 [6]采用

Laplace变换和传递矩阵，得到了桩顶任意点扭转振
动速度的频率响应函数和频率域的表达式，并给出

了层状土中多缺陷桩顶扭转响应解答；柯宅邦等[7]

建立了非完整桩的数值计算模型，并利用有限差分

法得到了缺陷桩扭转振动的理论曲线；王海东等[8]

采用 Novak薄层法，通过传递矩阵法得到了粘弹性
地基中端承桩扭转的动力阻抗。然而，土体在动荷

载下的变形问题极其复杂，且天然土常以软粘土形

式存在，因此以饱和土模型来研究更为合理[9―11]。

Militano和Rajapakse[12]研究了成层饱和土中端承桩

扭转和纵向振动的瞬态动力响应；Wang Guocai  
等[13]通过积分变换法和 Muki 法研究了简谐扭转荷
载作用下半空间饱和土中单桩的扭转振动；Wang 
Kuihua等[14]将端承桩视为一维弹性杆件，研究了横

观各向同性饱和土中单桩的扭转振动，得到了桩顶

的动力复刚度以及时域表达式。 
虽然连续介质模型在一定条件下可较精确地

揭示桩土间的相互作用机理，但高估土体对桩身的

作用力。本文采用 Kelvin模型模拟饱和土层和端承
桩接触面的相对滑移，在频率域内研究了饱和土中

端承桩扭转振动问题。通过与连续介质模型对比及

数值算例分析，证明了该相对滑移模型的合理性。 

1  数学模型与基本假定 

如图 1所示，在厚度为H 的饱和土中有一半径
为 R的弹性端承等截面圆柱桩，其转动惯量为 PJ ，
剪切模量为 PG ，体密度为 Pρ 。将桩等效为 Euler- 

Bernoulli杆模型，其顶部( 0z = )处承受扭转简谐激
振力 i( ) e tT t T ω= ，其中ω为圆频率， 2i 1= − 。假设

桩周围土为单层饱和多孔介质，土骨架的剪切模量

为 SG ，总密度为 T S F(1 )n nρ ρ ρ= − + ，其中 Sρ 、 Fρ

分别为土颗粒和流体的密度，孔隙率为 n，流固相
互作用系数为 0 d/b kη= ， 0η 、 dk 分别表示流体粘
滞系数和动力渗透系数。另设桩土间不完全粘结，

即存在相对位移。桩周土对桩侧身有单位面积的环

向摩擦阻力 ( )f z 。假定桩底为刚性基础，饱和土层
和桩在扭转振动过程中均为小变形。 

 

 
图 1  桩土扭转振动模型 

Fig.1  Model for torsional vibration of pile and soil  

2  桩土界面模型 
2.1  相对滑移模型 
采用开尔文(Kelvin)模型模拟饱和土层和端承

桩界面( r R= )的相对滑移，即用线性弹簧和线性阻
尼器模拟[15]，则在 r R= 处土体的剪应力 rθτ 等于桩

侧摩擦阻力 ( )f z ： 
( ),r f z r Rθτ = =            (1) 

根据 Kelvin模型的定义，在 r R= 处存在如下关系： 

f f( ) ,wf z k w c r R
t

∂∆
= ∆ + =

∂
    (2) 

式中： ( )w R uθϕ∆ = − 表示桩土相对滑移位移；ϕ为
桩身扭转转角振幅；uθ 为环向位移。 fk 、 fc 分别
表示桩土接触面的动刚度和动阻尼系数。 
2.2  连续介质模型 
在扭转振动过程中，桩土间完全接触，即满足

桩土接触面的位移、应力连续[4―14]，则： 

r Ru Rθ ϕ= =              (3) 

从式(1)~式(3)看出，相对滑移模型和连续介质
模型存在很大差异，相对滑移模型时饱和土层的动

力阻抗是由动刚度和动阻尼系数来决定的，而连续

介质模型取决于土层的环向位移。 

3  饱和土层控制方程及求解 

3.1  控制方程 
不计重力，考虑土骨架和孔隙水压缩性，根据

Biot 理论 [16―17]，饱和土层的动力响应控制方程   
为[18]： 

2 2
2 T F

S 2 2 2
1 u wG u
r t t

θ θ
θ ρ ρ

∂ ∂ ∇ − = +  ∂ ∂ 
    (4) 

2 2F
F

2 2 0w u wb
t nt t
θ θ θρ

ρ
∂ ∂ ∂

+ + =
∂ ∂ ∂

         (5) 

其中： 2 2 2 2 2/ / /r r r z∇ = ∂ ∂ + ∂ ∂ + ∂ ∂ 为 Laplace算
子；wθ 为孔隙流体相对于土骨架的环向位移。 
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3.2  桩土耦合问题求解 
采用三维模型的解析方法研究饱和土中桩的

振动特性具有较大困难，在控制方程解耦方面较为

繁琐，难以得到其解析解。为此，Novak薄层法得
到了广泛的应用[19]。若饱和土层的变形满足 Novak
薄层法的平面应变假定，即物理量u wθ θ、 与纵向坐

标 z无关，有： 

0u w
z z
θ θ∂ ∂

= =
∂ ∂

             (6) 

将式(6)代入式(4)、式(5)可简化为： 
2 2

T F
s 2 2

2 2F
F

2 2 0

u u u wG
r r r t t

w u wb
t nt t

θ θ θ θ

θ θ θ

ρ ρ

ρ
ρ

 ∂ ∂ ∂∂  + = +  ∂ ∂ ∂ ∂  


∂ ∂ ∂ + + = ∂ ∂ ∂

  (7) 

对于稳态振动，令土层扭转振幅 ie tu RU ω
θ θ= ，

ie tw RW ω
θ θ= ，且引入无量纲变量和参数： 

S S
S T, , ,Gr R V

R V
ω

η λ
ρ

= = =  

F
FT

TT
S

,Rbb
G

ρ
ρ

ρρ
= =             (8) 

将式(8)代入式(7)得： 

2 FT 2

FT
FT 2 2

dd 0
d d

i 0

U U U W

b W U W
n

θ θ
θ θ

θ θ θ

λ ρ λ
η η η

ρ
λ ρ λ λ

  
+ + + =    

 − − =

 (9) 

将式(9)中第二式代入第一式得： 

2dd 0
d d

U U q Uθ θ
θη η η

 
+ − = 

 
       (10) 

式中，
( )2FT 2

2 2
FT 2i

q
b n

ρ λ
λ

λ ρ λ

 
 = − + −
  

。 

非齐次方程式(10)易解得： 
1 1( ) ( )U AK q BI qθ η η= +        (11) 

式中， ,A B为待定系数，可通过桩土边界条件求得。
1( )I x 和 1( )K x 分别为 1 阶第一类和第二类变形

Bessel函数。 
根据 Bessel 函数的渐近性质，为满足 ,r → ∞  

0Uθ → ，有 0B = ，则式(11)化为： 

1( )U AK qθ η=             (12) 
在桩土接触面( 1η = )处土体的剪应力为： 

i i
s 1 S 0

d e ( )e
d

t t
r

U UG G qK q Aω ωθ θ
θ ητ

η η =
 

= − = − 
 

(13) 

4  饱和土层中端承桩的扭转振动 

将端承桩等效为一维 Euler-Bernoulli杆模型，
在谐调扭转激振力 ie tT ω 作用下，取桩身微元体进行

动力平衡分析，得到桩的运动方程为： 
2 2

2 p
p p p2 2

( ) ( )2π ( )z zG J R f z J
z t

ϕ ϕ
ρ

∂ ∂
+ =

∂ ∂
  (14) 

对于稳态振动，有： 
i i ie , ( ) ( )e , et t tw R W z u RUω ω ω

θ θϕ ϕ δ∆ = ∆ = = ， 

并引入无量纲变量和参数： 
pT p T

ps p s/ , / , / ,G G G z Rδ ρ ρ ρ= = =  

sf f
f f T

s

, Gk ck c
G R ρ

= =                 (15) 

式(14)可化为： 
2 pT 2

ps
02

d 2 ( )
2 2d

G
AqK qϕ ρ λ

ϕ
δ

− = −     (16) 

5  桩顶动力复刚度求解 

5.1  界面相对滑移问题 
为了确定待定系数 A的表达式，将式(1)、式(2)

代入式(13)，得： 
f f

f f 1 0

( i )
( i ) ( ) ( )

k cA
k c K q qK q

λ ϕ
λ

+
=

+ −
      (17) 

将式(17)代入式(16)，得： 
2

2
2

d ( ) ( ) 0
d
ϕ δ

β ϕ δ
δ

− =         (18) 

其中：

pT 2

2

ps

12
2

/ 2G

χ ρ λ
β

−
= ， 

f f 0

f f 1 0

( i ) ( )
( i ) ( ) ( )

c k qK q
c k K q qK q

λ
χ

λ
+

=
+ −

。 

式(18)易解得： 

5 6( ) e eC Cβδ βδϕ δ −= +          (19) 

由桩顶和桩底满足边界条件： 

0
p p

( )0,z H z
T t

z G J
ϕ

ϕ = =
∂ −

= =
∂

       (20) 

可得： 

5 6
*

5 6
ps

e e 0C C

TC C
G

βθ βθ

β β

− + =

 − = −


          (21) 

式中： *
3

s

2 ( )
π

T tT
R G

= ； /H Rθ = 为桩的长径比。 
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由式(21)解得待定系数 5 6C C、 的表达式为： 
* 2

5 2
s

*

6 2
s

e
(1 e )

(1 e )

TC
G

TC
G

βθ

βθ

βθ

β

β

−

−

−

 −
= +


 = +

             (22) 

将式(22)代入式(19)可得扭转转角振幅为： 
*

2
2

ps

( ) (e e e )
(1 e )
T

G
βθ βδ βδ

βθϕ δ
β

− −
−= − −

+
  (23) 

由此可得桩顶动力复刚度为： 
2

ps
d d3 2

s

(1 e )2
π 1 e

G
K K

R G

βθ

βθ

β −

−

+
= =

−
     (24) 

5.2  界面连续性问题 
将式(3)代入式(13)求得待定系数 A的表达式

为： 

1( )
A

K q
ϕ

=               (25) 

由式(17)和式(25)比较看出，两种接触面模型对
桩顶扭转动力复刚度的影响存在较大差异，在下面

数值算例和图形对比中作具体分析。 
将式(25)代入式(16)即可得到桩顶扭转的动力

复刚度，限于篇幅，略去具体表达式，详见文献[19]
中桩顶复刚度求解部分。 

6  饱和土问题的退化解 

当饱和土体中流体密度 F 0ρ = ，土体中不含流

体，退化为一般理想弹性介质，即土体的运动方程

变为： 
2

2 S
s 2 2

1 uG u
r t

θ
θ ρ

∂ ∇ − =  ∂ 
       (26) 

再利用边界条件式(25)，可求得待定系数 A表
达式。此时，有： 

PS 2
2 2 2 0

ps 1 ps

4 ( ),
( )

K q qq
G K q G

ρ λ
λ β= − = −   (27) 

由此，可求解得到的结果与文献[4]的解答完全
一致。 

7  数值算例及图形分析 

为考察桩顶动刚度随频率的变化规律，记饱和

土层中桩的静态刚度为 0K ，即 0 d0
lim Re( )K K
ω→

= ，

定义 d 0Re( ) /K K K= 和 dIm( ) /Kξ λ= 分别为动刚

度因子和等效阻尼[20]，其中，λ为无量纲频率。参 

 
数取值为[3,19]： 

pT/ 10, 10, 1.5, 0.4H R b nρ= = = =  
FT

p s f f0.5, / 500, 10, 100G G c kρ = = = =  (28) 

7.1  对比分析 
首先，讨论相对滑移和连续性两种模型条件下

桩顶扭转动刚度因子 K 和等效阻尼ξ 随无量纲频

率λ变化的差异。 
图 2反映了桩土间完全黏结和相对滑移条件下

桩顶动态刚度因子 K 和等效阻尼ξ 随无量纲频率

λ的变化。可见，桩土接触面条件对复刚度有较大
影响，当外荷载激励频率较小时，两种接触面条件

下桩顶动力复刚度无明显差异；而当外荷载激励频

率较大时，完全粘结条件下桩顶动刚度和动阻尼的

振幅小于滑移条件下桩顶动刚度和动阻尼的振幅。

这说明桩土连续条件时高估了土体对桩身的约束

力，在高频时并不安全。因此，采用相对滑移模型

更贴近实际工程。 
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图 2  连续性与滑移模型条件下桩顶动力复刚度的对比 
Fig.2  Comparison of dynamic complex stiffness at pile top 

between continuity and imperfect contact model 

再次，考察饱和土模型和单相土模型条件下桩

顶扭转动刚度因子 K 和等效阻尼ξ 随无量纲频率

λ变化的差异。文献[4]假定桩土间位移和应力连
续，采用平面应变模型研究了单相土中端承桩的扭

转振动，得到了扭转简谐激振力作用下桩顶动力复

刚度的解析表达式。与本文的区别：① 本文考虑
了孔隙流体和土骨架的相互作用，将土体视为流固

两相耦合介质。而文献[4]将土体视为一般理论弹性
介质；② 文献[4]考虑了土体的粘性，而本文未考
虑；③ 本文采用桩土相对滑移模型描述接触面，
而文献[4]采用连续介质模型。图 3将文献[4]与本文
退化后的计算结果作对比分析，反映了桩顶动力复

刚度随无量纲频率的变化曲线。可见，将本文的计

算结果进行退化后与文献[4]完全一致。为此，证明
了计算结果的精确性。 
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图 3  退化后的本文结果与文献[4]作对比 
Fig.3  Comparison of results for this paper and Ref [4] 

7.2  参数分析 
考察了长径比 /H Rθ = 、模量比 psG =  

p s/G G 、流固相互作用系数b 对桩顶动态刚度因子
K 和等效阻尼ξ 的影响。 

按式(28)的参数取值，图 4 反映了桩的长径比
/H R变化分别对桩顶刚度因子 K 和等效阻尼 ξ

的影响。可见，随着长径比 /H R的增加，刚度因
子K 和等效阻尼ξ 都明显减小，相应的振荡幅度和
波长减小。也就是说，对于细长桩而言，桩顶复刚

度的振动幅值远小于大直径桩的振动幅值；对于大

直径桩，系统的共振效应明显要强。 
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图 4  长径比 H/R对桩顶动力复刚度的影响 
Fig.4  Influence of length-diameter H/R on dynamic complex 

stiffness at pile top 

按式(28)参数取值，图 5 反映了流固相互作用
系数 b 变化对桩顶动刚度因子 K 与等效阻尼ξ 的

影响。可见，流固相互作用系数b 对刚度因子和等
效阻尼的影响较小，随着b 的增加，动刚度因子和
等效阻尼的振幅略有减小。当 510b = 和 1010b =
时，动刚度因子K 与等效阻尼ξ 的幅值几乎没有变

化，这是因为饱和土体已近似一个封闭系统，流固

两相的相对运动减弱，导致土体的阻尼减小引   
起的。 
按式 (28)参数取值，图 6 表示桩土模量比

ps p s/G G G= 变化对桩顶动刚度因子 K 与等效阻
尼ξ 的影响。随着桩土模量比 p s/G G 的增加，振荡

幅度和波长也逐渐大。这里表明当桩的刚度不变，

土体越软时，桩土系统的相对刚度和阻尼越大；当

土体的硬度不变，桩的刚度越大时，桩土系统的共

振效应增强。 
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图 5  流固相互作用系数 b对桩顶动力复刚度的影响 
Fig.5  Influence of fluid-solid interaction coefficient b on 

dynamic complex stiffness at pile top 
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图 6  模量比 Gps对桩顶动力复刚度的影响 
Fig.6  Influence of modulus ratio Gps on dynamic complex 

stiffness at pile top 

8  结论 

考虑桩土间的相对滑移，在频率域内研究了扭

转简谐激振力作用下饱和土中端承桩的扭转振动

特性，考察了桩土参数对桩顶动力复刚度的影响，

得到了如下结论： 
(1) 当外荷载激振频率较小时，接触面连续性

和相对滑移模型两种条件下桩顶动力复刚度差异

较小；当激励频率较大时，完全粘结条件下桩顶动

刚度和动阻尼的振幅小于滑移条件下的振幅。 
(2) 随着长径比 /H R的增加，刚度因子K 和

等效阻尼ξ 都明显减小，相应的振荡幅度和波长减

小。也就是说，对于细长桩而言，桩顶复刚度的振

动幅值远小于大直径桩的振动幅值；对于大直径

桩，系统的共振效应明显要强。 
(3) 随着流固相互作用系数b 的增加，动刚度

因子和等效阻尼的振幅略有减小。当 510b = 和
1010b = 时，动刚度因子 K 与等效阻尼ξ 的幅值几

乎没有变化。 
(4) 随着桩土模量比 p s/G G 的增加，振荡幅度

和波长也逐渐大。 
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