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摘  要：针对实际工程中遇到的斜坡边界下圆形孔扩张问题，提出了相应的计算方法。在考虑坡体自重应力的情

况下，通过坐标变换将其转为水平边界半无限体中圆孔扩张，采用复变函数共形映射的方法得到应力解析。当圆

形孔埋置较深时，将问题简化为无限体中圆孔的扩张，通过弹性力学的基本叠加得到最终应力解答。以一斜坡边

界下圆形孔洞扩张为例，求解了圆孔周围径向正应力 rσ 、环向正应力 ϕσ 与切应力 rϕτ 的分布。计算结果表明：斜

坡倾角对坡体中应力分布影响显著，某点应力随距圆心距离的增大而减小，超过约 4倍圆孔半径远处逐渐趋于稳

定，其值接近于初始地应力场。当圆孔为深埋的情况时，与简化为无限平面的情况进行了对比，两种方法计算结

果接近，距圆心 2.5R 远处岩体径向正应力 rσ 和环向正应力 ϕσ 均为负值，而切应力 rϕτ 正负值间隔分布，各应力

极值分布与斜坡倾向呈一定的相关性。 
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ELASTIC STRESS ANALYSIS OF CIRCULAR CAVITY EXPANSION 
UNDER A SLOPE 
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Abstract:  This paper presents methods for calculating circular cavity expansion under a slope. The slope 
boundary is turned to be horizontal with a coordinate transformation technique. Using the complex variable 
method and mapping the hole and half-plane to a circular ring offer an analytical solution for stress, considering 
the initial gravity stress. When the circular cavity is deep enough, the influence of the ground surface is ignored 
and the problem is simplified as cavity expansion in an infinite space. Then, the solutions are attained by 
superposition of results from stress components. The radial stress, σr, hoop stress, σφ and shear stress, τrφ, are 
analyzed and the results show that the stresses at a certain point in a slope are affected by the slope dip and the 
distance from the cavity center. Specifically, with a distance from the cavity center greater than 4 times the cavity 
radius R, the stress caused by a cavity at a point can be safely neglected, which means the final value is close to 
original gravity stresses. Meanwhile, results calculated by superposition method for the deep cavity agree with 
those from complex variables method. At a point, specifically a distance of 2.5R from the cavity center, values of 
σr and σφ are all negative. However, the positive and negative values of τrφ are cross distributed. The distribution of 
stress extremum is related to the slope dip. 
Key words:  slope boundary; cavity expansion; complex theory; superposition principle; stress analysis 
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随着基础建设的发展和土地资源利用空间的

拓宽，实际中越来越多地遇到斜坡边界下压力隧道

运营[1]或顶管掘进[2]等较复杂地形条件下工程作业

的情况。以上问题一定程度上可简化为倾斜坡体中

圆孔的扩张。传统的 Vesic 圆孔扩张理论[3]基于平

面应变轴对称假设，求解简单而应用广泛。Wang[4]

根据圆孔扩张理论，采用 Hoek-Brown 破坏准则对
水工压力隧道围岩应力和应变作了分析，并与

Mohr-Coulomb 强度准则下的解答进行了比较。范
文等[5]基于圆孔扩张理论，在考虑岩土材料的软化

和剪胀特性的情况下，对有压隧洞围岩内应力、应

变、位移及所承受的最大压力进行了求解。万敏  
等[6]研究一种新的隧道暗挖施工方法—管幕箱涵顶
进工法时，采用圆孔扩张理论分析了箱涵前方探头

挤土时的应力状态。同时，上述扩孔理论还能进一

步分析材料发生大变形的情况以及中主应力对扩

孔过程的影响[7―8]；然而该法多用于无限平面问题

的求解，考虑半无限平面的边界条件影响时存在困

难。Verruijt[9―10]考虑到复变函数解决平面上孔口问

题的优势，将其引入半无限平面的圆孔扩张分析

中，使得边界问题得到了很好的解决。晏莉等[11]

在 Verruijt 解答的基础上，对双孔平行有压隧道围
岩应力和位移进行了讨论。文献[9―11]分析了地面
自由应力边界对扩孔的影响，但为地面水平时的解

答，且没有考虑上覆自重应力的影响。由于斜坡边

界位移和应力的非轴对称性，使得下圆孔扩张问题

变得复杂。斜坡边界条件下难以直接应用。 
基于此，本文从目前工程施工中面临的实际问

题出发，分析了斜坡边界条件下考虑坡体自重应力

的圆形孔扩张问题。采用复变函数方法，通过保角

映射手段对圆孔周围的应力进行了求解；随着圆孔

埋深的增加，距圆孔一定远处受到的扰动变得很

小，故该情况下可将问题视为无限体圆孔扩张问题

进行处理，以避免繁杂的运算。通过算例分析了斜

坡中圆孔扩张引起的应力变化，同时在深埋圆孔的

情况下对复变函数方法和简化后的方法进行了对

比分析，为复杂地形条件下该类工程问题解决提供

理论依据。 

1  力学模型与基本假设 

斜坡边界条件下圆形孔洞的扩张问题，在 Z0

平面如图 1所示。斜坡边界为应力自由边界，倾角
为 θ，重度为 γ；圆孔半径为 R，斜坡表面到圆心的

距离为 h，到圆周最近距离为 d；t为作用在孔壁上
的扩孔压力。x0-y0 坐标系为水平-竖直坐标系，x-y
坐标系中 x 轴与斜面平行，y 轴与斜面垂直。模型
的基本假定：① 坡体为均质、各向同性的线弹性
体；② 坡体变形为小变形。 
自重作用下初始应力场为[12]： 

0

2tan cos
1x y ν

σ γ θ θ
ν

 = + − 
 

0
cosy yσ γ θ= ， 

0 0
sinx y yτ γ θ= 。                     (1) 

式中： γ 为岩土体重度；ν 为泊松比；θ 为斜坡    

倾角。 

 
图 1  斜坡边界条件下圆孔扩张的计算模型 

Fig.1  Calculation model for a round cavity under a slope 

2  求解过程 

2.1  模型的转换 
为了考虑斜坡自由边界对扩孔问题的影响，本

文采用复变函数法对该问题进行弹性解析。将图 1
按顺时针旋转 θ°，得到水平边界下圆形孔扩张的力
学模型，如图 2所示。首先求解水平边界半无限平
面(Z平面)中圆孔扩张的问题。 

d

 
图 2  坐标旋转后的计算模型 

Fig.2  Calculation model after coordinate transformation 

式(1)给出了倾斜地表下的初始地应力场，经过
坐标旋转后，水平边界下圆孔附近的初始地应力为

0 0 0( , , )x y xyσ σ τ ，其中： 

0 2 34tan cos
1x y ν

σ γ θ θ
ν

 = + − 
， 
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0 2 2tan 3 sin 1 cos
1y y ν

σ γ θ θ θ
ν

  = + − +  −  
， 

0 22cos2 cos sin
1xy y ν

τ γ θ θ θ
ν

 = − − 
。   (2) 

2.2  水平边界下的解答 
根据复变函数理论，通过共形映射将半无限 Z

平面转换为ζ 平面的圆环区域(由 | |ζ α= 和 | | 1ζ =
两个圆周围起来的 χ区域，其中 1α < ，如图 3 所
示)。Z平面的原点 A和无穷原点 B分别对应于ζ 平
面内 1ζ = − 和 1ζ = 的点。Z 平面上的直线 0y = 和

圆 2 2 2( )x y h R+ + = 分别对应 ζ 平面内的单位圆
| | 1ζ = 和圆 | |ζ α= 。 

1

η

χ
α

A′ B′ ξ

iζ ζ η= +
ζ平面

 
图 3  共形映射后的区域 

Fig.3  Region after conformal mapping function 

Mobius共形映射公式为[10]： 
2

2
1 1( ) i

11
z h α ζ

ω ζ
ζα

− +
= = −

−+
         (3) 

式中： h为孔洞中心的深度；α是由圆孔半径R和
埋深 h的比值 ( / )R h 定义的一个参数。若 1α → ，

则上覆岩土体的厚度很小；若 0α → ，则上覆岩土

体厚度很大；α值可由下式确定。 

2
2

1
R
h

α
α

=
+

              (4) 

求解 Z平面内各点的应力值，关键在于找到 R
内的解析函数 ( )zϕ 和 ( )zψ 。由于映射函数 ( )ω ζ 在
圆环 χ区域内处处解析，则 Z 区域内的解析函数

( )zϕ 和 ( )zψ 可视为ζ 的函数，且 ( )ϕ ζ 和 ( )ψ ζ 在

ζ 平面的圆环 χ区域内处处解析，结合式(1)，有： 
( ) [ ( )] ( )zϕ ϕ ω ζ ϕ ζ= =            (5) 
( ) [ ( )] ( )zψ ψ ω ζ ψ ζ= =            (6) 

此时地表和圆孔应力以及应力边界条件可由

复数函数表示为[9]： 
( )4Re
( )x y

ϕ ζ
σ σ

ω ζ
′ + =  ′ 

                      (7) 

2 ( )2i ( ) ( )
( ) ( )y x xy

ϕ ζ
σ σ τ ω ζ ψ ζ

ω ζ ω ζ

 ′′   ′− + = +  ′ ′   
 (8) 

0, | | 1( )( ) ( ) ( )
( ) , | |( ) F C

ζω ζ
ϕ ζ ϕ ζ ψ ζ

ζ ζ αω ζ

=′+ + =  + =′ 
 

(9) 
根据图 2，圆孔内边界 S上力表示为： 

0
1 2( ) i ( i )d

s
x ys

F S F F i t t s= + = +∫       (10) 

x
xt t
r

= ，  y
y ht t

r
+

=              (11) 

其中： 0S 为边界上任意一点； r为半径； t为扩孔
压力。 
考虑初始地应力 0 0 0( , , )x y xyσ σ τ 的情况下， ( )ϕ ζ

和 ( )ψ ζ 可表示为： 

0
1( ) ( i ) ln ( ) ( )
8π

X Y Bν
ϕ ζ ζ ω ζ ϕ ζ

+
= + + +     (12) 

0
3( ) ( i ) ln ( i ) ( ) ( )
8π

X Y B Cν
ψ ζ ζ ω ζ ψ ζ

− ′ ′= − + + +  

(13) 
式中，X、Y为圆孔整个内边界沿 x和 y方向的面力
之和，由于为平衡力系，故 0X Y= = ； 0 ( )ϕ ζ 、

0 ( )ψ ζ 为单位圆外(包括无穷远点)的解析函数，根

据 Verruijt[9]，将其展开为罗伦级数形式： 

0
0 1

( ) k k
k k

k k
a bϕ ζ ζ ζ

∞ ∞
−

= =

= +∑ ∑          (14) 

0
0 1

( ) k k
k k

k k
c dψ ζ ζ ζ

∞ ∞
−

= =

= +∑ ∑          (15) 

B、 B′、C′为初始地应力参数，表示为： 
0 01 ( )

4 x yB σ σ= +                    (16) 

0 0 01i [( ) 2i ]
2 y x xyB C σ σ τ′ ′+ = − +        (17) 

在ζ 平面内半径为 ρ的圆周上，有ζ ρσ= ，

其中 exp(i )σ θ= ，且 1ζ ρσ −= ，结合式(3)，可得： 
2

2
( ) 1 (1 )( )

2 (1 )( )
ω ζ ρσ σ ρ

σ ρσω ζ
+ −

= −
′ −

      (18) 

地表边界映射到ζ 平面上时，对应的是 1ρ = 的
圆周，有ζ σ= ，则： 

2( ) 1 (1 )
2( )

ω ζ
σ

ω ζ
−= −

′
          (19) 

圆孔映射后对应ζ 平面上 ρ α= 的圆周，此时

ζ ασ= ，则： 
2 2 1 2 2( ) (1 2 ) (2 )

2(1 )( )
ω ζ ασ α α α σ α σ

ασω ζ

− −− − − + − −
=

′ −
 

(20) 
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考虑圆孔周边受到均布的径向应力 t，经变换，
ρ α= 的圆周应力边界条件可表示为： 

2
2i [ (1 )]

(1 )(1 )
thF iα

α σ ασ
α ασ

= − + −
+ −

  (21) 

将式(14)、式(15)分别代入式(12)、式(13)，结
合式(21)，根据边界条件(式(9))，可以确定 0 ( )ϕ ζ 、

0 ( )ψ ζ ；由于初始地应力已知，将 0 ( )ϕ ζ 、 0 ( )ψ ζ 及

系数B、B′、C′代入式(12)、式(13)可得到 ( )ϕ ζ 和
( )ψ ζ ，进而由式(7)~式(8)可求得应力分量。 

2.3  斜坡边界下的解 
xσ 、 yσ 和 xyτ 为 -x y坐标系(图 2)下的应力分

量，经过图 4 所示的坐标变换，可得到 0 0-x y 坐标
系(图 1)下的应力分量。其变换式为： 

0
2 2cos sin 2 cos sinx y xyxσ σ θ σ θ τ θ θ= + − ， 

0
2 2sin cos 2 cos sinx y xyyσ σ θ σ θ τ θ θ= + + ， 

0 0
2 2( )cos sin (cos sin )x y xyx yτ σ σ θ θ τ θ θ= − + − 。 

(22) 
y 0y

0y
σ

0 0y x
τ

x

0x

yσyxτθ
xyτ

xσ

 
图 4  坐标变换 

Fig.4  Coordinate transformation 

3  求解方法讨论 

上述方法能够在考虑斜坡边界影响的情况下，

对坡体中由于圆形孔洞扩张引起的应力场进行求

解。同时，式(4)中α的大小能够反映圆形孔上覆岩
土体的厚度，即圆孔的埋深；表明该方法适用于求

解不同埋置深度下的圆孔扩张问题。当圆孔埋置深

度与孔径的比值( 0 / 4h R≥ )时，由于距圆孔一定远

处受扰动很小，将该类问题简化为无限体中圆孔的

扩张[2,13]。 
斜坡体中圆形孔埋置较深时，其所受的初始地

应力(式(1))可作如图 5(a)所示的等效处理。基于坡
体线弹性的假定，可将正应力、剪应力与扩孔压力

所引起的应力变化分别求解，然后把计算结果进行

叠加(见图 5)。 
正应力和剪应力的共同作用下(图 5(b))，解得

的应力表达式为[12]： 

0yσ 0 0x yτ

0xσ

0 0x yτ 0yσ

R t
0xσ

0xσ

0yσ

R

0yσ

0xσ
0 0x yτ

0 0x yτ

t

 
(a)               (b)              (c) 

图 5  深埋圆孔扩张问题的受力分解 
Fig.5  Force decomposition of a deep-buried cavity 

0 0 0 0

2
(2)
r

1 1( ) 1 [( )
2 2x y y x

R
r

σ σ σ σ σ
  = + − − − ⋅  

  
 

0 0

2 4

cos2 2 sin 2 ] 1 4 3x y
R R
r r

ϕ τ ϕ
    − − +    

    
； 

0 0 0 0

2
(2) 1 1( ) 1 [( )

2 2x y y x
R
rϕσ σ σ σ σ

  = + + + − ⋅  
  

 

0 0

4

cos2 2 sin 2 ] 1 3x y
R
r

ϕ τ ϕ
  − +  

  
； 

0 0

(2)
r

1 ( )sin 2
2 x yϕτ σ σ ϕ= − +  

0 0

2 4

2 cos2 ] 1 2 3x y
R R
r r

τ ϕ
    + −    

    
      (23) 

式中：R为圆孔半径； r为坡体任意点与圆孔中心
的距离； rσ 为径向应力； ϕσ 为环向应力； rϕτ 为切

向应力；
0xσ 、

0yσ 和
0 0x yτ 为初始地应力(式(1))。当

只有圆孔扩张应力 t作用时(如图 5(c))，应力表达 
式为： 

2
(3)
r 2

tR
r

σ = ， 

2
(3)

2
tR
rϕσ = − ，                

(3)
r 0ϕτ = 。               (24) 

将图 5(b)和图 5(c)的解答进行叠加可得到   
图 5(a)状态下的解析表达式为： 

(1) (2) (3)
r r rσ σ σ= + ， 
(1) (2) (3)
ϕ ϕ ϕσ σ σ= + ，               
(1) (2) (3)
r r rϕ ϕ ϕτ τ τ= + 。            (25) 

4  算例及参数分析 
某岩质边坡下的圆形硐室，所受扩张压力 t= 

400kPa[14]；泊松比ν = 0.25，重度 r=27.5kN/m3。现

采用复变函数方法，通过共形映射的手段对硐室周

围的应力场进行求解。由式(1)和式(2)可知，本文计
算结果中拉应力为正，压应力为负。分别取斜坡倾
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角 θ为 0°、10°、20°、30°和 40°，分析斜坡边界对
应力场的影响。据图 6所示，当取ϕ = 45°时，倾角
θ 与应力之间呈近似线性变化。随着倾角的增大，
径向正应力 rσ 为压应力，其数值逐渐增大；环向正
应力 ϕσ 逐渐减小，当倾角增大到一定值时，该点可

能出现环向受拉的情况；而切应力 rϕτ 则出现正值。

由此可见，斜坡倾角对坡体中应力状态的影响显著。 

θ

rσ ϕσ rϕτ

2.5r R= 45ϕ = °  
图 6  某点应力随斜坡倾角的变化 

Fig.6  Stresses at a point for varying slope dips 

圆形孔洞周围有限远处岩体受扩张压力 t 与斜
坡重力场的共同作用，扩张压力引起的 rσ 为正值，

ϕσ 为负值，跟重力场应力叠加后呈图 7所示。应力
值随着距离 d的增加而减小，在距离圆心约 4倍半
径远处逐渐趋于稳定。 

rσ
ϕσ rϕτ

10θ = ° 45ϕ = °  
图 7  周围岩体应力随距离的变化 
Fig.7  Stresses for varying distances 

当圆心到斜坡距离 h/R=6时，为深埋圆孔扩张
问题，可将其简化为无限体情况下扩孔，以距圆心

2.5R远的坡体中各点为例，通过复变函数和弹性叠
加的两种方法进行求解，结果如图 8所示。图中实
线为按复变函数方法得到的解，虚线为弹性叠加法

的解答。两种方法求得的径向应力 rσ 、环向应力 ϕσ
及切应力 rϕτ 的应力值较为接近，一定程度上反映

了两种计算方法的可靠性。由图 8(a)可以看出，径
向正应力 rσ 为压应力，其极小值出现在ϕ值为 90°~ 
135°的方向上，这是由于该点距坡面的距离最近，
坡体自重应力在径向上的分量最小的缘故；极大值

出现在ϕ值为 225°~315°的方向上，是由该区域自
重应力增大所致；文献[12]中也有类似的结论。   
图 8(b)为环向正应力 ϕσ ，其极大值出现在ϕ = 315°
的方向上，近似垂直于斜坡的方向，而极小值近似

平行于坡面区域。由图 8(c)可见ϕ值为 0~90°及
180°~270°的范围内切应力 rϕτ 总体为负值，其余总

体为正值。 
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(a) 径向正应力 σr 

 
(b) 环向正应力 σφ 

 
(c) 切应力 τrφ 

 
图 8  两种方法计算结果对比 

Fig.8  Comparison of results of the two methods 
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5  结论 

(1) 假定坡体为均质、各向同性的弹性介质，
初始应力场为重力场，根据采用复变函数共形映射

以及坐标转换的方法求解倾斜坡体中圆形孔洞扩

张问题具有良好的可行性。 
(2) 对于深埋圆孔扩张情况可将其简化为无限

体中圆孔的扩张，分别求解各应力作用下的解答，

然后进行叠加，亦可得到与复变函数方法解答较为

吻合的结果。 
(3) 算例表明斜坡倾角的变化对岩体中应力值

变化有很大的影响。圆孔周围土体的应力随着距圆

心的距离的增大而减小,当圆心的距离超过 4 倍的
孔径时，应力趋于稳定，说明此时圆形孔洞扩张对

其影响已变得很小。距圆心 2.5R远处岩体径向正应
力 rσ 和环向正应力 ϕσ 均为负值，而切应力 rϕτ 正负

值呈交叉分布。同时， rσ 和 ϕσ 的极值与斜坡走向

呈一定的相关性。 
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