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　　摘　要：利用基于滑动Ｋｒｉｇｉｎｇ插值的无网格局部ＰｅｔｒｏｖＧａｌｅｒｋｉｎ（ＭＬＰＧ）法来求解二维结构动力问题，Ｈｅａｖｉｓｉｄｅ
分段函数作为局部弱形式的权函数并采用精细积分法来离散时间域。基于滑动Ｋｒｉｇｉｎｇ插值构造的形函数满足Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ
Ｄｅｌｔａ性质，因此可以直接施加本质边界条件。刚度矩阵形成过程中只涉及到边界积分，而没有涉及到区域积分和奇异积
分。计算结果表明：基于滑动Ｋｒｉｇｉｎｇ插值的ＭＬＰＧ法具有模拟简单、计算精度高等优点。
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　　结构的动力学计算是计算力学主要的研究内容之
一，也是工程师进行结构设计的重要基础。有限元

法［１］和边界元法［２］是处理这类问题比较有效的数值计

算方法，但是由于它们依赖于网格，因此在数值模拟过

程中会出现网格的重构现象，从而降低了求解效率。

无网格法是一种基于节点近似新的求解偏微分方

程边值问题的数值算法［３－４］，其将求解域只用节点离

散，因而在断裂力学、大变形等问题数值模拟时具有其

他基于网格数值算法无法比拟的优势。许多学者采用

不同方式的近似场函数对无网格法进行了研究，无网

格局部ＰｅｔｒｏｖＧａｌｅｒｋｉｎ（ＭＬＰＧ）法是由 Ａｔｌｕｒｉ等［５］提出

的，它是基于移动最小二乘（ＭｏｖｉｎｇＬｅａｓｔＳｑｕａｒｅｓ，
ＭＬＳ）和微分方程的局部弱形式产生的，这种方法无论
是构造近似函数，还是数值积分均不需要划分单元或

网格，因此是一种真正意义的无网格法，已经被用来求

解结构的动力问题［６－８］。但是这种无网格法采用移动

最小二乘法构造近似函数，在一些本质边界条件的施

加上存在困难，同时形函数也不满足 ＫｒｏｎｅｃｋｅｒＤｅｌｔａ
特性。许多方法已经被用来处理本质边界条件，例如：

Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子法［９］和罚函数法，然而 Ｌａｇｒａｎｇｅ乘子法
增加了未知量的个数，导致计算量增加，而罚函数法罚

因子大小的选取缺少理论依据。

为了克服这一困难，将滑动 Ｋｒｉｇｉｎｇ插值法引入到
无网格法中，可以明显提高无网格法的计算效率和精



度。与传统无网格法相比，Ｋｒｉｇｉｎｇ插值方法在形成形
函数时虽然用到局部支持域中的点，但是它用插值而

非拟合来求出其它点的值，因此具有精确的函数拟合

性质，这改变了无网格法形函数构造理论。由于滑动

Ｋｒｉｇｉｎｇ插值法所构造的形函数满足 ＫｒｏｎｅｃｋｅｒＤｅｌｔａ特
性，因此能直接准确施加本质边界条件，其计算代价明

显低于移动最小二乘无网格方法。Ｇｕ［１０］将滑动 Ｋｒｉｇ
ｉｎｇ插值与 ＥＦＧ（ＥｌｅｍｅｎｔＦｒｅｅＧａｌｅｒｋｉｎｍｅｔｈｏｄ）结合来
解决稳态热传导问题，Ｂｕｉ等［１１］用其来解决结构的动

力学问题。但是由于 ＥＦＧ法是基于全局弱形式产生
的，需要使用背景网格进行积分，计算量很大，因此将

滑动 Ｋｒｉｇｉｎｇ插值与 ＭＬＰＧ相结合更具有优势［１２－１４］。

Ｌａｍ等［１５］对其收敛性、稳定性、离散点布置方式等进行

了研究。Ｄａｉ等［１６］将ＲＰＩＭ和Ｋｒｉｇｉｎｇ插值无网格法进
行比较研究，并指出两种方法异同之处。

本文使用滑动Ｋｒｉｇｉｎｇ插值法来构造形函数，并与
无网格局部ＰｅｔｒｏｖＧａｌｅｒｋｉｎ法相结合，Ｈｅａｖｉｓｉｄｅ分段函
数作为局部弱形式的权函数并采用精细积分法来离散

时间域，从而推导相应的离散方程。将该方法用来求

解结构动力问题，通过两个数值算例来验证该方法的

有效性。

１　滑动Ｋｒｉｇｉｎｇ插值

Ｋｒｉｇｉｎｇ插值是以南非矿业工程师Ｄ．Ｇ．Ｋｒｉｇｉｎｇ名
字命名的一项实用空间估计技术，最先应用于地质数

学［１７］，本文采用滑动Ｋｒｉｇｉｎｇ插值来构造无网格法中的
形函数。设定义在问题域Ω及其边界Γ上的形函数为
ｕ（ｘ），问题域及边界通过Ｎ个场节点离散，在任意点 ｘ
的支持域内有 ｎ个场节点，该支持域被称为点 ｘ的插
值域。若已知节点的场函数值为 ｕ（ｘ１），…，ｕ（ｘｎ），点
ｘ处的近似函数可以通过滑动Ｋｒｉｇｉｎｇ插值［１０］来逼近：

ｕｈ（ｘ）＝［ｐＴ（ｘ）Ａ＋ｒＴ（ｘ）Ｂ］ｕ （１）
简写为：

ｕｈ（ｘ）＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｉ（ｘ）ｕｉ＝Φ（ｘ）ｕ （２）

其中：

ｕＴ ＝［ｕ（ｘ１），ｕ（ｘ２），…，ｕ（ｘｎ）］ （３）
形函数：

Φ（ｘ）＝ｐＴ（ｘ）Ａ＋ｒＴ（ｘ）Ｂ （４）

ｋ（ｘ）＝∑
ｍ

ｊ
ｐｊ（ｘ）Ａｊｋ＋∑

ｎ

ｉ
ｒｉ（ｘ）Ｂｉｋ （５）

式中：矩阵Ａ和Ｂ可由下式决定：
Ａ＝（ＰＴＲ－１Ｐ）－１ＰＴＲ－１ （６）
Ｂ＝Ｒ－１（Ｉ－ＰＡ） （７）

式中：Ｉ为ｎ×ｎ的单位矩阵，ｐ（ｘ）为：
ｐＴ（ｘ）＝［ｐ１（ｘ），ｐ２（ｘ），…，ｐｍ（ｘ）］ （８）

式中：ｐｊ（ｘ），为空间坐标ｘ
Ｔ＝［ｘ，ｙ］中的单项式，ｍ为多

项式基函数的个数。节点处基函数值形成的矩阵Ｐ为：

ＰＴ ＝

１ １ … １
ｘ１ ｘ２ … ｘｎ
   

ｐｍ（ｘ１） ｐｍ（ｘ２） … ｐｍ（ｘｎ











）ｍ×ｎ

（９）

矩阵Ｒ和矢量ｒ（ｘ）为：

Ｒ＝

１ Ｒ（ｘ１，ｘ２） … Ｒ（ｘ１，ｘｎ）

Ｒ（ｘ２，ｘ１） １ … Ｒ（ｘ２，ｘｎ）

   

Ｒ（ｘｎ，ｘ１） Ｒ（ｘｎ，ｘ２） …











１ ｎ×ｎ

（１０）

ｒＴ（ｘ）＝｛Ｒ（ｘ１，ｘ）　Ｒ（ｘ２，ｘ）　…　Ｒ（ｘｎ，ｘ）｝（１１）
其中：Ｒ为对角线为１的对称相关矩阵，Ｒ（ｘｉ，ｘｊ）为节
点ｘｉ和 ｘｊ之间的相关函数，这里我们取 Ｇａｕｓｓｉａｎ型
函数：

Ｒ（ｘｉ，ｘｊ）＝ｅ
－θｒ２ｉｊ （１２）

其中θ＞０为模型相关参数，ｒｉｊ＝ ｘｉ，ｘｊ。

２　结构动力问题的ＭＬＰＧ法

２１　控制方程的弱形式及其离散
设问题的求解域为 Ω，其边界为 Γ，结构动力问题

的平衡微分方程为：

σｉｊ，ｊ＋ｂｉ＝ρｕ
··

ｉ＋ｃｕ
·

ｉ （１３）
其中：σｉｊ为相对于位移场 ｕｉ的应力张量，ｂｉ是体力分

量，ρ是质量密度，ｃ是阻尼系数；ｕ··ｉ和ｕ
·

ｉ分别为位移

ｕｉ对时间ｔ的二阶导数和一阶导数。
相应的边界条件为：

ｕｉ＝ｕｉ　当ｘ∈Γｕ （１４）
ｔｉ＝σｉｊｎｊ＝ｔｉ　当ｘ∈Γｔ （１５）

其中：ｕｉ是位移边界 Γｕ上的已知位移分量，ｔｉ是面力
边界Γｔ上的已知面力分量，且 Γ＝Γｕ∪Γｔ，ｎｊ是边界
Γ的外法线方向余弦。初始条件为：

ｕ（ｘ，ｔ０）＝ｕ０（ｘ），　ｘ∈Ω （１６）

ｕ·（ｘ，ｔ０）＝ｖ０（ｘ），　ｘ∈Ω （１７）
其中：ｕ０和ｖ０为初始时刻ｔ０相对应的初始位移和初始
速度。

将问题域及边界用 Ｎ个节点离散，在任意节点 Ｉ
对应的子域Ωｓ内采用加权余量法，式（１３）写成：

∫Ωｓｗｉ（σｉｊ，ｊ＋ｂｉ－ρｕ
··

ｉ－ｃｕ
·

ｉ）ｄΩ＝０ （１８）

问题域边界和局部积分子域边界相交的时候，局

部积分子域边界可以分解成三部分：内边界 Γｓｉ，位移
边界Γｓｕ和面力边界Γｓｔ。

对式（１８）采用分部积分和高斯散度定理，并施加
面力边界条件（１５）可得：
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∫Ωｓ（ｗｉρｕ
··

ｉ＋ｗｉｃｕ
·

ｉ＋ｗｉ，ｊσｉｊ）ｄΩ－∫ΓｓｉｗｉｔｉｄΓ－
∫ΓｓｕｗｉｔｉｄΓ＝∫ΓｓｔｗｉｔｉｄΓ＋∫ΩｓｗｉｂｉｄΩ （１９）

采用Ｈｅａｖｉｓｉｄｅ分段函数作为权函数之后，式（１９）
变为：

∫Ωｓ（ρｕ
··

ｉ＋ｃｕ
·

ｉ）ｄΩ－∫ΓｓｉｔｉｄΓ－∫ΓｓｕｔｉｄΓ＝
∫ΓｓｔｔｉｄΓ＋∫ΩｓｂｉｄΩ （２０）

　　位移场函数不仅是空间坐标的函数，而且还与时
间有关，因此位移场近似函数可表示为：

ｕｈ（ｘ，ｔ）＝∑
ｎ

ｋ＝１
ｋ（ｘ）ｕｋ（ｔ）＝Φ（ｘ）ｕ（ｔ） （２１）

将式（２１）代入式（２０）可得如下离散方程：
Ｍｕ··（ｔ）＋Ｃｕ·（ｔ）＋Ｋｕ（ｔ）＝Ｆ（ｔ） （２２）

其中：Ｍ、Ｃ、Ｋ和Ｆ分别为质量矩阵、阻尼矩阵、刚度
矩阵和节点荷载向量。它们分别表示如下

Ｍｉｊ＝∫Ωｓρｊ（ｘ）ｄΩ （２３）

Ｃｉｊ＝∫Ωｓｃｊ（ｘ）ｄΩ （２４）

Ｋｉｊ＝－∫ΓｓｉＮＤＢｊｄΓ－∫ΓｓｕＮＤＢｊｄΓ （２５）

Ｆｉ＝∫ΓｓｔｔｉｄΓ＋∫ΩｓｂｉｄΩ （２６）

式中

Ｎ＝
ｎｘ ０ ｎｙ
０ ｎｙ ｎ

[ ]
ｘ

（２７）

Ｄ＝ Ｅ
１－ν２

１ ν ０
ν １ ０

０ ０ １－ν











２

　（平面应力） （２８）

Ｂｊ＝
ｊ，ｘ ０

０ ｊ，ｙ
ｊ，ｙ ｊ，










ｘ

（２９）

２２　自由振动分析
在自由振动分析中，不考虑阻尼和外荷载，则式

（２２）变成二阶齐次常微分方程组
Ｍｕ··（ｔ）＋Ｋｕ（ｔ）＝０ （３０）

ｕ（ｘ，ｔ）可写成如下形式：
ｕｈ（ｘ，ｔ）＝ｕ（ｘ）ｓｉｎ（ωｔ＋φ） （３１）

其中：ω为自振频率。式（３１）代入式（３０）可得
（Ｋ－ω２Ｍ）ｕ＝０ （３２）

从而求得结构的自振频率和对应振型。

２．３　强迫振动分析
本文采用精细积分法［１８］来离散时间域并用来求解

式（２２），引入对偶变量：
ｖ＝｛ｕ（ｔ），ｐ（ｔ）｝Ｔ，

ｐ（ｔ）＝Ｍｕ·（ｔ）＋Ｃｕ（ｔ）／２ （３３）
可得到Ｈａｍｉｌｔｏｎ体系下的动力学方程：

ｖ·（ｔ）＝Ｈｖ（ｔ）＋ｆ（ｔ） （３４）
式中：

Ｈ ＝ Ａ Ｄ[ ]Ｂ Ｇ
，　ｆ（ｔ）＝ ０

Ｆ（ｔ[ ]
）

（３５）

Ａ＝－Ｍ
－１Ｃ
２ ，　Ｇ＝－ＣＭ

－１

２ ，

Ｄ＝Ｍ－１，Ｂ＝ＣＭ
－１Ｃ
４ －Ｋ （３６）

从常微分方程组的理论可知，应当先求式（３４）的
齐次方程：

ｖ·（ｔ）＝Ｈｖ（ｔ），　Ｈ ＝ Ａ Ｄ[ ]Ｂ Ｇ
（３７）

对于定常系统，Ｈ是常数阵，其通解可写成：
ｖ＝ｅ（Ｈ·ｔ）ｖ０ （３８）

令时间步长为τ，则有：
ｖ（τ）＝ｅ（Ｈ·τ）·ｖ０ ＝Ｔ·ｖ０ （３９）

其中：

Ｔ＝ｅ（Ｈ·τ） （４０）
　　在时间间隔［ｋτ，（ｋ＋１）τ］上有：
ｖ［（ｋ＋１）τ］＝ｅ（Ｈ·τ）ｖ（ｋτ）　（ｋ＝０，１，…） （４１）
式中：指数矩阵ｅ（Ｈ·τ）可由２Ｎ算法［１８］得到。

３　数值算例

图１　板的节点分布
Ｆｉｇ．１Ｎｏｄｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ
ｏｆｔｈｅｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒｐｌａｔｅ

３１　四边固定矩形板自由振动
矩形板几何及物理参

数：边长 ａ＝ｂ＝３２０ｍｍ，弹
性模量Ｅ＝１００ＧＰａ，珀松比
ν＝０．３，质量密度 ρ＝８．０×
１０５ｋｇ／ｍ３，不考虑阻尼的影
响。如图１所示，在矩形求
解域内均匀布置 １２１（１１×
１１）个节点，计算中按平面
应力问题处理。

表１列出了矩形板的前
５阶自由振动频率，并与ＡＮＳＹＳ计算的结果作以比较。

表１　矩形板的自振频率
Ｔａｂ．１Ｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｏｆｔｈｅｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒｐｌａｔｅ

振型
频率／Ｈｚ

ＭＬＰＧ（１１×１１） ＡＮＳＹＳ（６５６１ＤＯＦｓ）
１ ６５５．２ ６５５．３９

２ ６５５．２ ６５５．３９

３ ７７９．１ ７８０．８３

４ ９５７．０ ９５６．０７

５ １０７７．５ １０８０．３
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第５阶频率的相对误差为０．２６％，若想提高计算
精度可以增加节点的个数，但是计算量增大，综合考虑

本文选择１１×１１节点分布。
３２　悬臂梁的受迫振动

如图２所示的悬臂梁，长Ｌ＝４８ｍ，高度 ｈ＝１２ｍ，
单位厚度ｔ＝１ｍ，按平面应力问题计算。梁的材料参
数：弹性模量 Ｅ＝３．０×１０７Ｐａ，珀松比 ν＝０．３，质量密
度ρ＝１ｋｇ／ｍ３。梁的自由端ｔ＝０ｓ时受到如图３所示
的突加集中力的作用，不计梁的自重。

图２　梁自由端受突加集中力
Ｆｉｇ．２Ａｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｂｅａｍｓｕｂｊｅｃｔｅｄ
ｔｏａｔｒａｎｓｉｅｎｔｃｏｎｃｅｎｔｒａｔｅｄｆｏｒｃｅ

图３　单位阶跃荷载
Ｆｉｇ．３Ｈｅａｖｉｓｉｄｅｓｔｅｐｌｏａｄｉｎｇ

在悬臂梁内均匀布置

２１×９个节点，如图 ４所
示。时间步长 τ＝５×１０－３

ｓ，在数值积分过程中节点
支持域半径取２．０，局部积
分子域半径取０．５，采用２
个高斯积分点。当阻尼系

数 ｃ＝０．４时，Ａ点竖向位
移随时间变化见表 ２和图
５，其解析解为－０．００８９ｍ［１９］。

图４　梁的节点分布
Ｆｉｇ．４Ｎｏｄｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｃａｎｔｉｌｅｖｅｒｂｅａｍ

表２　阶跃荷载作用下Ａ点处时间步的计算值
Ｔａｂ．２Ｃｏｍｐｕｔｅｄｒｅｓｕｌｔｓａｔｓｅｖｅｒａｌｔｉｍｅｓｔｅｐｓ
ｕｎｄｅｒＨｅａｖｉｓｉｄｅｓｔｅｐｌｏａｄｉｎｇｗｉｔｈｄａｍｐｉｎｇ

时间步 时间／ｓ Ａ点竖向位移／ｍ
９４００ ４７．００ －０．００８８１２６６
９５００ ４７．５０ －０．００８８１４５５
９６００ ４８．００ －０．００８８１４２９
９７００ ４８．５０ －０．００８８１５１１
９８００ ４９．００ －０．００８８１６４６
９９００ ４９．５０ －０．００８８１２２３
１００００ ５０．００ －０．００８８１４２４

可以看出本文方法可以很好的解决悬臂梁受迫振

动问题。当梁的自由端ｔ＝０ｓ时受到如图６所示的突
加集中力的作用，阻尼系数ｃ＝０．５，Ａ点处竖向位移随
时间的变化情况如图７所示。

图５　Ａ点竖向位移随时间变化
Ｆｉｇ．５ＲｅｓｐｏｎｓｅａｔｐｏｉｎｔＡｗｉｔｈ
ｄａｍｐｉｎｇｕｎｄｅｒｃｏｎｓｔａｎｔｌｏａｄｉｎｇ

图６　瞬时荷载
Ｆｉｇ．６Ｔｒａｎｓｉｅｎｔｌｏａｄｉｎｇｗｉｔｈａｆｉｎｉｔｅｄｅｃｒｅａｓｉｎｇｔｉｍｅ

图７　Ａ点竖向位移随时间变化
Ｆｉｇ．７ＲｅｓｐｏｎｓｅａｔｐｏｉｎｔＡｗｉｔｈ
ｄａｍｐｉｎｇｕｎｄｅｒｔｒａｎｓｉｅｎｔｌｏａｄｉｎｇ

可以看出，随着时间的增加，位移幅值维持相对不

变并逐渐减至０。但同时也应该指出，当节点计算数目
增加，计算时间增加，导致计算效率低下，例如该悬臂

梁均匀布置３７×１３个节点，计算时间增加了将近 １１
倍，因此如何选取节点个数满足精度及效率要求是无

网格法非常亟待解决的问题。

０３ 振 动 与 冲 击　　　　　　　　　　　　　　　　　　２０１４年第３３卷



４　结　论

本文将滑动的Ｋｒｉｇｉｎｇ插值法和无网格局部Ｐｅｔｒｏｖ
Ｇａｌｅｒｋｉｎ法相结合，并用来求解结构动力学问题，动力
学积分弱形式的推导采用加权余量法，时间域采用精

细积分法进行离散。由于滑动的Ｋｒｉｇｉｎｇ插值构造的形
函数满足 ＫｒｏｎｅｃｋｅｒＤｅｌｔａ性质，因此可以直接施加本
质边界条件。采用Ｈｅａｖｉｓｉｄｅ分段函数作为局部弱形式
的权函数，在计算刚度矩阵时只涉及边界积分，从而明

显减少了计算量。数值算例表明，基于滑动 Ｋｒｉｇｉｎｇ插
值的无网格ＭＬＰＧ法具有稳定性好以及易施加边界条
件等优点。
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