
书书书



振　动　与　冲　击

第３３卷第４期 ＪＯＵＲＮＡＬＯＦＶＩＢＲＡＴＩＯＮＡＮＤＳＨＯＣＫ Ｖｏｌ．３３Ｎｏ．４２０１４　

基金项目：国家自然科学基金项目（１０６３２０４０）

收稿日期：２０１３－０１－２２　修改稿收到日期：２０１３－０４－０１

第一作者 王晓东 男，博士生，１９８２年生

一类电力系统的分岔和奇异性分析

王晓东，陈予恕
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　　摘　要：研究了单机无穷大电力系统在外部周期性负荷扰动作用下的非线性动力学行为：运用多尺度法分析了单
机无穷大系统主共振的解析解及其稳定性，根据系统的分岔方程，运用 Ｃ－Ｌ方法分析了主共振响应在不同系统参数下
的不同分岔模式，研究表明该系统的不同分岔模式与其运行参数和结构参数有密切联系；数值仿真表明随着激励幅值的

变化，该系统具有由倍周期分岔通往混沌直至增幅振荡失步的丰富动力学行为，从而为电力系统中同步发电机的同步运

行、振荡失步提供理论指导。
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　　电力系统振荡是关系电力系统安全稳定运行的重
要问题，除了正常运行的周期振荡外，电力系统还时有

发生混沌振荡现象，其表现为非周期的、似乎无规则

的、突发性或阵发性的机电振荡，在振荡严重的情况下

会导致互联系统的解列［１］。为此，越来越多的科学家

和工程技术人员认识到电力系统稳定性问题的重要

性，并将其作为系统安全运行的重要方面在理论和工

程技术应用领域进行研究［２－６］。

对于单机无穷大系统，Ｄｕａｎ等［７］分析了带有一系

列电容补偿器的单机无穷大系统的次同步谐振，应用

分岔理论分析了该系统出现的复杂的周期轨道分岔，

环面折叠分岔；Ｚｈｕ等［８］研究了单机无穷大系统中的

次同步谐振，用Ｈｏｐｆ分岔定理分析了Ｈｏｐｆ分岔现象和
稳定的周期解；Ａｌｂｅｒｔｏ等［９］应用 Ｍｅｌｎｉｋｏｖ方法计算单
机无穷大系统中异宿轨道横截相交的条件；Ｗｅｉ等［１０］

研究了高斯白噪声对电力系统安全盆侵蚀的影响；

Ｃｈｅｎ等［１１］用数值方法研究了单机无穷大系统中混沌

现象并对其进行控制；Ｚｈａｎｇ等［１２］分析了一个非线性

三参数电力系统的异宿分支，用 Ｍｅｌｎｉｋｏｖ函数确定了
发生混沌现象的阈值，获得了发生混沌现象的参数区

域；Ｃｈｅｎ等［１３］研究了一类电力系统的混沌和次谐振

荡，给出了Ｍｅｌｎｉｋｏｖ函数的计算方法，并获得电力系统
发生混沌振荡和次谐振荡的锥形参数区域；Ｎａｙｆｅｈ
等［１４］用多尺度方法分析了一种电力系统中的亚谐共振

和混沌现象，并用数值方法得到了发生混沌现象的途

径；Ａｂｅｄ等［１５］采用的修正单机无穷大模型考虑了系统

状态对机组阻尼系数的影响，分析了Ｈｏｐｆ分岔现象。
现有大多数文献［１０－１４］中同步发电机采用的是



常数阻尼，即令阻尼系数Ｄ为常数。实际上，阻尼在系
统正常运行的情况下是与系统的状态变量相关的，而

且可能为正，也可能为负［１５］。因此若 Ｄ取用常值可能
会改变系统的非线性动力学特性，不能真实反映系统

的稳定性情况，影响了分析的准确性。

为此本文在文献［１５］提出的修正单机无穷大模型
基础上，建立了单机无穷大系统的数学模型，研究具有

非线性阻尼时单机无穷大系统的动力学行为，运用多

尺度法分析了周期负荷扰动下单机无穷大系统的主共

振响应，求得了二阶近似周期解的解析表达式，得到了

主共振响应的幅频曲线，应用Ｃ－Ｌ方法分析了不同参
数区域内的局部分岔现象及其稳定性，通过数值仿真

所得的结论，解释了同步发电机在不同系统参数下对

应的实际运行工况，也为同步发电机的稳定同步运行

提供定性理论指导。

１　单机无穷大电力系统的数学模型

单机无穷大系统模型如图１所示。图１中“１”和
“２”分别为同步发电机和无穷大系统，“３”和“４”为主
变压器，“５”为负荷，“６”为断路器，“７”为系统联络线。
设无限大母线电压Ｕ∠０°为电压参考相量，同步发电机

图１　单机无穷大系统
Ｆｉｇ．１ＴｈｅＳＭＩＢｐｏｗｅｒｓｙｓｔｅｍｍｏｄｅｌ

的内电动势为Ｅ，δ为发电机转子 ｑ轴与同步参考轴间
的相对角度，俗称“功角”，ω为相对角速度，发电机的
惯性时间常数为 ＴＪ，ω０为同步参考轴线的同步角速
度，记 Ｍ＝ＴＪ／ω０，发电机的机械输入功率 ＰＭ 为恒定
值，发电机到无限大母线之间的等效电抗为Ｘ，ＰＥ为发
电机的电磁功率，则系统的数学模型为：

ｄδ
ｄｔ＝ω－ω０

Ｍｄωｄｔ＝ＰＭ －Ｐ
}
Ｅ

（１）

当发电机为隐极式时有：

ＰＭ ＝
ＵＥ
Ｘｓｉｎδ＝ＰＳｓｉｎδ

考虑系统受到某周期性负荷扰动并考虑同步发电

机的阻尼作用，则得：

ｄδ
ｄｔ＝ω－ω０

Ｍｄωｄｔ＝ＰＭ －ＰＳｓｉｎδ－

　Ｄ（ω－ω０）＋ＰＤｃｏｓ（Ωｔ










）

（２）

式中：Ｄ为等值阻尼系数，ＰＤ为扰动功率幅值，Ω为扰
动频率。

做无量纲化处理，令：

τ＝ｔ
ＰＳ
槡Ｍ

，　ｘ（τ）＝δ（ｔ），

ｙ（τ）＝ Ｍ
Ｐ槡Ｓ
［ω（ｔ）－ω０］

并记：

ｃ＝ Ｄ
ＰＳ槡 Ｍ
，　０＜ρ＝

ＰＭ
ＰＳ
≤１，

ｆ＝
ＰＤ
ＰＳ
，　ω＝Ω Ｍ

Ｐ槡Ｓ

则方程（２）化为：
ｄｘ
ｄτ
＝ｙ

ｄｙ
ｄτ
＝－ｓｉｎｘ－ｃｙ＋ρ＋ｆｃｏｓ（ωτ }） （３）

为理解单机无穷大电力系统的动力学行为，首先

对于无扰系统即ｃ＝０，ｆ＝０时的系统进行分析，可得其
相图如图２所示：

图２　０＜ρ＜１时无扰系统的相图
Ｆｉｇ．２Ｐｈａｓｅｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓｏｆｕｎｐｅｒｔｕｒｂｅｄｓｙｓｔｅｍｗｈｅｎ０＜ρ＜１

图２是不同初始条件的无扰系统的相轨迹，“１”代
表小幅振荡轨道，“２”为联接两个平衡点的同宿轨道，
为“１”与“３”的分界线，“３”代表旋转轨道。

记无扰系统的平衡点为Ｅ，Ｐ０，则其坐标分别为：
（ｘ１，０）＝（ａｒｃｓｉｎρ，０），　（ｘ２，０）＝（π－ａｒｃｓｉｎρ，０）
易知Ｅ（ｘ１，０）为中心，Ｐ０（ｘ２，０）为鞍点。
随着参数ρ的增大，中心和鞍点的位置逐渐靠近，

当参数ρ＝１时，中心和鞍点重合在一起退化成为中心
－鞍点（如图３所示），此时对应同步发电机稳定与不
稳定的临界点，系统处于静态稳定极限，同时表明静态

稳定极限所对应的功角正好与最大电磁功率的功角

一致。

考虑系统正常运行的情况下，同步发电机中阻尼

与系统的状态变量相关性作用，文献［１５］给出的修正
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图３　ρ＝１时，无扰系统相图
Ｆｉｇ．３Ｐｈａｓｅｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓｏｆｕｎｐｅｒｔｕｒｂｅｄｓｙｓｔｅｍｗｈｅｎρ＝１

单机无穷大模型考虑了系统状态对机组阻尼系数的影

响，结合文献［１６］给出的非线性阻尼模型（经验公
式），本文用 ｖａｎｄｅｒＰｏｌ阻尼代替常系数阻尼，即令式
（３）中ｃ＝ξ＋γｘ２，则得：

ｘ··＋ｓｉｎｘ＋（ξ＋γｘ２）ｘ· －ρ＝ｆｃｏｓ（ωτ） （４）

２　小幅振荡的主共振分析

下面讨论周期性负荷扰动时系统的主共振响应，

将式（４）中的非线性项 ｓｉｎｘ在中心点（ｘ１，０）＝
（ａｒｃｓｉｎρ，０）处Ｔａｙｌｏｒ展开，由奇异性理论［１７］中的识别

条件，保留至二次非线性项得：

ｘ··＋ω２０ｘ＋（ξ＋γｘ
２）ｘ· －αｘ２ ＝ｆｃｏｓ（ωτ） （５）

其中ω２０＝ｃｏｓ（ｘ１），α＝
１
２ｓｉｎ（ｘ１）。

重新标度方程令：

ξ→ε２ξ，　γ→ε２γ，　α→εα，　ｆ→ε２ｆ，　０＜ε１
为小参数，则方程化为：

ｘ··＋ω２０ｘ＋ε
２（ξ＋γｘ２）ｘ· －εαｘ２ ＝ε２ｆｃｏｓ（ωτ） （６）

现用多尺度法［１８］寻求方程的渐近解：

ｘ（ｔ，ε）＝ｘ０（Ｔ０，Ｔ１，Ｔ２）＋εｘ１（Ｔ０，Ｔ１，Ｔ２）＋

ε２ｘ２（Ｔ０，Ｔ１，Ｔ２） （７）
式中：Ｔ０＝ｔ，Ｔ１＝εｔ，Ｔ２＝ε

２ｔ，Ｔ０为快变时间尺度，Ｔ１，Ｔ２
为慢变时间尺度。

研究主共振情况，因而设：

ω２ ＝ω２０＋ε
２σ （８）

由多尺度法，比较ε同次幂的系数，得下列微分方
程组：

Ｄ２０ｘ０＋ω
２ｘ０ ＝０ （９）

Ｄ２０ｘ１＋ω
２ｘ１ ＝－２Ｄ０Ｄ１ｘ０＋αｘ

２
０ （１０）

Ｄ２０ｘ２＋ω
２ｘ２ ＝－２Ｄ０Ｄ１ｘ０－Ｄ

２
１ｘ０－［ξ＋γｘ

２
０］Ｄ０ｘ０－

２Ｄ０Ｄ２ｘ０＋２αｘ０ｘ１＋ｆｃｏｓ（ωτ）＋σｘ０ （１１）
方程（９）的复数形式的解为：

ｘ０ ＝Ａ（Ｔ１，Ｔ２）ｅｘｐ（ｉωＴ０）＋
Ａ（Ｔ１，Ｔ２）ｅｘｐ（－ｉωＴ０） （１２）

式中：Ａ为Ａ的共轭复数，将式（１２）代入式（１０）得到：

Ｄ２０ｘ１＋ω
２ｘ１ ＝－２ｉωＤ１Ａｅｘｐ（ｉωＴ０）＋

α［Ａ２ｅｘｐ（ｉ２ωＴ０）＋ＡＡ］＋ｃｃ （１３）
式中：ｃｃ表示等式右端函数的共轭复数部分，为使解中
不出现久期项，须有：

Ｄ１Ａ＝０
由上式得：Ａ＝Ａ（Ｔ２），则方程（１３）的特解为：

ｘ１ ＝－
α
３ω２
Ａ２ｅｘｐ（ｉ２ωＴ０）＋

α
ω２
ＡＡ＋ｃｃ （１４）

于是系统周期振荡响应的二阶近似解为：

ｘ＝ａｃｏｓ（ωｔ＋）＋εαａ
２

１２ω２
［３－ｃｏｓ（２ωｔ＋２）］

将式（１２），式（１４）代入式（１１）得：
Ｄ２０ｘ２＋ω

２ｘ２ ＝［－Ｄ
２
１Ａ－２ｉωＤ２Ａ－ξｉωＡ－２γｉωＡ

２Ａ＋
４α２

３ω２
Ａ２Ａ＋１２ｆ＋σ ]Ａｅｘｐ（ｉωＴ０）＋ＮＳＴ＋ｃｃ（１５）

式中：ＮＳＴ表示不产生久期项的项，消除式（１５）中的
久期项得：

Ｄ２１Ａ＋２ｉωＤ２Ａ＋ξｉωＡ＋

２γｉωＡ２Ａ－４α
２

３ω２
Ａ２Ａ＝１２ｆ＋σＡ （１６）

设：

Ａ＝１２ａｅｘｐ（ｉ） （１７）

式中：ａ，为 Ｔ２的实函数，将式（１７）代入式（１６）分离
实部与虚部得：

ｄ
ｄＴ２

＝－１２ωσ
－α

２

６ω３
ａ２－ ｆ

２ａω
ｃｏｓ

ｄａ
ｄＴ２

＝－１２ξａ－
１
４γａ

３－ ｆ２ω
ｓｉｎ } （１８）

图４　幅频特性曲线
Ｆｉｇ．４Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒｅｓｐｏｎｓｅｃｕｒｖｅｓ

系统的定常运动对应于 ａ· ＝ｄａｄＴ２
＝０，· ＝ｄｄＴ２

＝０，

亦即对应于方程组的解：

－１２σａ－
α２

６ω２
ａ３ ＝ ｆ２ｃｏｓ

１
２ξωａ＋

１
４γωａ

３ ＝－ｆ２ｓｉｎ
} （１９）
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从方程组（１９）消去得频率响应方程：

σａ＋α
２

３ω２
ａ( )３ ２

＋ ξωａ＋１２γωａ( )３ ２
＝ｆ２ （２０）

　　当ξ＝１，γ＝－０．５，α＝１，ω＝１时，系统的幅频曲
线如图４所示，从图可知，系统具有软特性刚度的动态
特性，在较低频率时即可发生跳跃现象；图５为无量纲
的响应幅值－激励幅值曲线。

讨论定常运动的稳定性，设：

ａ＝ａ０＋ａ１
＝０＋

}
１

（２１）

其中：ａ０，０为式（２０）的一组解，ａ１，１为小的扰动量，
将式（２１）代入式（１８）并对 ａ１，１展开，注意到 ａ０，０
满足式（１９）并略去ａ１，１二阶及以上微量，得：
ｄ１
ｄＴ２

＝－ α２

２ω３
ａ０＋

σ
２ωａ( )２

０

ａ１＋
ｆ
２ω
ｓｉｎ( )０ １

ｄａ１
ｄＴ２

＝－ １
２ξ＋

３
４γａ( )２０ ａ１－ ｆ

２ω
ｃｏｓ( )０  }

１

（２２）

因而定常运动的稳定性依赖于式（２２）的右端的系
数矩阵的特征值。

利用式（１９），可得特征方程为：

λ＋α
２

２ω３
ａ０＋

σ
２ωａ２０

１
２ξａ０＋

１
４γａ

３
０

１
２ξ＋

３
４γａ

２
０ λ－α

２

２ω
ａ０－

σ
６ω３
ａ












３
０

＝０ （２３）

由特征方程的特征根可知，在幅频曲线图像（图

４）中，对于每一幅频曲线，具有铅垂切线的曲线之间的
部分为不稳定，其余部分稳定，即当有多值解时，中间

的一个解为不稳定的，其余两个为稳定的，其在该区间

内有可能发生振幅的跳跃现象。

图５　响应幅值－激励幅值曲线
Ｆｉｇ．５ＲｅｓｐｏｎｓｅＥｘｃｉｔａｔｉｏｎａｍｐｌｉｔｕｄｅｃｕｒｖｅｓ

３　主共振的奇异性分析

根据Ｃ－Ｌ方法［１７］对方程（２０）作奇异性分析，令：
ｚ＝ａ２ （２４）

得：

ｃ３ｚ
３＋ｃ２ｚ

２＋ｃ１ｚ＋ｃ０ ＝０ （２５）
其中：

ｃ３ ＝
α４

９ω４
＋１４γ

２ω２，　ｃ２ ＝
２σα２

３ω２
＋ξγω２

ｃ１ ＝σ
２＋ξ２ω２，　ｃ０ ＝

１
４γ

２ω２ａ６－ｆ２

记：

ｃ３ｚ
３＋ｃ２ｚ

２＋ｃ１ｚ＋ｃ０ ＝ｃ３ ｚ３＋
ｃ２
ｃ３
ｚ２＋

ｃ１
ｃ３
ｚ＋
ｃ０
ｃ( )
３

＝^

ｃ３（ｚ
３＋ε２ｚ

２＋λｚ＋ε１）＝ｃ３Ｇ（ｚ，λ，ε１，ε２）
Ｇ（ｚ，λ，ε１，ε２）＝ｚ

３＋ε２ｚ
２＋λｚ＋ε１ （２６）

　　取 λ为分岔参数，ε１，ε２为开折参数，显然 Ｇ（ｚ，

λ，ε１，ε２）为芽 ｇ＝（ｚ，λ）＝ｚ
３＋λｚ的普适开折，且余维

数为２。由奇异性理论［１９］通过计算得：

转迁集∑＝Ｂ∪Ｈ∪Ｄ。其中分岔集：Ｂ＝｛ε１＝０｝，
滞后集：Ｈ＝｛ε１＝ε

３
２／２７｝，双极限点集：Ｄ＝Φ。

图６　转迁集
Ｆｉｇ．６Ｔｒａｎｓｉｔｉｏｎｓｅｔ

图７　不同保持域内的分岔图
Ｆｉｇ．７Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｓｏｎｄｉｆｆｅｒｅｎｔｐｅｒｓｉｓｔｅｎｔｒｅｇｉｏｎｓ
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转迁集如图６所示，可以看出，转迁集将平面ε１－
ε２分成四个不同的保持域，在不同区域内的分岔模式
如图７所示，依之可调整系统参数达到选择工程中允
许的动态行为模式的目的，因而可为同步发电机不同

运行参数和结构参数下的动力学分析、分岔控制和工

程优化设计提供理论指导。

４　数值分析

为更好的理解单机无穷大电力系统随着周期性负

荷扰动的变化所呈现的动态特性，以下用数值仿真的

方法讨论系统（４）的动力学行为变化情况。

图８　ｆ不同时的分岔图
Ｆｉｇ．８Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｆｏｒｔｈｅｄｉｆｆｅｒｅｎｔａｍｐｌｉｔｕｄｅｏｆｆ

　　选择周期激励的幅值ｆ为分岔参数，固定系统中的
其它参数，当 ρ＝０．５０，ξ＝０．３５，γ＝０．０２，ω＝１．０时，
图８给出的Ｐｏｉｎｃａｒé映射是根据时间Ｔ＝２π／ω所取的
相点ｘ对应于分岔参数ｆ的系统（４）的分岔图。

由图８可以看出，随着激励幅值 ｆ的增大，系统响
应出现了倍周期分岔现象，轨道经历了周期１→周期２
→混沌解的变化。当激励的幅值较小时，系统出现了
周期１解，其相图如图９（ａ）所示，此时同步发电机可以
保持同步运行，电力系统处于暂态稳定状态，随着外激

励幅值ｆ增大，当 ｆ＝０．７２时出现了周期２解，其相图
如图９（ｂ）所示；当 ｆ＝０．７２５９时出现了混沌解，此时
发电机功角出现了不规则也不衰减的类似随机的混沌

振荡，功角不再稳定可靠，系统失稳。图 ９（ｃ）和图
９（ｄ）分别为混沌状态的相图和对应的混沌吸引子，由
全局分岔图（图８）可见，混沌状态仅存在于扰动幅值 ｆ
的一个很窄的数值范围内，当ｆ＝０．７９时出现了旋转周
期轨道，其相图如图９（ｅ）所示，此时随着功角 δ的增
大，加速转矩不断增大，使发电机转子不断加速，发电

机就不可能再恢复到同步运行，系统由于增幅振荡最

终失去稳定，发电机失去同步后将在系统间产生功率

和电压的强烈振荡，结果使发电机组和负荷被迫切除，

甚至导致系统解列或瓦解。

图９　ｆ不同时的相图及混沌吸引子
Ｆｉｇ．９Ｐｈａｓｅｐｏｒｔｒａｉｔｓａｎｄｃｈａｏｔｉｃａｔｔｒａｃｔｏｒｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｆ
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５　结　论

本文应用非线性动力学的解析方法，分析了在周

期性负荷扰动下电力系统振荡的失稳现象，考虑了同

步发电机非线性阻尼转矩的作用，比传统文献更贴近

工程实际，由于保留了电力系统的非线性特征，因此所

得结果能够更好地反应振荡失稳的机理，可以为电力

系统的稳定运行提供依据，具体有：

（１）应用多尺度方法和Ｃ－Ｌ方法，对受周期负荷
扰动的单机无穷大电力系统的主共振进行了研究，得

到了系统小幅振荡周期解的二次解析表达式和幅频响

应方程，分析了定常解的稳定性并得到了系统稳态响

应分岔方程的转迁集和对应的分岔图，研究表明该系

统的不同分岔模式与其运行参数和结构参数有密切联

系，可为同步发电机的动力学分析、分岔控制和工程优

化设计提供理论指导。

（２）电力系统在周期性激励下，当扰动激励幅值较
小时，同步发电机功角具有小幅振荡周期解，数值结果

与理论结果一致，同步发电机能够保持同步运行，扰动

幅值达到某个临界值时，发电机功角出现不规则的振

荡现象，系统处于混沌振荡状态，影响了系统的正常运

行，同步发电机失步，电力系统失稳，扰动幅值若继续

增大，发电机功角持续增大，同步发电机失步，造成系

统解列。
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