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重合度对人字齿轮非线性系统振动特性的影响分析

王　峰，方宗德，李声晋
（西北工业大学 机电学院，西安　７１００７２）

　　摘　要：由轮齿接触分析以及轮齿承载接触分析计算出考虑安装误差的轮齿综合啮合刚度和单齿啮合刚度，提出
了考虑齿轮啮合重合度的啮合冲击计算模型，建立了考虑时变啮合刚度、啮入冲击、齿侧间隙的人字齿轮十二自由度啮合

型弯－扭－轴耦合非线性振动模型。以某船用单级人字齿轮副为实例，通过改变轮齿高度变位系数调整重合度进行验证
计算，将所提出的线外啮合冲击模型冲击力计算结果与文献［８］中模型计算结果进行比较，验证了该模型的有效性。通
过实例计算，结果表明在负载一定的情况下，轮齿啮合周向及小轮轴向振动随着重合度的增大而减小；而当轮齿啮合重合

度增大到４．０７时，系统振动呈增大趋势。
关键词：重合度；线外啮合冲击；齿侧间隙；非线性动力学模型；振动特性
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　　随着现代工业对齿轮传动系统高速、重载、轻量化
以及低噪声的要求，减少齿轮的疲劳损伤，降低其传动

噪声显得尤为重要，这就迫切需要我们建立更精确的

动力学分析模型，考虑诸如啮合间隙、啮合冲击、时变

啮合刚度、传动误差、时变系统支撑刚度等非线性因

素［１］。为此国内外学者早在上世纪８０年代就开始对
齿轮系统非线性动力学进行了大量的研究，Ｖａｉｓｈｙａ
等［２］比较了在线性时不变系统（ＬＴＩ）、线性时变系统
（ＬＴＶ）和非线性时变系统（ＮＬＴＶ）下，齿面间的滑动摩
擦对系统振动特性的影响作用。Ｓａｔｏ等［３］利用时变非

线性模型，考察了随机激励对系统动态响应稳定性的

影响。Ｓｏｎｇ等［４］通过半解析法，分析了齿轮动力学系

统中啮合刚度和滑动摩擦之间的相互影响。一般情

况，提高齿轮啮合重合度可以增加齿轮的传动平稳性，

但重合度的提高，对啮合冲击力的影响如何，对考虑间

隙的非线性人字齿轮系统的振动特性具体影响又如

何，这方面问题的探讨尚未见有文献发表。

本文由轮齿接触分析（ＴｏｏｔｈＣｏｎｔａｃｔＡｎａｌｙｓｉｓ）以及
轮齿承载接触分析（ＬｏａｄＴｏｏｔｈＣｏｎｔａｃｔＡｎａｌｙｓｉｓ）计算
出考虑安装误差的轮齿综合啮合刚度和单齿啮合刚

度［５］，提出了考虑重合度的啮合冲击模型，建立了考虑

时变啮合刚度、啮入冲击、齿侧间隙的人字齿轮系统十

二自由度啮合型弯－扭 －轴耦合振动模型。通过实例
计算结果分析了重合度对轮齿啮合冲击力的影响，探

讨了通过变位系数改变轮齿啮合重合度对人字齿轮非

线性系统左端轮齿啮合周向、小轮轴向动力学特性的

影响。



１　考虑重合度的啮合冲击模型

在齿轮轮齿啮合过程中，由于传动系统误差和轮

齿受载变形，使轮齿产生“啮合合成基节误差”，使一对

轮齿在进入和退出啮合时，其啮入啮出点偏离啮合线

上的理论啮入啮出点，引起啮入啮出冲击［６］。在齿轮

传动系统动力学中，这种因“啮合合成基节误差”引起

的冲击称为啮合过程的啮合冲击。Ｓｅｉｒｅｇ等［７］计算并

试验验证了啮入冲击的影响明显比啮出冲击大，故本

文仅考虑啮入冲击对系统的影响。需要说明的是，轮

齿啮合冲击包括基节误差使轮齿偏离理论啮合线产生

的冲击以及参与啮合齿对数变化而产生的冲击，对于

后者本文将其作为刚度激励考虑进动力学系统中。

周长江等［８］对齿轮传动的线外啮合冲击的计算

中，采用“轮齿综合变形 －载荷历程”反推啮入冲击点
的轮齿变形，进而获得啮入冲击点的准确位置、冲击速

度和冲击力。作者通过考虑安装误差的轮齿接触分析

以及轮齿承载接触分析，将齿形齿距误差等效考虑进

轮齿修形，求得啮入点的承载传动误差即为啮入冲击

点的法向轮齿变形。冲击点的位置和冲击速度文献

［８］中已有详尽的推导，在此不再赘述。对于啮入点 Ｄ
的冲击力计算，本文提出图１所示的考虑重合度的啮
入冲击模型。

图１　考虑重合度的啮入冲击模型
Ｆｉｇ．１Ｍｅｓｈｉｍｐａｃｔｍｏｄｅｌｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇｃｏｎｔａｃｔｒａｔｉｏ

对于重合度较大的啮合轮齿，比如斜齿轮、人字齿

轮，其啮入冲击过程可理解为在已有一对甚至几对齿

正常啮合的情况下，新进入啮合的主被动轮齿由于啮

入点在瞬时啮合线方向速度不一样而产生冲击。根据

冲击力学理论，得：
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其中：Ｅｋ为冲击动能；Ｉ１、Ｉ２为大小齿轮转动惯量；ｖｓ为
啮入冲击Ｄ点的冲击速度；ｒｂ１为正常啮合时小轮基圆
半径；ｒ′ｂ２为线外啮合瞬时大轮基圆半径；ｑｓ为线外啮入
Ｄ点单对轮齿柔度，可以通过轮齿接触分析程序求得
轮齿啮合综合刚度再乘以载荷分配系数得到；ｑｒ为啮
入时刻除冲击齿对外，剩余其它啮合齿对的综合柔度；

δｓ为冲击齿对的冲击变形；δｒ为剩余其它啮合齿对的
冲击变形；θ为啮入冲击Ｄ点瞬时啮合线与正常啮合线
之间的夹角，可由图１中几何关系得到：
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其中：ｒＯ２Ｄ为从动轮齿顶圆半径；α为齿面压力角；则可
求得啮入最大冲击力的表示式：
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２　啮合型弯 －扭 －轴耦合人字齿轮动力学
模型

　　在人字齿轮传动系统中，由于左右斜齿轮副传动
不可能达到完全理想状态，因此系统除具有扭转振动

和横向振动外，还会引起轴向窜动，从而形成了人字齿

轮系统的啮合型弯 －扭 －轴耦合振动（图２），其中一
般将小齿轮浮动安装［９］。

图２　啮合型弯－扭－轴耦合人字齿轮振动模型
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ｇｅａｒｃｏｕｐｌｉｎｇｖｉｂｒａｔｉｏｎｍｏｄｅｌ

为简化，不考虑齿面摩擦，这时系统为十二自由度

系统，系统的广义位移列阵可表示为：

｛δ｝＝｛ｙｐ１，ｚｐ１，θｐ１，ｙｇ１，ｚｇ１，θｇ１，
ｙｐ２，ｚｐ２，θｐ２，ｙｇ２，ｚｇ２，θｇ２｝

Ｔ （４）
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式中：ｙｉｊ、ｚｉｊ、θｉｊ（ｉ＝ｐ，ｇ；ｊ＝１，２）分别为主、从动人字齿
轮中心点Ｏｐ１、Ｏｐ２和Ｏｇ１、Ｏｇ２在 ｙ向、ｚ向的平移振动位
移和转角位移。综合考虑刚度激励、间隙激励和啮合

冲击激励的影响，采用弯－扭 －轴耦合振动分析模型。
根据牛顿力学定律，由图２可得系统的动力学方程为：
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式中：ｍｐ、ｍｇ、Ｉｐ、Ｉｇ分别为小轮和大轮的质量及转动惯
量；Ｒｐ、Ｒｇ为小轮和大轮的分度圆半径；ｃｐ１ｙ、ｃｇ１ｙ、ｃｐ２ｙ、
ｃｇ２ｙ、ｋｐ１ｙ、ｋｇ１ｙ、ｋｐ２ｙ、ｋｇ２ｙ为传动轴、轴承在中心点Ｏｐ１、Ｏｇ１、
Ｏｐ２、Ｏｇ２的等效支撑阻尼和刚度；ｃｐ１２ｚ、ｃｇ１ｚ、ｃｇ２ｚ、ｃｇ１２ｚ、ｋｐ１２ｚ、
ｋｇ１ｚ、ｋｇ２ｚ、ｋｇ１２ｚ分别为齿轮、轴的轴向等效平移振动阻尼
和刚度；Ｆｙ１、Ｆｙ２、Ｆｚ１、Ｆｚ２分别为轮齿啮合切向及轴向动
态啮合力，Ｆｓ１、Ｆｓ２为啮合冲击力激励。

式（５）～（８）中的切向及轴向动态啮合力的参数
表达式为：
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·

ｐ１－ｙ
·

ｇ１＋Ｒｐθ
·

ｐ１－Ｒｇθ
·

ｇ１）＋

ｓｉｎβ１（ｚ
·

ｐ１－ｚ
·

ｇ１）］＋ｃｏｓβ１ｋｍ１ｆ［ｃｏｓβ１（ｙｐ１－ｙｇ１＋
Ｒｐθｐ１－Ｒｇθｇ１）＋ｓｉｎβ１（ｚｐ１－ｚｇ１）］ （９）

Ｆｚ１ ＝ｓｉｎβ１ｃｍ１［ｃｏｓβ１（ｙ
·

ｐ１－ｙ
·

ｇ１＋Ｒｐθ
·

ｐ１－Ｒｇθ
·

ｇ１）＋

ｓｉｎβ１（ｚ
·

ｐ１－ｚ
·

ｇ１）］＋ｓｉｎβ１ｋｍ１ｆ［ｃｏｓβ１（ｙｐ１－ｙｇ１＋
Ｒｐθｐ１－Ｒｇθｇ１）＋ｓｉｎβ１（ｚｐ１－ｚｇ１）］ （１０）

Ｆｙ２ ＝ｃｏｓβ２ｃｍ２［ｃｏｓβ２（ｙ
·

ｐ２－ｙ
·

ｇ２＋Ｒｐθ
·

ｐ２－Ｒｇθ
·

ｇ２）＋

ｓｉｎβ２（ｚ
·

ｐ２－ｚ
·

ｇ２）］＋ｃｏｓβ２ｆｋｍ２［ｃｏｓβ２（ｙｐ２－ｙｇ２＋
Ｒｐθｐ２－Ｒｇθｇ２）＋ｓｉｎβ２（ｚｐ２－ｚｇ２）］ （１１）

Ｆｚ２ ＝ｓｉｎβ２ｃｍ２［ｃｏｓβ２（ｙ
·

ｐ２－ｙ
·

ｇ２＋Ｒｐθ
·

ｐ２－Ｒｇθ
·

ｇ２）＋

ｓｉｎβ２（ｚ
·

ｐ２－ｚ
·

ｇ２）］＋ｓｉｎβ２ｋｍ２ｆ［ｃｏｓβ２（ｙｐ２－ｙｇ２＋
Ｒｐθｐ２－Ｒｇθｇ２）＋ｓｉｎβ２（ｚｐ２－ｚｇ２）］ （１２）

其中：β为螺旋角；ｋｍ１（ｔ）、ｋｍ２（ｔ）为左右两齿轮副法向
啮合刚度；Ｋａｈｒａｍａｎ等［１０］已经证明了可以忽略啮合阻

尼的时变性，像大多数文献一样，将法向啮合阻尼等效

为粘性阻尼 ｃｍ１、ｃｍ２
［１１］；ｆ（ｘ）为分段非线性函数，其表

达形式参见文献［１２］。需要说明的是，由于本文采用
轮齿承载接触分析来求得轮齿啮合刚度，其中已经考

虑了安装及齿形齿距误差，即将误差激励合成在了刚

度激励中。

３　实例验证与结果分析

表１中给出某单级人字齿轮副参数，作为本文中
的分析实例。

表１　某船用单级人字齿轮副参数

Ｔａｂ．１Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｅｘａｍｐｌｅｈｅｒｒｉｎｇｂｏｎｅｇｅａｒｐａｉｒｓ

参数 小齿轮（主动轮） 大齿轮（被动轮）

法向模数／ｍｍ ６
端面压力角／（°） ２０
螺旋角／（°） ２４．４３
齿侧间隙／μｍ ２
负载扭矩／Ｎ·ｍ ８００
阻尼率系数 ０．１

密度／（ｇ·ｃｍ－３） ７．８５
齿数 １７ ４４
旋向 左右旋 右左旋

齿宽／ｍｍ ７５ ７５
转动惯量／（ｋｇ·ｍ－２） ０．０６５ ３．７０

正常工况转速／（ｒ·ｍｉｎ－１） ２０００ ７７２

３１　啮合冲击力计算分析
根据表１的数据，由式（３）计算通过改变小轮轮齿

变位系数得到的五种重合度下的最大啮入冲击力，并

与文献［８］中提出的啮合冲击模型结算结果相比较。
表２　啮入点Ｄ冲击力计算结果比较

Ｔａｂ．２ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｍｅｓｈｉｍｐａｃｔｉｎｐｏｉｎｔＤ

小轮变

位系数

啮合

重合度

文献［８］模型
计算结果／ｋＮ

本文模型

计算结果／ｋＮ

＋０．２５ ２．７２ ９．２５５ ８．８９６
＋０．１２ ２．９１ ８．６６１ ８．３７８
０ ３．３０ ６．５９３ ６．４６９
－０．１３ ３．６８ ５．１８０ ５．１２１
－０．２２ ４．０７ ２．１０７ ２．０９６

由表２可知，随着重合度的增大，啮入点的冲击力
减小，这是因为重合度的增大使得轮齿综合啮合刚度

增大，从而轮齿载荷变形减小即导致啮合冲击的综合

基节误差减小。对比两种计算模型，可以看出本文提

出的考虑重合度的啮合冲击力计算模型与文献［８］计
算的冲击力计算结果偏差在１％ ～５％之间，而且重合
度越小偏差越明显，这是因为重合度越小，除冲击齿对

外其它正常啮合齿对柔度越大，从而对啮合冲击能量
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的缓冲性能越好，而文献［８］则未考虑此缓冲作用。
３２　系统振动响应分析

对第三节中建立的啮合型弯 －扭 －轴耦合非线性
人字齿轮动力学方程组量纲一化［１２］，代入表１中的人
字齿轮副参数，利用变步长四阶 ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ数值积分
方法［１３］对其进行求解，得到仿真数值解。通常认为齿

轮产生噪声的主要原因是轮齿之间的相对振动［１４］，对

于人字齿轮本文主要研究其左端啮合副啮合周向和小

轮轴向的振动。

重合度ε取２．７２时，轮齿啮合周向和小轮轴向的振
动加速度响应见图３、图４。啮合周向加速度均方根值为
３２．７ｍ／ｓ２，小轮轴向加速度均方根值为２．０７ｍ／ｓ２。

重合度ε取３．３０时，轮齿啮合周向和小轮轴向的
振动加速度响应见图５、图６。啮合周向加速度均方根
值为 １５．８ｍ／ｓ２，小轮轴向加速度均方根值为 １．０２
ｍ／ｓ２。

图３　啮合周向振动加速度
（ε＝２．７２）

Ｆｉｇ．３Ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎａｍｐｌｉｔｕｄｅｏｆ
ｍｅｓｈｃｉｒｃｕｍｆｅｒｅｎｔｉａｌ（ε＝２．７２）

图４　小轮轴向振动加速度
（ε＝２．７２）

Ｆｉｇ．４Ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎａｍｐｌｉｔｕｄｅ
ｏｆｐｉｎｉｏｎａｘｉａｌ（ε＝２．７２）

图５　啮合周向振动加速度
（ε＝３．３０）

Ｆｉｇ．５Ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎａｍｐｌｉｔｕｄｅｏｆ
ｍｅｓｈｃｉｒｃｕｍｆｅｒｅｎｔｉａｌ（ε＝３．３０）

图６　小轮轴向振动加速度
（ε＝３．３０）

Ｆｉｇ．６Ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎａｍｐｌｉｔｕｄｅｏｆ
ｐｉｎｉｏｎａｘｉａｌ（ε＝３．３０）

图７　啮合周向振动加速度
（ε＝４．０７）

Ｆｉｇ．７Ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎａｍｐｌｉｔｕｄｅｏｆ
ｍｅｓｈｃｉｒｃｕｍｆｅｒｅｎｔｉａｌ（ε＝４．０７）

图８　啮合周向相平面图
（ε＝４．０７）

Ｆｉｇ．８Ｐｈａｓｅｐｌａｎｅｏｆｍｅｓｈ
ｃｉｒｃｕｍｆｅｒｅｎｔｉａｌ（ε＝４．０７）

　　重合度ε取４．０７时，轮齿啮合周向和小轮轴向的
振动加速度响应、相平面图如图７～图１０。啮合周向
加速度均方根值为３４．４ｍ／ｓ２，小轮轴向加速度均方根
值为２．５６ｍ／ｓ２。

可以看出，在文中建立的考虑间隙啮合型弯—

扭—轴耦合人字齿轮非线性振动模型中，重合度由

２．７２增至３．３０时，由于啮合刚度增大、刚度变化幅值
减小，从而线外啮入冲击减小，人字齿轮系统轮齿啮合

周向和小轮轴向振动加速度均减小，说明增大轮齿啮

合重合度起到了减振降噪的效果。重合度继续增大至

４．０７时，啮合周向和小轮轴向的振动加速度均方根值
呈增大趋势。这是因为在外载荷一定的情况下，当啮

图９　小轮轴向振动加速度（ε＝４．０７）
Ｆｉｇ．９Ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎａｍｐｌｉｔｕｄｅ
ｏｆｐｉｎｉｏｎａｘｉａｌ（ε＝４．０７）
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图１０　小轮轴向相平面图（ε＝４．０７）
Ｆｉｇ．１０Ｐｈａｓｅｐｌａｎｅｏｆｐｉｎｉｏｎａｘｉａｌ（ε＝４．０７）

合刚度小于某一值时，外载荷使得轮齿变形消除了轮

齿啮合齿侧间隙的非线性影响，此时系统呈线性周期

特性，而当啮合刚度大于这一值时，外载荷使得轮齿的

变形不足以消除齿侧间隙，相平面图８、１０表明系统此
时呈强非线性，此时啮合间隙对系统的冲击使得系统

的振动加剧。

４　结　论

（１）本文提出的啮合冲击模型，考虑了发生啮合
冲击时，除冲击齿对外其它正常啮合齿对对啮合冲击

起到的缓冲作用，通过与文献［８］计算结果对比，验证
了本文模型的有效性。

（２）外载荷一定的情况下，对于考虑啮合间隙的
非线性人字齿轮系统，本文通过实例计算表明：重合度

小于某一临界值时，外载使啮合齿对产生的弹性变形

能够消除齿侧啮合间隙对系统的非线性影响，此时重

合度增大，振动减小，系统呈周期线性特性；当轮齿啮

合重合度值达到４．０７时，啮合刚度的增大使得外载不
足以消除啮合间隙，此时振动加剧，系统呈强非线性

特性。

（３）在实际运用中，我们需要根据人字齿轮实际
工况载荷选择合适的重合度，从而达到减振降噪的预

期效果。
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