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基于 Ｋｒｉｇｉｎｇ模型的钢管混凝土连续梁拱桥有限元模型修正

胡俊亮，颜全胜，郑恒斌，崔楠楠，余晓琳

（华南理工大学 土木与交通学院，广州　５１０６４０）

　　摘　要：提出基于Ｋｒｉｇｉｎｇ模型的有限元模型修正方法。Ｋｒｉｇｉｎｇ模型为据区域内若干信息样品某种特征数据对该
区域同类特征未知数作线性无偏、最小方差估计方法，其只用少量样本即可获得较高精度预测结果。用Ｋｒｉｇｉｎｇ模型对平
面桁架进行有限元模型修正，验证该方法的可行性与准确性；对一连续梁拱桥进行模型修正，并与ＧＡ算法、ＢＰ神经网络
方法模型修正结果比较分析。Ｋｒｉｇｉｎｇ模型仅需一定量测量频率信息即可完成模型修正，能避免修正过程中进行有限元
模型迭代计算。结果表明，该方法能准确预测有效频率范围（ａｃｔｉｖｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒａｎｇｅ）外模态信息，计算效率、精度较高，可
用于工程实践。
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　　由于桥梁结构发展的复杂化，导致较难直观判断
构件受力状况。有限元分析方法虽能满足大型复杂结

构分析需要，但亦较难直接建立与试验结果匹配的有

限元模型。Ｍｏｔｔｅｒｓｈｅａｄ等［１］认为有限元模型不精确、

与试验结果不相匹配原因为：① 常出现于结构有强烈

非线性行为时的模型结构误差；② 不合适的边界条件

及在简化模型时不精确假设等的模型参数误差；③ 发

生于对复杂结构离散化处理时，有限元模型所得阶数

不能完全反映结构真实状况，仅为实际结构阶数一部

分的模型阶次误差。因此，注意力转移至基于试验结

果的有限元模型修正研究。通常由现场试验与有限元

模型分析获得结构固有特性。虽现场试验因环境噪声

干扰，测量仪器误差及试验误操作等会致结果存在一

定误差，但仍可认为现场试验所得结构特性能在一定

程度上反映结构的真实状况。因此，现场测试结果与

有限元模型分析结果不匹配时，需对有限元模型进行

修正以期能反映结构的真实状况。



１　有限元模型修正方法

有限元模型修正方法可分为两类，即矩阵型模型

修正方与参数型模型修正法。整体结构矩阵型修正方

法［２］以有限元模型质量矩阵 Ｍ及刚度矩阵 Ｋ加权范
数最小化为目标函数，以振型正交性、Ｍ、Ｋ对称性为约
束条件，采用有约束的最小化求解方法进行模型修正。

该修正方法采用由振动试验所得结构特征向量与振型

矩阵（扩阶后振型矩阵）。因此，模型修正精度直接与

扩阶后振型精度相关。通过整体结构矩阵修正所得结

构矩阵会将原有带状、稀疏特性改变成满秩矩阵，甚至

有些元素变负值，导致所得结构矩阵物理意义不明显，

甚至产生虚假模态。因此，诸多研究据存在问题提出

解决方法。Ｋａｂｅ［３］引入元素相关性概念，提出保持原
模型带状、稀疏特性方法；向锦伍等［４］提出通过求解结

构矩阵的误差矩阵，定位误差较大单元进行特定修改，

保持原结构矩阵特性；但此方法缺点为经修正的结构

矩阵无法反馈到现有通用有限元计算软件中，适用性

受到一定限制。参数型有限元模型修正方法选特定参

数进行模型修正，使修正后有限元分析与试验结果误

差最小，物理意义明确。因此，参数型模型修正方法获

得广泛发展。所选修正参数为弹性模量、材料密度、截

面面积等。

参数型修正方法包括频响函数法［５－８］、模拟退火

算法［９－１１］、神经网络法［１２－１４］、遗传算法［１５－１７］、基于商

业软件Ａｎｓｙｓ二次开发技术的优化理论方法［１８－２０］及统

计方法［２１－２７］等。频响函数法无需模态分析，可避免将

模态参数识别误差带入模型修正；而其缺点在于需结

构完整频响函数值，因此又引入模型扩展者缩聚所致

误差。模拟退火算法计算过程简单、鲁棒性强，能以较

大概率求得全局最优解。但其收敛速度缓慢，算法性

能与初始值密切相关。神经网络方法以其强大的非线

性映射能力、容错能力及鲁棒性在有限元模型修正领

域广泛应用；但其要求训练样本足够多，网络类型选取

及隐含层数、节点数量、初始值确定无理论依据等缺陷

其应用亦受到限制。遗传算法为高效并行的全局寻优

算法，但同模拟退火算法亦存在收敛速度缓慢的缺点。

基于商业软件二次开发技术的优化理论方法能解决其

它模型修正方法难以考虑的结构非线性影响及预应力

效应问题，但亦存在计算效率较低、不能保证收敛到全

局最优解的缺陷。统计方法考虑统计量的不确定性与

统计分布特征，利用谱密度估计统计特性，获得用多变

量高斯分布精确近似模态参数概率密度函数，计算高

斯分布均值与方差可获得模态参数的最优估计及与之

联系的不确定度，将不确定度用于有限元模型修正。

文献［２６］用两实际结构模型修正过程说明基于贝叶斯

证据统计方法的有效性，认为影响模型修正参数选择

的两重要因素为有限元模型逼近测量数据方法及每个

模型对测试数据信息量提取的多寡，对模型修正精度

有直接影响。

Ｋｒｉｇｉｎｇ法为数学、地质学广泛使用、基于随机过程
的统计预测法，其据区域内若干信息样品的某种特征

数据对该区域同类特征未知数作线性无偏、最小方差

估计，具有平滑效应及估计方差最小的统计特征［２８］。

Ｋｒｉｇｉｎｇ法由南非地质学者 Ｋｒｉｇｅ于１９５１年提出，用于
确定矿产储量分布。Ｓａｃｋｓ等［２９］第一次将Ｋｒｉｇｉｎｇ方法

应用于结构设计。Ｒｏｍｅｒｏ等［３０－３１］将其应用于结构可

靠度问题。鉴于Ｋｒｉｇｉｎｇ模型优越的模拟性能，本文将
其用于有限元模型修正，并与遗传算法、神经网络方法

对比，由实例验证该方法精度与高效性。

２　Ｋｒｉｇｉｎｇ模型

Ｋｒｉｇｉｎｇ作为线性回归分析的改进技术，包含线性
回归与非参数部分，其中非参数部分为高斯平稳随机

过程，因而 Ｋｒｉｇｉｎｇ模型一般由两部分组成，即多项式
与随机分布，即

ｙ^（ｘ）＝ｆＴ（ｘ）β＋Ｚ（ｘ） （１）

ｆＴ（ｘ）β＝β１ｆ１（ｘ）＋β２ｆ２（ｘ）＋…βｍｆｍ（ｘ）＝
［ｆ１（ｘ）…ｆｍ（ｘ）］β （２）

式中：β为回归系数；ｆ（ｘ）为变量 ｘ多项式函数；ｍ为
ｆｉ（ｘ）数目。

在设计空间中ｆ（ｘ）提供模拟的全局近似，而Ｚ（ｘ）
提供模拟的局部近似。Ｚ（ｘ）为均值为零协方差非零的
高斯平稳随机过程，服从正态分布 Ｎ（０，σ２），Ｚ（ｘ）协
方差矩阵为

Ｅ［ｚ（ｘｉ）ｚ（ｘｊ）］＝σ
２Ｒ（θ，ｘｉ，ｘｊ）

（ｉ，ｊ＝１，２，…，ｎ }）
（３）

式中：Ｒ（θ，ｘｉ，ｘｊ）为样本点中任意两样本点 ｘｉ，ｘｊ空间
相关函数，对模拟精度起决定性作用；θ为相关函数参
数；ｎ为试验点数。

构建Ｋｒｉｇｉｎｇ模型步骤为：设ｎ×ｐ试验样本点 ｘ＝
｛ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ｝，ｘ

ｋ
ｉ∈Ｒ

ｐ，ｐ为设计变量数，有相应结果输
出函数为

Ｙ＝｛ｙ１（ｘ），ｙ２（ｘ），…，ｙｎ（ｘ）｝ （４）

据输出函数，未知参数β，σ２可估计为

β^＝（ＦＴＲ－１Ｆ）－１ＦＴＲ－１Ｙ （５）

σ^２＝１ｎ（Ｙ－Ｆβ^）
ＴＲ－１（Ｙ－Ｆβ^） （６）

式中：Ｆ为含每个试验点ｆ（ｘ）估值向量；Ｒ为每个试验
点相关函数矩阵：
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Ｒ＝

Ｒ（ｘ１，ｘ２） … Ｒ（ｘ１，ｘｎ）

  

Ｒ（ｘｎ，ｘ１） … Ｒ（ｘｎ，ｘｎ









）

（７）

由于 β^，σ^２均与相关函数参数 θ相关，因此在计算

β^，σ^２之前，需先获得θ值。用最大似然估计方法，并对
表达式求最小值：

ｍｉｎ
θ＞０
｛１／２［ｎｌｎ（σ^２ｚ）＋ｌｎ｜Ｒ｜］｝ （８）

本文用遗传算法求解最优θ。获得 θ后，响应最佳
线性无偏预测可写为

ｙ^（ｘ）＝ｆＴ（ｘ）β^＋ｒＴ（ｘ）α^ （９）

向量 α^定义为

α^＝Ｒ－１（Ｙ－Ｆβ^） （１０）
式中：ｒＴ（ｘ）为每个试验点与待测点间相关函数向量，
表示为

ｒＴ（ｘ）＝｛Ｒ（ｘ，ｘ１），…，Ｒ（ｘ，ｘｎ）｝ （１１）

　　式（９）第二项 ｒＴ（ｘ）α^实为回归模型 ｆＴ（ｘ）β残差
插值。至此，Ｋｒｉｇｉｎｇ模型建立完成，可用于待测点预
测。式（９）的随机过程模型含有影响模型平稳特性的
相关函数。试验点相关函数为

Ｒ（θ，ｗ，ｘ）＝∏
ｐ

ｋ＝１
Ｒｊ（θ，ｘ

ｋ
ｉ－ｘ

ｋ
ｊ） （１２）

式中：ｘｋｉ，ｘ
ｋ
ｊ为试验点第ｋ组成部分。

相关函数模型核函数选择取决于使用者，本文亦

采用计算效果较好的高斯函数作为相关模型核函数

Ｒ（ｘｉ，ｘｊ）＝ｅｘｐ［－∑
ｐ

ｋ＝１
θｋ｜ｘ

ｋ
ｉ－ｘ

ｋ
ｊ｜
２］ （１３）

３　算例

３１　算例１
用Ｋｒｉｇｉｎｇ模型方法对文献［１７］中平面桁架进行

有限元模型修正工作。结构形式见图 １，各杆件均为
内径５．４ｃｍ、外径 ８．５ｃｍ圆钢管。设初始弹性模
量Ｅ＝２．１Ｅ１１Ｐａ，初始密度 ρ＝７８００ｋｇ／ｍ３，泊松比
０．３。

图１　桁架平面图（单位ｃｍ）
Ｆｉｇ．１Ｔｒｕｓｓｅｌｅｖａｔｉｏｎ（ｕｎｉｔ：ｃｍ）

桁架模型优化结果［１７］与本文 Ｋｒｉｇｉｎｇ模型方法模
型优化结果见表１。以材料弹性模量与密度为设计参
数。设结构设计参数为 Ｘ～Ｎ（μ，σ）的正态分布，μ为
各设计参数初值，σ＝μα为变量标准差，α为设计参数

变异系数，本例两设计参数变异系数均取５％。将１００
组设计变量代入Ａｎｓｙｓ有限元模型，获得１００组有限元
分析结果。用前２阶频率为训练样本，训练样本数为
１００。获得模型优化结果（表１）及优化后设计参数为弹
性模量Ｅ＝１．９２Ｅ１１Ｐａ，密度ρ＝８０２４．１ｋｇ／ｍ３。由表
１看出，Ｋｒｉｇｉｎｇ模型对前３阶频率优化结果优于遗传算
法［１７］，且前６阶优化结果误差均在 ２％以内。Ｋｒｉｇｉｎｇ
模型优化方法计算精度较高。

表１　桁架模型优化结果对比 （单位：Ｈｚ）
Ｔａｂ．１ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆＴｒｕｓｓｕｐｄａｔｉｎｇｒｅｓｕｌｔｓ（Ｕｎｉｔ：Ｈｚ）

阶数 实测 文献［１７］误差／％ Ｋｒｉｇｉｎｇ
模型

误差／％

１ ８．７９ ８．８３ －０．５５ ８．７９ ０．００
２ ２９．６ ３０．１８ －１．４８ ２９．７８ －０．６０
３ ４３．３９ ４１．６５ ２．２３ ４２．６６ １．６９
４ ５９．１ ５９．６２ －０．２４ ５９．５５ －０．７５
５ ９０．６２ ９１．３４ －０．４０ ９１．０９ －０．５２
６ １１９．８１ １２０．８４ －０．１１ １２０．８６ －０．８８

３２　算例２
本文对一座大跨度钢管混凝土连续梁拱组合体系

桥－杜坑特大桥进行有限元模型修正。该桥跨径５８．４
ｍ＋１２８ｍ＋５８．４ｍ，桥型见图２。主梁为预应力混凝
土结构。拱肋为钢管砼结构，采用等高度哑铃形截面，

截面高度２．８ｍ，拱肋弦杆及缀板内填充微膨胀混凝
土。拱肋计算跨径ｌ＝１２８．０ｍ，设计矢高 ｆ＝２５．６ｍ。
全桥共１４对吊杆，每根吊杆为双吊索形式，吊杆统一
直径为Φ＝８５ｍｍ。

图２　杜坑特大桥立面布置图（单位：ｃｍ）
Ｆｉｇ．２Ｄｕｋｅｎｇｂｒｉｄｇｅｅｌｅｖａｔｉｏｎ（ｕｎｉｔ：ｃｍ）

图３　现场测试测点布置图
Ｆｉｇ．３Ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｐｏｉｎｔｓａｒｒａｎｇｅｍｅｎｔ

对该桥施工完成后、通车前进行模态测试。对主

梁与拱肋分别进行测试。为获得主梁竖向、横向模态
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特性，在主跨上下游每根吊杆处布置竖向测点，全桥共

２８个测点，进行７组测试；横向测点只布置在下游吊杆
处，计７个测点，分３组测试。拱肋模态测试测点布置
在上下游横撑位置，每处测点均布置横向、竖向传感

器，测试分７组进行，各１６测点。测点布置见图３。现
场拱肋实际布点见图４。用大型通用有限元软件Ａｎｓｙｓ
建立该桥空间杆系模型见图５。主梁用可模拟变截面
Ｂｅａｍ４４单元；拱肋用适于联合截面的 Ｂｅａｍ１８９进行模
拟；吊杆为只受拉Ｌｉｎｋ１０单元；拱肋横撑与主拱及吊杆
与主梁以刚臂单元连接。模型修正参数设为：拱肋混

凝土弹模Ｅｃ１，密度 ρｃ１；拱肋钢管弹模 Ｅｓ１，密度 ρｓ１；吊
杆弹模Ｅｓ２，密度ρｓ２；主梁混凝土弹模 Ｅｃ２，密度 ρｃ２；风
撑刚臂弹模Ｅｇ１，吊杆刚臂弹模Ｅｇ２及二期恒载Ｆ。

图４　测点现场布置图
Ｆｉｇ．４Ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｐｏｉｎｔｐｈｏｔｏ

图５　结构有限元模型
Ｆｉｇ．５ＢｒｉｄｇｅＦＥＭｍｏｄｅｌ

　　用多参考点
稳定图算法（Ｍ－
ＮＥｘＴ／ＥＲＡ）［３２］对
测量数据进行模

态参数识别，获得

结构振型及频率，

并与未修正有限

元分析结果对比，

见表２。按设计图
纸结构参数建立有限元模型，获得未修正结果各阶频

率与振型。计算结果与实测结果对比发现，现场实测

前１７阶结构模态并非有限元分析模型前１７阶模态，
而取有限元前２５阶结果与实测结果进行振型与频率
匹配方可获得１７阶与实测模态相匹配的频率与振型
（表２）。分析实测与有限元结果发现，未修正有限元
模型１７阶频率中有１１阶误差超过１０％，有限元模型
与实际结构存在较大差异。表２中粗体为误差超１０％
频率。为说明修正模型与测试振型的关联度，计算测

试振型与分析振型的ＭＡＣ值。篇幅所限，仅给出拱肋
１阶对称横弯、主梁１阶反对称横弯、主梁 ＋拱肋１阶
反对称竖弯与拱肋１阶扭转振型ＭＡＣ值见表３。由表
３看出，除拱肋１阶反对称竖弯外，其它振型ＭＡＣ值均
在０．９５以上，说明分析振型与测试振型关联度较高，
分析模态与测试模态匹配合理。

表２　实测结果与有限元计算结果对比 （单位：Ｈｚ）
Ｔａｂ．２ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｅｓｔｉｎｇｒｅｓｕｌｔｓａｎｄＦＥＭ ｒｅｓｕｌｔｓ（ｕｎｉｔ：Ｈｚ）

实测结果
未修正

有限元结果
误差％ Ｋｒｉｇｉｎｇ模型

二次修正
ＧＡ算法修正 ＢＰ神经网络

方法二次修正
振型描述

０．５９１１ ０．４８９４ １７．２１ ０．５３６９ ０．５４０８ ０．５３７５ 拱肋１阶对称横弯

１．１８０４ １．０３２２ １２．５６ １．１３０７ １．１３８ １．１３２２ 拱肋２阶反对称横弯

１．８３８７ １．６１４５ １２．１９ １．７６６４ １．７８０５ １．７６９３ 拱肋３阶对称横弯

２．５８８３ ２．３０９１ １０．７９ ２．５２２８ ２．５４４５ ２．５２８ 拱肋４阶反对称横弯

３．４１３６ ２．９３４３ １４．０４ ３．１９７８ ３．２３０６ ３．２２３４ 拱肋５阶对称横弯

４．３０１２ ３．８００８ １１．６３ ４．１３３８ ４．１７５３ ４．１４５５ 拱肋６阶反对称横弯

５．１０２１ ４．５３７５ １１．０７ ４．９２１５ ４．９７６４ ４．９３７５ 拱肋７阶对称横弯

２．０１４３ ２．０７９９ －３．２６ ２．０３５ ２．０４５５ ２．０７２４ 主梁＋拱肋１阶反对称竖弯

２．９３６７ ３．０６９１ －４．５１ ２．９７３ ３．００５７ ３．０３７４ 主梁＋拱肋２阶对称竖弯

３．２４９９ ３．５９０５ －１０．４８ ３．４３７７ ３．４９４２ ３．５２３５ 主梁＋拱肋３阶对称竖弯

３．８２８９ ４．２２２１ －１０．２７ ４．１４２７ ４．１８１５ ４．２２４９ 主梁＋拱肋４阶反对称竖弯

４．７９４４ ４．４７１３ ６．７４ ４．４０２ ４．４２８２ ４．４８６４ 主梁＋拱肋５阶对称竖弯

４．９５２４ ５．０９９ －２．９６ ５．２５７３ ５．１６１４ ５．３１１６ 主梁＋拱肋６阶反对称竖弯

３．９７６ ３．２９７９ １７．０５ ３．７６３７ ３．８４６６ ３．８６３８ 主梁１阶反对称横弯

４．６２６２ ５．２７９４ －１４．１２ ５．０２６６ ５．１３１８ ５．１５５７ 主梁２阶对称横弯

４．４５０７ ４．６４８６ －４．４５ ４．８５８８ ４．８２０３ ４．９６５４ 拱肋１阶扭转

５．４８５１ ５．５９２３ －１．９５ ５．９６１７ ５．８３０６ ５．９７４６ 拱肋２阶扭转
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表３　各模型修正方法振型ＭＡＣ值

Ｔａｂ．３ＴｈｅＭＡＣｖａｌｕｅｓｏｆｅａｃｈｍｏｄｅｌｕｐｄａｔｉｎｇｍｅｔｈｏｄ

振型
未修正

模型

Ｋｒｉｇｉｎｇ
模型方法

ＧＡ
算法

ＢＰ神经
网络方法

拱肋１阶对称横弯 ０．９６７３ ０．９６７８ ０．９５７９ ０．９６７６
主梁１阶反对称横弯０．９９３１ ０．９９３２ ０．９９３２ ０．９９３１
拱肋１阶反对称竖弯０．８１５３ ０．８１７３ ０．８１９３ ０．８１８８
主梁１阶反对称竖弯０．９９３１ ０．９９３２ ０．９９３２ ０．９９３１
拱肋１阶扭转 ０．９７９６ ０．９７９１ ０．９７９１ ０．９７８８

３．２．１　有限元模型修正过程
Ｋｒｉｇｉｎｇ模型为基于小样本统计学习与预测的学习

理论，被视为最优线性无偏估计，可在不影响结果精度

前提下减少计算分析次数，提高计算效率。设结构设

计参数为Ｘ～Ｎ（μ，σ）的正态分布，μ为各参数设计值，
σ＝μα为变量标准差，α为参数变异系数。取１００组设
计变量代入Ａｎｓｙｓ有限元模型，获得１００组有限元分析
结果。分别取拱肋横向振型对应频率、主梁拱肋竖向

振型对应频率、主梁横向振型对应频率及拱肋扭转振

型对应频率前 ２、３阶频率为训练样本，训练样本数
１００。以所得４组修正设计参数为基础，按修正结果精
度赋予相应权值进行再次修正得最终修正结果。权值

系数取和为１的随机数，并照精度顺序分配。修正后
频率结果见表２，设计参数见表４。

用ＧＡ算法时，设结构参数为 Ｘ～Ｕ（Ｍ（１－α），
Ｍ（１＋α））的均匀分布，Ｍ为各参数设计值，α为各设
计参数变异系数。建立 Ａｎｓｙｓ与 Ｍａｔｌａｂ接口，ＧＡ算法
在指定变量范围内生成设计参数，代入Ａｎｓｙｓ有限元模
型计算获得结构频率与振型 （分析计算结果发现设计

参数变化时结构振型阶次随之改变，需按 ＭｏｄａｌＡｓｓｕｒ
ａｎｃｅＣｒｉｔｅｒｉｏｎ（ＭＡＣ）方法［３３］进行振型匹配以获得对应

频率）。将实测频率与分析频率误差２范数作为目标
函数，并映射为遗传算法的适应度函数。经４０次迭代
计算可得较理想结果。修正后频率结果见表２，修正后
设计参数见表４。

ＢＰ神经网络优化初始权值与阈值矩阵对网络训
练影响较大，故用ＧＡ算法对初始权值与阈值矩阵进行
优化以改善神经网络质量。分析流程同 Ｋｒｉｇｉｎｇ模型，
取３００组设计变量，代入 Ａｎｓｙｓ有限元模型，得３００组
有限元分析结果。一般情况下，训练样本数为连接权

数的２～１０倍为佳；为减少网络训练时间，分别取拱肋
横向振型对应频率、主梁拱肋竖向振型对应频率、主梁

横向振型对应频率及拱肋扭转振型对应频率前２、３阶
频率作为网络输入，设计参数为网络输出，以降低对训

练样本总量要求。训练样本取２７０，测试样本取３０。以
所得４组修正设计参数为基础，按修正结果精度赋予
相应权值进行二次修正，获得最终修正结果。权值系

数取和为１的随机数，并按精度顺序分配。修正后频
率结果见表２，修正后设计参数见表４。
３．２．２　结果比较与分析

表４为Ｋｒｉｇｉｎｇ模型二次修正、ＧＡ算法及 ＢＰ神经
网络方法二次修正所得频率对比与修正后设计参数。

表５为各模型修正方法误差范数比较。

表４　有限元模型设计参数修正结果
Ｔａｂ．４ＦＥＭ ｍｏｄｅｌｄｅｓｉｇｎｐａｒａｍｅｔｅｒｓｕｐｄａｔｉｎｇｒｅｓｕｌｔｓ

设计

参数

未

修正

Ｋｒｉｇｉｎｇ
模型二

次修正

ＧＡ算法
修正

ＢＰ神经
网络二

次修正

变异系

数／％

Ｅｃ１／Ｐａ ３．４５Ｅ１０ ３．５１Ｅ１０ ３．７６Ｅ１０ ３．４８Ｅ１０ １０
ρｃ１／ｋｇｍ

－３ ２６００ ２３９４．３ ２５３７．３ ２４４７．８ １０
Ｅｓ１／Ｐａ ２．０６Ｅ１１ ２．４７Ｅ１１ ２．５８Ｅ１１ ２．４６Ｅ１１ ５
ρｓ１／ｋｇｍ

－３ ７８００ ７９９２．４ ７７９４．８ ７９５６．８ ５
Ｅｓ２／Ｐａ １．９６Ｅ１１ ２．１０Ｅ１１ １．９９Ｅ１１ ２．１１Ｅ１１ ５
ρｓ２／ｋｇｍ

－３ ７８００ ７７３８．２ ７６６１．６ ７７２７．４ ５
Ｅｇ１／Ｐａ １．５０Ｅ１４ １．８１Ｅ１４ １．７１Ｅ１４ １．８１Ｅ１４ １０
Ｅｃ２／Ｐａ ３．４５Ｅ１０ ３．４１Ｅ１０ ３．２５Ｅ１０ ３．６７Ｅ１０ １０
ρｃ２／ｋｇｍ

－３ ２６００ ２８５０．９ ２６０３ ２４６０．６ １０
Ｅｇ２／Ｐａ １．５０Ｅ１４ １．９８Ｅ１４ １．８３Ｅ１４ １．９７Ｅ１４ １０
Ｆ／Ｎ １．４５Ｅ０６ １．３５Ｅ０６ １．４５Ｅ０６ １．３５Ｅ０６ ８

由表５看出，Ｋｒｉｇｉｎｇ模型方法修正结果与各训练
样本频率对应的修正模型频率误差最小，非对应修正

模型频率精度略有不足。Ｋｒｉｇｉｎｇ模型方法误差范数介
于ＧＡ算法与ＢＰ神经网络方法之间，但修正后模型误
差均在１０％以下，且计算效率最高，耗时最少：对杜坑
特大桥模型修正过程而言，Ｋｒｉｇｉｎｇ模型方法计算时间
约为ＢＰ神经网络方法的０．７倍，约为 ＧＡ算法计算时
间的０．２倍。基于Ｋｒｉｇｉｎｇ模型的有限元模型修正能降
低对样本数量依赖，可在满足计算精度的同时提高计

算效率。ＧＡ算法修正后结果显示，仅有１阶频率误差
超１０％，修正结果得到较大程度改善，其误差２范数最
小。仅定义足够多种群与遗传代数，遗传算法便能获

得更高精度结果，但耗时会更长。分析 ＢＰ神经网络方
法修正结果发现，当取主梁、拱肋竖向振型对应频率为

训练样本时所得修正模型误差２范数最小，而以主拱
横向振型对应频率为训练样本的修正结果效果最差。

与各训练样本频率对应的修正模型频率误差最小，非

对应修正模型频率误差相对较大。相比 ＧＡ算法与
Ｋｒｉｇｉｎｇ模型方法，ＢＰ神经网络方法计算精度最低，有３
阶修正模态频率误差超 １０％，耗时介于 ＧＡ算法与
Ｋｒｉｇｉｎｇ模型方法之间。
３．２．３　模型修正评价

评价模型修正方法及模型修正效果准则［３４］为：

（１）修正后有限元模型须能以一定精度预测有效
频率范围内试验模态数据或频响函数。有效频率范围

即参与有限元模型修正的频率范围；
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（２）修正后有限元模型须能预测有效频率范围之
外的特征频率及振型；

（３）修正后有限元模型须能获得其它除使用荷载
工况外的频响函数；

（４）修正后有限元模型须能预测结果局部修改后

模态数据或频响函数。局部修改可以是局部增加质量

或改变边界条件而不涉及模型重新修正。

分析结果证明，本文三种方法模型修正结果均能

满足准则１、２要求；准则３、４则需进一步实验及模型
分析验证，此处暂不作讨论。

表５　各模型修正方法范数比较
Ｔａｂ．５Ｔｈｅｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｒｅｓｕｌｔｓｎｏｒｍ

未优化
Ｋｒｉｇｉｎｇ
模型１

Ｋｒｉｇｉｎｇ
模型２

Ｋｒｉｇｉｎｇ
模型３

Ｋｒｉｇｉｎｇ
模型４

Ｋｒｉｇｉｎｇ
二次优化

ＧＡ
算法

ＢＰ
方法１

ＢＰ
方法２

ＢＰ
方法３

ＢＰ
方法４

ＢＰ
二次优化

１．５２１５ １．６８９ １．６０１９ １．３６５６ １．３４６８ １．０５０５ ０．９８５２ １．９３２１ １．５３４５ １．４４５８ １．３５７ １．１６９５

注：Ｋｒｉｇｉｎｇ模型１指用Ｋｒｉｇｉｎｇ模型进行模型修正时训练样本为主梁横向振型对应频率，模型２为拱肋扭转振型对应频率，模型３
为主梁拱肋竖向振型对应频率，模型４为主梁横向振型对应频率；Ｋｒｉｇｉｎｇ二次优化指在前４种方法获得优化结果上据各方法计算精
度二次优化结果；ＢＰ方法１用ＢＰ神经网络方法进行模型修正时训练样本为主梁横向振型对应频率，ＢＰ方法２、３、４与Ｋｒｉｇｉｎｇ模型方
法类似用其它振型对应频率作为训练样本；ＢＰ二次优化指在前４种方法获得优化结果上据各方法计算精度二次优化结果。

图６　模型修正结果４５°线匹配图
Ｆｉｇ．６Ｍｏｄｅｌｕｐｄａｔｅｄｒｅｓｕｌｔｓ４５°ｌｉｎｅｍａｔｃｈｉｎｇ

　　分别将试验结果与有限元计算结果作为横、纵坐
标并示出匹配后各阶模态频率。若计算与试验结果吻

合较好，则所有点应落在４５°线上，否则说明模型误差
较大［３５］。以此绘频率匹配图。未修正、Ｋｒｉｇｉｎｇ模型修
正、ＧＡ方法修正及 ＢＰ神经网络修正结果见图６。分
析图６（ａ）、（ｂ），各修正方法所得频率未全部精确落在
４５°线上。整体而言，Ｋｒｉｇｉｎｇ模型所得４５°线匹配图各
频率点分布更集中，较靠近４５°线；ＢＰ神经网络所得频
率点分布较分散。将 ＧＡ算法、ＢＰ神经网络方法与
Ｋｒｉｇｉｎｇ模型方法二次修正所得结果集中于图６（ｃ）的
４５°线匹配图中发现，所得曲线基本吻合，说明三种方
法模型修正结果基本一致，亦即各修正模型均能反映

结构的真实状况。

４　结　论

本文通过所提基于Ｋｒｉｇｉｎｇ模型的有限元模型修正
方法与ＧＡ算法及ＢＰ神经网络方法比较，并实例研究
连续梁拱桥模型修正，结论如下：

（１）模型修正结果精度依赖于实际测量结果精
度，并与所用模型修正方法关系较大。

（２）基于 Ｋｒｉｇｉｎｇ模型的有限元模型修正只要一
定测量频率信息即可获得较高精度的修正模型，并能

准确预测有效频率范围外结构模态特性。实际应用中

可针对不同类型振型对应频率分别进行模型修正，并

据修正结果进行二次修正获得更高精度修正模型。

（３）Ｋｒｉｇｉｎｇ模型修正结果精度较高，且只需较少
训练样本即可达到较高精度，耗时较少；ＧＡ算法修正
模型精度最高，但需对有限元模型迭代求解修正，计算

量较大，耗时最多；ＢＰ神经网络计算精度较低，且需较
多训练样本，训练样本不足时模型修正结果精度低。

（４）不考虑计算效率前提下，三种模型修正方法
能获得较一致修正结果，表明三种方法均能用于此类

复杂结构模型修正，并均具有较高计算精度。
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