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从数学推导过程讨论能量法的适用条件

刘胜来 李全旺 1)

(清华大学土木工程系, 北京 100084)

摘要 在结构力学的计算中，通常的方法有能量法、解析法等.

能量法在结构计算中有广泛的应用，它适用于线弹性或非线

性条件. 该文从数学的角度讨论能量法结构计算的原理，通

过对虚功原理、卡氏第二定理、极小势能原理的证明推导，

明确了虚功原理是平衡微分方程和变形协调方程的结合体，

与材料应力应变关系无关，适用于线性和非线性问题；卡氏

第二定理只在线弹性条件下成立；极小势能原理应用的前提

条件之一是材料应力应变关系是严格增函数，可以是线弹性

也可以是非线性.
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结构力学中的能量法有很强的数学背景，在线

弹性条件下，它可以理解为变分法解力学问题时得

到的一个二次函数. 能量法的两种最常用的具体形

式为虚功原理和极小势能原理，虚功原理又分为虚

力原理和虚位移原理. 而卡氏第二定理是虚力原理

的一种推广应用.

虚功原理是宏观表现，不像平衡微分方程和变

形协调方程般繁琐 (解析法). 后者在小尺度下成

立，着眼于微观，在复杂情况下很难直接积分出一

个简单的形式. 虚功原理不仅解决了这些困难，而

且把边界条件包含在内，着眼于宏观，比通过控制

方程积分、代入边界条件求解的解析法简洁.

能量法虽然比解析法稍难理解，但在力学分析

中却更加有效. 在一个方程中统合所有条件和未知

量，能衍生出非常巧妙的办法与性质 (如 4 个互等

定理 [1]). 因此能量法应用范围很广. 在使用能量法

时，有必要明确它们的适用条件，这便是本文的主要

目的.

1 虚功原理成立的前提

虚功原理 [2-3] 可以从平衡微分方程和变形协调

方程推导出来，以一根梁为例, 这两组方程分别为：

平衡微分方程

dFN+pdx = 0 , dFQ+qdx = 0 , dM+FQdx = 0 (1)

变形协调方程

du = εdx , dω − θdx = γ0 (2)

其中, FN, FQ, M 分别为截面轴力、剪力和弯矩; p

为轴向载荷集度; q 为法向载荷集度; u 为轴向位移;

ω 为横向位移; ε 为轴向线应变; θ 为转角; γ0 为截

面平均切应变; dω/dx 表示杆轴切线的角位移.

证明如下:

若杆件的两个端点分别为 A,B，则根据式 (1)，

首先有

∫ B

A

[(dFN+pdx)u+(dFQ+qdx)ω+(dM+FQdx)θ] = 0

(3)

由式 (3) 可推出

(uFN + ωFQ + Mθ)
∣∣B
A −

∫ B

A

(FNdu + FQdω + Mdθ)+

∫ B

A

(pu + qω)dx +
∫ B

A

FQθdx = 0 (4)

再将变形协调方程 du = εdx, dω − θdx = γ0，代入

式 (4)，便可得到变形体虚功方程 [2-3]

(MBθB + FNB
uB + FQB

ωB)−

(MAθA + FNA
uA + FQA

ωA)+
∫ B

A

(pu + qω)dx =

∫ B

A

(Mdθ + FNεdx + FQγ0dx) (5)

式 (5) 左边为外力在位移上所做的外力虚功，

前两项是杆端力作的虚功，第 3 项是分布载荷作的
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虚功；右边为整个变形体的内力虚功. 二者相等即

是对虚功原理的证明.

从上面的证明过程可以看到，虚功原理实质上

是平衡微分方程和变形协调方程的结合体，未引入

其他多余条件. 其优势也在于把边界条件融合到了

等式中，使得其在结构计算中的应用变得方便简洁.

由于不引入本构关系，因此不必关心材料线性或非

线性. 由虚功原理衍生出的虚力原理与虚位移原理

的妙处也正体现在这里，虚力原理只需力系是平衡

的，虚位移原理只需位移变化都是满足几何相容条

件的.

2 卡氏第二定理的适用条件

卡氏第二定理 [4-5]，基本表达式为

∂Vε

∂FPi

= ∆i (6)

其中，Vε 是结构的总应变能，FPi
是作用在结构 i处

的力，∆i 是力 FPi
处的位移. 卡氏第二定理可以直

接从数学变分法导出.

证明如下:

弹性体的总势能 Ω，可写作

Ω = Vε(FP1 , FP2 , · · · , FPn
)−

FP1∆1 − FP2∆2 − · · · − FPn
∆n (7)

对 FP1 , FP2 , · · · , FPn 取变分，Ω 的变分为

δΩ =
( ∂Vε

∂FP1

δFP1 + · · ·+ ∂Vε

∂FPn

δFPn

)
−

δFP1∆1 − · · · − δFPn
∆n (8)

由总势能在真实情况下取极值，满足 δΩ = 0，

从而得到卡式第二定理的表达式 (式 6).

由上面的数学推导可以发现，在卡氏第二定理

的推导过程中使用了叠加原理，因而在非线性条件

下不能成立 [6].

3 极小势能原理的证明和前提条件

极小势能原理是数学变分原理的自然结论，可

以根据平衡方程和变形协调方程推导出极小势能原

理，过程如下：

设 ui, uj , uk 为结构的真实位移，弹性体总势能

可表示为

Ω =
∫

WdV−
∑ ∫

S

p̄iuidS−
∑ ∫

fiuidV−
∑

Fiui

(9)

其中，W 为应变能密度，p̄i 为边界上面力，fi 为体

力，Fi 为集中力.

(1) 线弹性条件下的极小势能原理的证明

在线弹性条件下，有 [7]

Ω(ui + δui, uj + δuj , uk + δuk)−Ω(ui, uj , uk) =

δΩ(ui, uj , uk) +
1
2
δ2Ω(ui, uj , uk) (10)

其中, δ2Ω(ui, uj , uk) 是一个二阶变分，δ2Ω(ui, uj ,

uk) > 0 [7]. 根据取极值条件，有

δΩ(ui, uj , uk) = 0 (11)

因此

Ω(ui + δui, uj + δuj , uk + δuk)−

Ω(ui, uj , uk) > 0 (12)

由此可见，在线弹性条件下，满足平衡微分方程时势

能取得极小值 [7].

更一般的，在非线性条件下仍然有极小势能原

理.

(2) 非线性条件下的极小势能原理的证明

记体力为 fi，在力边界 Sσ 上给定面力 pi，在位

移边界 Su 上给定位移 ui. 这里假设弹性应变能只

考虑正截面应变势能，不考虑剪应变的作用，同时记

在真实状态下和任意变形状态总势能为 Ω 和 Ω(k).

根据静力平衡关系

σij,j + fi = 0 (在整个弹性体 V 内)

σijvj = p̄i (在力边界 Sσ 上)



 (13)

考虑变形协调关系

εij =
1
2
(ui,j + uj,i) (在整个弹性体 V 内)

ui = ūi (在力边界 Su 上)




(14)

另外，根据应变能密度

W (εij) =
∫ εij

0

σijdε =
∫ εij

0

f(εij)dε (15)

得到如下弹性关系

∂W (εij)
∂εij

= σij (在 V 内) (16)

记与真实状态相邻的一个可能状态几何量分别

为 u
(k)
i 和 ε

(k)
ij ，同时注意到式 (9)，有
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Ω(u(k)
i )−Ω(u) =

∫

V

[W (k)(ε(k)
ij )−W (εij)]dV−

∫

S

p̄i(u
(k)
i − ui)dS −

∫

V

fi(u
(k)
i − ui)dV−

∑
Fi(u

(k)
i − ui) =

∫

V

[W (k)(ε(k)
ij )−W (εij)]dV−

∫

V

σij(ε
(k)
ij − εij)dV (17)

考虑到 W (εij) =
∫ εij

0

f(ε)dε，并且假设 σij =

f(εij) 是严格递增函数，不妨设 ε
(k)
ij > εij，于是

W (k)(ε(k)
ij )−W (εij)− σij(ε

(k)
ij − εij) =

∫ ε
(k)
ij

0

f(ε)dε−
∫ εij

0

f(ε)dε−

f(εij)(ε
(k)
ij − εij) >

∫ ε
(k)
ij

εij

f(εij)dε− f(εij)(ε
(k)
ij − εij) =

f(εij)(ε
(k)
ij − εij)− f(εij)(ε

(k)
ij − εij) = 0 (18)

由式 (18) 可以看出，要使得上述不等式成立，

必须保证 f(ε)是严格增函数，否则式 (18)中的不等

关系不成立，也就无法得到极小势能原理. 同时注

意到上式成立时不要求 ε
(k)
ij 与 εij 相差很小，因此

它是一个大范围极值原理.

若 ε
(k)
ij < εij 也可以类似地得到同样的结论, 于

是

W (k)(ε(k)
ij )−W (εij)− σij(ε

(k)
ij − εij) > 0 (19)

于是 Ω(u(k)
i )−Ω(u) > 0，极小势能原理在非线性条

件下成立.

从上面的证明可以看出，应力必须是应变的严

格增函数才符合极小势能原理. 如果材料应力应变

关系有屈服平台或者下降区段，极小势能原理的解

不是一个稳定点，不存在唯一解，极小势能原理则不

再适用. 若要应用极小势能原理，必须保证应力是应

变的严格增函数.

从数学角度看，只有应变能密度函数 W (εij)是

一个凸函数，极小势能原理才有意义.应变能密度函

数是应力对应变求积分，只有应力是应变的严格增

函数，才能保证 W (εij) 是一个凸函数，因此式 (18)

的性质便不难理解.

还需要说明的是，非线性条件下极小势能原理

成立遵循的应力应变关系需满足严格递增条件，本

质上其实为 Drucker公设，即硬化材料条件，该假设

是塑性力学中下限定理 [8-9] 的前提. 如果材料不符

合材料硬化条件，如应力应变关系存在下降段，将会

出现不稳定，在有限元计算中一旦进入这个下降段

则需要区别处理.

4 结 论

上述 3 种方法都是非常常用的能量法的基本形

式，使用时需特别注意它们的适用条件.

虚功原理 (式 (5)) 可以看作是一个融合平衡微

分和变形协调两个条件的方程. 利用数学手段把二

者综合考虑又不失独立性，同时正是这种独立性给

虚功原理带来明显优势，即,不用考虑材料物理本构

关系而使求解更简洁.

卡氏第二定理在推导过程中用到叠加原理，因

此只在线弹性条件下成立.

极小势能原理不具有与虚功原理同等的适用条

件. 只有材料应力应变关系满足严格增函数下才能

应用. 它是一个大范围极值原理，在线性与非线性

条件下都能应用.
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