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摘　要：鲁棒优化（ＲＯ）是从计算复杂性的角度研究不确定优化模型鲁棒最优解的数学方法．从单阶段鲁棒优化和

多阶段鲁棒优化两个方面对鲁棒线性优化（ＲＬＯ）理论的研究进展进行综述，前者的研究主要基于不同形式的不确定

集合，后者的研究则基于前者的方法．研究多阶段不确定决策中决策变量受不确定参数实现值影响的情况，其核心是

影响函数连续时的仿射可调鲁棒对应模型和函数离散时的有限适应性模型．最后对ＲＬＯ的研究前景作了展望．
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１　引　　言
优化理论研究最为成熟的是凸优化［１］．传统的

凸优化模型是确定的，而现实世界本质上是不确定

的．不确定性使得传统优化模型的最优解在不确定

环境中可能为可行解但不再最优，或使原最优解变

为非可行解．研究不确定性的基本途径是概率方法，

Ｄａｎｔｚｉｇ
［２］和Ｃｈａｒｎｅｓ等

［３］分别提出了随机规划和

机会约束规划模型．Ｌｉｕ
［４］突破了可行集的概念，代

之以不确定环境，提出了相关机会规划．这几类随机

模型均假定随机参数的概率分布已知．

在实际工程应用中，要得到随机参数的概率分

布非常困难．首先是往往缺乏必要的历史数据；其次

是实际问题中有多种形式的不确定性，仅用概率理

论难以完全刻画．在经济和军事等领域，决策的鲁棒

性至关重要．鲁棒优化（ＲＯ）理论是从计算复杂性的

角度，研究参数在某个不确定集合内具有最坏情况

值的不确定问题．ＲＯ理论不仅考虑大规模问题的

易处理性，而且强调通过概率保证控制解的鲁棒性

与最优性之间的折衷程度［５７］．

本文对目前研究较为成熟的鲁棒线性优化

（ＲＬＯ）理论进行综述．首先阐述了单阶段不确定决

策中的ＲＬＯ理论，包括Ｓｏｙｓｔｅｒ模型、基于椭球的

不确定集合、基于基约束的ＲＬＯ模型、基于一般范

数的ＲＬＯ模型和基于风险偏好的ＲＬＯ模型；然后

阐述了多阶段不确定决策中ＲＬＯ的仿射可调鲁棒

对应（ＡＡＲＣ）模型和有限适应性（ＦＡ）模型；最后对

ＲＬＯ理论的发展作了总结和展望．

２　单阶段不确定决策的鲁棒线性优化
单阶段不确定决策的特征是只有一次决策，所

有决策都同时进行，决策前不知有关不确定参数的

任何信息，因此不存在修正问题．

２．１　犛狅狔狊狋犲狉鲁棒线性优化模型
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对于如下一般的不确定ＬＰ问题：

ｍａｘ犮Ｔ狓；

ｓ．ｔ．∑
犼∈犑

珘犪犻犼狓犼≤犫犻，犻∈犐，珘犪犼∈犓犼，

　　狓犼≥０，犼∈犑． （１）

其中系数犃具有列方向上的区间不确定性，犃的每

一列都属于一个凸集犓犼．该问题等价于如下问题：

ｍａｘ犮Ｔ狓；

ｓ．ｔ．ｍａｘ
珘犪
犼∈犓犼

｛∑
犼∈犑

珘犪犻犼狓犼｝≤犫犻，犻∈犐，

　　狓犼≥０，犼∈犑． （２）

这便增加了问题的计算复杂性．为此，Ｓｏｙｓｔｅｒ提出

将犃 中所有值都用其最坏情况值代替并重新求

解［８］，从而将不确定问题变为确定的ＬＰ问题．假定

犪犻犼 为犪犻犼 最坏情况值，则式（１）可转化为

ｍａｘ犮Ｔ狓；

ｓ．ｔ．∑
犼∈犑

犪
犻犼狓犼≤犫犻，犻∈犐，犪犼∈犓犼，

　　狓犼≥０，犼∈犑． （３）

Ｓｏｙｓｔｅｒ模型同样适用于价值向量犆不确定的

线性ＲＯ问题．它能处理参数的不确定性并保持线

性性质，但因过多强调解的适用性和模型易处理性

而牺牲了解的最优性，因此被认为过于保守［８］．

２．２　犅犲狀犜犪犾和犌犺犪狅狌犻的改进模型

ＢｅｎＴａｌ等
［９１１］和Ｇｈａｏｕｉ等

［１２，１３］针对Ｓｏｙｓｔｅｒ

模型的过分保守问题，分别提出将不确定系数看作

未知概率分布的对称有界变量珘犪犻犼 ∈［珔犪犻犼 －^犪犻犼，珔犪犻犼＋

犪^犻犼］，其中珔犪犻犼 为不确定参数珘犪犻犼 的估计值．基于椭球

不确定集合，式（１）可重新建模为

ｍａｘ犮Ｔ狓

ｓ．ｔ．∑
犼

珔犪犻犼狓犼＋∑
犼∈犑犻

犪^犻犼狔犻犼＋Ω犻 ∑
犼∈犑犻

犪２犻犼狕
２
犻

槡
犼 ≤犫犻，

　　 －狔犻犼 ≤狓犼－狕犻犼 ≤狔犻犼，

　　 犻，犼∈犑犻，狓≥０，狔≥０． （４）

其中Ω犻为违反约束条件的概率参数．对于模型的所

有可行解而言，约束条件被违反的最大概率为

ｅｘｐ（－Ω
２
犻／２）．

显然，式（４）的可行解是式（１）可行解的子集，

因此前者在一定程度上减小了后者的保守性．然而，

在椭球不确定集合表示下，ＬＰ的鲁棒对应（ＲＣ）（即

式（４））为ＳＯＣＰ，ＳＯＣＰ的鲁棒等价为ＳＤＰ，而ＳＤＰ

的鲁棒等价问题是ＮＰｈａｒｄ问题．因此，基于椭球不

确定集的ＲＯ方法增加了计算复杂性．另外，该模型

无法控制解的鲁棒性与可行性之间的折衷程度，也

无法处理离散优化问题．

２．３　 解的鲁棒性控制模型

为解决ＲＯ模型中解的鲁棒性与可行性折衷问

题，Ｂｅｒｔｓｉｍａｓ提出一种新的模型
［１４］．对于椭球不确

定集合，令相对不确定性为

μ犻犼 ＝ （珘犪犻犼－珔犪犻犼）／^犪犻犼 ∈ ［－１，１］．

一般只有部分参数是不确定的，故引入参数Γ犻，称

为约束犻的不确定代价，使基约束∑
犼∈犑

狘μ犻犼狘≤Γ犻．显

然，当Γ犻 ＝０时，退化为确定性模型；当Γ犻 ＝狘犑犻狘

时，为Ｓｏｙｓｔｅｒ模型，它产生最保守的解；当Γ犻∈（０，

狘犑犻狘）时，由Γ犻控制解的鲁棒性与最优性的折衷．

若Γ犻为整数，则表示存在不确定的参数个数；

否则，表示有
└Γ犻┘

个不确定参数，另有一个参数

珘犪犻狋，其变化幅度为（Γ犻－└Γ犻┘
）^犪犻狋．

建立不确定集合

　犃＝ ｛珘犪犻犼狘珘犪犻犼 ＝珔犪犻犼 ＋^犪犻犼μ犻犼，犻，犼，μ∈犎｝，（５）

其中

犎 ＝ ｛μ狘狘μ犻犼狘≤１，犻，犼，∑
狘犑犻狘

犼＝１

狘μ犻犼狘≤Γ犻，犻｝．
（６）

由此式（２）可变为

ｍａｘ｛犮Ｔ狓狘珔犪′犻狓＋ｍａｘμ犻∈犎犻
∑

狘犑犻狘

犼＝１

犪^犻犼狓犼μ犻犼 ≤犫犻，犻，

狓∈犡｝． （７）

其中犎犻满足条件（６）．对于某一给定的犻，式（７）约

束不等式左边第２项可转化为

ｍａｘ
μ犻∈犎犻

｛∑
狘犑犻狘

犼＝１

犪^犻犼狓犼μ犻犼狘∑
狘犑犻狘

犼＝１
μ犻犼 ≤Γ犻，０≤μ犻犼 ≤１，犼｝．

（８）

于是，式（２）可转化为如下线性形式：

ｍａｘ犮Ｔ狓；

ｓ．ｔ．∑
犼

珔犪犻犼狓犼＋μ犻Γ犻＋∑
犼∈犑犻

狆犻犼 ≤犫犻，犻，

　　μ犻＋狆犻犼 ≥犪^犻犼狔犼，犻，犼∈犑犻，

　　－狔犼≤狓犼≤狔犼，犼，犾犼≤狓犼≤狌犼，犼，

　　狆犻犼 ≥０，犻，犼∈犑犻，狔犼≥０，犼，

　　μ犻≥０，犻． （９）

设μ犻犼 为［－１，１］上对称分布的随机变量，要使

违反不确定约束∑
犼∈犑

珘犪犻狓≤犫犻的最大概率为ε犻，则Γ犻

的最小值为

１＋Φ
－１（１－ε犻）／ 狘犑犻槡 狘．

基于基约束不确定集合的ＲＬＯ模型的ＲＣ为线

性模型，因此具有明显的计算优势，适合于解决离散

不确定ＲＬＯ问题
［１５，１６］．然而，这些模型中不确定数

据之间是完全独立的．文献［１４］将上述模型推广到

不确定数据相关的情况，证明同样可保持原有优化

２２１１
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问题的线性特性．

２．４　 基于一般范数的犚犔犗模型

文献［１７］将不确定集合定义为

犣＝ ｛珦犃狘‖犕（ｖｅｃ（珦犃）－ｖｅｃ（珡犃））‖ ≤Δ｝．

其中：犕 为可逆矩阵，珡犃为确定集合，‖·‖ 为某种

形式的范数．则式（１）可转化为如下形式：

ｍａｘ犮Ｔ狓；

ｓ．ｔ．犪Ｔ犻狓＋Δ‖（犕
Ｔ）－１狓犻‖


≤犫犻，

　　狓∈犡，犻＝１，２，…，犿． （１０）

其中：‖·‖ 为对偶范数；狓犻∈犚
（犿×狀）×１为向量，其

第（犻－１）狀至第犻×狀个元素属于犚
狀×１，其他元素为

０．

基于范数的不确定集合将产生一个对应范数约

束的ＲＣ问题．文献［１７］指出：当范数类型为１范数

或∞范数（二者对偶）时，其对应的鲁棒问题可表示

为线性规划模型；当范数类型为欧氏范数时，则其

ＲＣ为二次锥问题．

对于鲁棒解可行性的概率保证问题，文献［１７］

给出了下述结论：假定珦犃 为任意分布，期望珡犃 ∈

犚犿×狀和协方差阵犆∈犚
（犿×狀）（犿×狀）已知，允许珦犃中各元

素具有相关性．令狓 ∈犚
狀×１为模型（１０）的最优解，

狓犻 ∈犚
（犿×狀）×１为一个向量，其第（犻－１）狀至第犻×狀个

元素为狓，其他元素为０．则有：

１）狓 对第犻个约束中不确定参数的鲁棒概率

满足

犘（犪Ｔ犻狓

≤犫犻）≥

１－
１

１＋Δ
２（‖犆

１／２狓犻 ‖
／‖犆

１／２狓犻 ‖２）
２
；

（１１）

２）如果基于欧氏范数定义不确定集合，则有

犘（犪Ｔ犻狓

≤犫犻）≥１－１／（１＋Δ

２）． （１２）

基于范数不确定集合的鲁棒优化模型是从更广

义的层次提出的，它不同于前面基于椭球不确定集

合和基于基约束鲁棒线性优化模型．

２．５　 基于风险偏好的犚犔犗模型

上述鲁棒优化模型都与参数不确定集合有关，

尽管集合表示形式不同，但集合中的元素在问题求

解中保持不变，无法反映不同方案的风险．为此，文

献［１８］提出将线性优化中的不确定集合与风险偏

好 ——— 表示为一致风险测度（ＣＲＭ）联系起来．

［１９］进一步利用不确定集合构建了ＣＲＭ，并证明

对于ＲＬＯ，不确定集合与ＣＲＭ 构成双射关系
［１４］．

［２０］将ＣＲＭ扩展到更一般的风险测度———凸风险

测度（满足凸性、单调性和平移不变性的风险测度），

提出４种形式的鲁棒定义，并将它们与不同的凸风

险测度相对应，给出了相应的概率保证．

基于风险偏好的ＲＬＯ模型将不确定约束犪Ｔ狓

≤犫，犪∈犣变为

犪Ｔ狓≤犫＋β（犪），犪∈犚
狀．

其中β（犪）为惩罚函数．则上述鲁棒优化问题相当

于：若犪∈犝，则β（犪）＝０；否则，β（犪）＝＋∞．上述模

型是该模型的特例，从而该模型更少保守性．

３　 多阶段决策的鲁棒线性优化
实际决策往往是序列决策，决策者下一阶段的

决策基于上一阶段的先验信息，除首次决策外，后面

各决策变量的确定可能受历史数据的影响．

不确定序列决策通常采用动态规划（ＤＰ）或马

尔可 夫 决 策 过 程 （ＭＤＰ）及 部 分 可 观 测 ＭＤＰ

（ＰＯＭＤＰ）
［２１］等 方法来处理．ＤＰ在迭代中不出现

维数灾时才能处理，且对不确定集合的结构非常敏

感［２２］；ＭＤＰ和ＰＯＭＤＰ用于决策时，需要已知不确

定参数分布．为此，许多学者将鲁棒优化方法扩展到

多阶段决策问题．

３．１　 仿射可调鲁棒对应及改进方法

ＢｅｎＴａｌ等
［２３］学者称求得不确定参数信息前必

须确定的变量为不可调变量（ＮＡＶ）；在一些不确定

参数确定后再求取，或不直接影响决策且可进行调

整的变量为可调变量（ＡＶ）．假定不可调变量完全

无法调整，可调变量依赖于所有不确定数据的实现，

则变量向量可表示为狓Ｔ ＝ ［狌
Ｔ，狏Ｔ］，狌Ｔ 为ＮＡＶ，狏Ｔ

为ＡＶ．以犣表示参数不确定集合，由于变量狏为

ＡＶ，不直接影响决策，则一般线性不确定优化模型

为

ｍａｘ｛犮Ｔ狌狘犝狌＋犞狏≤犫，［犝，犫］∈犣｝．（１３）

定义其可调鲁棒对应（ＡＲＣ）为

ｍａｘ
狌

｛犮Ｔ狌狘［犝，犞，犫］∈犣，狏：犝狌＋犞狏≤犫｝，

（１４）

鲁棒对应（ＲＣ）为

ｍａｘ
狌

｛犮Ｔ狌狘狏，［犝，犞，犫］∈犣：犝狌＋犞狏≤犫｝．

（１５）

显然，ＡＲＣ比ＲＣ具有更大的可行域，在满足约束时

有更好的最优解，因此更加柔性．然而，ＡＲＣ模型在

大多数情况下都是 ＮＰｈａｒｄ问题．为此，文献［２３］

提出了ＡＲＣ模型的可计算近似 ——— 仿射可调鲁棒

对应（ＡＡＲＣ）．

假定狌和狏可表示为仿射函数狏＝狑＋犠ζ，则一

般线性模型的ＡＡＲＣ定义为

ｍａｘ
狌，狑，犠

｛犮Ｔ狌：犝狌＋犞（狑＋犠ζ）≤犫，

　 ζ＝ ［犝，犞，犫］∈犣｝． （１６）

当犞 为固定求助矩阵时，将不确定集合犣通过扰动

向量ξ仿射参数化．它在一个非空凸紧的扰动集犡
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犚
犔 上变化，即有

犣＝｛［犝，犞，犫］＝ ［犝０，犞０，犫０］＋

∑
犔

犾＝１

ξ犾［犝
犾，犞犾，犫犾］，ξ∈犡｝． （１７）

假定参数映射

ξ狘→ ［犝
０，犞０，犫０］＋∑

犔

犾＝１
ξ犾［犝

犾，犞犾，犫犾］ （１８）

为一个仿射嵌入，则ＡＶ可表示为

狏＝狏（ξ）＝狏
０
＋∑

犾
ξ犾狏

犾．

考虑扰动集犡具有锥形式

犡＝ ｛ξ狘ω：犃ξ＋犅ω≥犘犱｝犚
犔． （１９）

其中：犘是一个闭的尖凸锥，犪≥犘犫表示犪－犫∈犘．

记

狓＝ （狌，狏
０，狏１，…，狏犻），

犪犻犾≡犪
犻
犾（狓）≡ （－犝

犾狌－犞狏
犾
＋犫

犾）犻，

犾＝０，１，…，犔，犻＝１，２，…，犿．

则存在珋ξ和
珔ω，使得犃珋ξ＋犅珔ω－犱∈ｉｎｔ犘．固定求助矩

阵时，ＬＰ模型的ＡＡＲＣ等价于如下形式：

ｍａｘ
狌，狏
０，…，狏

犔，λ１
，…，λ犿

犮Ｔ狌；

ｓ．ｔ．犃′λ
犻
－犪

犻（狌，狏０，狏１，…，狏犔）＝０，

　　犅′λ
犻
＝０，犻＝１，２，…，犿；

　　犱′λ
犻
＋犪

犻
０（狌，狏

０，狏１，…，狏犔）≥０，

　　λ
犻
≥犘０，犻＝１，２，…，犿． （２０）

其中犘 为犘的锥对偶．特别地，如果犘为Ｌｏｒｅｎｔｚ

锥或半定锥，则固定补偿ＬＰ的ＡＡＲＣ分别为显式

锥二次规划或半定规划．它们在满足式（１７）和（１８）

时具有多项式计算复杂性．

如果犣为多面体集合，且有

犡＝ ｛ξ狘ω：犃ξ＋犅ω≥犱｝犚
犔， （２１）

则固定求助ＬＰ的ＡＡＲＣ等价于显式ＬＰ问题．当仿

射函数为非线性时，这种 ＡＡＲＣ模型将不再有效．

为此，文献［２４］提出通过引入辅助变量，将ＡＶ表示

为辅助变量和不确定参数的仿射函数，从而得到扩

展ＡＡＲＣ（ＥＡＡＲＣ）模型．

当矩阵犞 为非固定求助矩阵时，ＡＡＲＣ被证明

是非计算可行的，但可近似求解［２２］．若不确定集合

以如下椭球交的形式给出：

犣＝ ｛ξ狘ξ′（ρ
－２犛犽）ξ≤１，犽＝１，２，…，犓｝，

其中ρ为不确定程度的控制参数．则可通过如下

ＳＤＰ问题近似得到ＡＡＲＣ问题：

ｍａｘ
λ１
，…，λ犿

，狓＝［狌，狏０
，…，狏犓

］
犮Ｔ狌；

ｓ．ｔ．

Γ犻（狓）＋ρ
－２

∑
犓

犽＝１

λ
犻
犽犛犽 β犻（狓）

β′犻（狓） α犻（狓）－∑
犓

犽＝１

λ
犻

熿

燀

燄

燅
犽

０，

犻＝１，２，…，犿． （２２）

当犓 ＝１时，式（２２）完全等价于ＡＡＲＣ．当犓

＞１时，有如下结论
［２４］：

设犡ρ表示扰动程度为ρ的ＡＡＲＣ可行集，犡
ａｐｐｒｏｘ

ρ

为具有不确定程度ρ的ＡＡＲＣ的ＳＤＰ近似可行集．

若定义

γ ２ｌｎ（６∑
犓

犽＝１

ｒａｎｋ（犛犽）槡 ）， （２３）

则有犡γρ犡
ａｐｐｒｏｘ

ρ 犡ρ．但上述模型不适用于决策变

量受不确定参数实现值影响的函数离散的情况．

３．２　 有限适应性模型

文献［２５］针对线性离散鲁棒多阶段决策问题，

提出一种有限适应性（ＦＡ）模型．ＦＡ模型将不确定

集合划分为犽部分．以两阶段决策为例，第２阶段决

策变量是不确定集合上的犽段定值函数，其适应性

由犽值决定．这种内在的离散性使其特别适合于处

理函数离散的模型．对于如下两阶段不确定ＬＰ问

题：

ｍａｘ犮Ｔ狓１＋犱
Ｔ狓２（狌）；

ｓ．ｔ．犃１（狌）狓１＋犃２（狌）狓２（狌）≤犫，狌∈犝，

　　狓１ ∈犡１，狓２ ∈犡２． （２４）

若适应性参数为犽，则在ＦＡ框架下，对应的模型为

Ａｄａｐｔ犽（犝）＝

ｍａｘ
犝＝犝１∪

…∪犝犽

［ｍａｘ犮Ｔ狓１＋ｍｉｎ｛犱
Ｔ狓

（１）
２ ，…，犱

Ｔ狓
（犽）
２ ｝］；

ｓ．ｔ．犃１（狌）狓１＋犃２（狌）狓
（１）
２ ≤犫，狌∈犝１，

　　　　　

　　犃１（狌）狓１＋犃２（狌）狓
（犽）
２ ≤犫，狌∈犝犽，

　　狓１ ∈犡１，狓
（犼）
２ ∈犡２． （２５）

其中犝为具有固定结构的不确定值集合．

ＦＡ模型可用于解决多阶段不确定线性优化问

题，其关键在于确定适应性参数犽的值．犽适应性问

题的实质是不确定集合的犽划分问题．文献［２５］已

证明，寻找最优２划分也是ＮＰｈａｒｄ问题．

对于式（２３），若不确定集以

犝＝ｃｏｎｖ｛（犃
（１）
１ 犃

（１）
２ ），…，（犃

（犖）
１ 犃

（犖）
２ ）｝ （２６）

的形式给出，记犱＝ｍｉｎ｛犖，ｄｉｍ（犝）｝为集合犝的维

数，狀为优化变量个数，犿 为不确定约束个数，犽＝

ｍｉｎ｛犱，狀，犿｝．则可在时间犗（ｐｏｌｙ（犱，狀，犿，１／ξ）犲
犽）

内得到犝的ξ最优超平面划分．特别地，如果犽为常

量，则可有效求得２划分的超平面划分．即当犽较

小时，２适应问题是计算机可解的．
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４　犚犔犗研究展望
ＲＬＯ是ＲＯ理论中研究最多也最为成熟的一

个分支．本文对ＲＬＯ进行综述，包括静态单阶段不

确定优化和多阶段不确定优化两个方面．ＲＬＯ由于

强调计算可行性和对不确定性的处理和控制，使其

在工程上具有广阔的应用前景．关于ＲＬＯ的研究，

以下几方面问题值得关注和思考：

１）虽然ＲＬＯ研究比较成熟
［６，１５，２６，２７］，但现实中

存在大量非线性不确定优化问题，包括 ＳＯＣＰ、

ＳＤＰ、二次规划、整数规划、混合整数规划，以及一些

可转化为凸优化的规划问题．一种方法是将 ＲＬＯ

理论和求解算法向其他不确定凸优化或可转化为凸

优化的问题扩展，对于ＳＤＰ和二次规划等，随机模

型比ＲＯ模型更加有效
［２８］；另一种方法是在特定的

条件下用ＲＬＯ模型近似其他非线性优化问题．文

献［２７］甚至将ＲＯ理论的研究范围由凸问题扩展到

更一般的非凸问题．

２）对于单阶段ＲＬＯ，就解的保守性而言，更加

柔性且可计算的 ＲＬＯ 求解方法仍在研究．文献

［２９］对目前的ＲＯ理论框架进行扩展；文献［３０］针

对通信网提出了考虑分布性的ＲＯ模型．

３）多阶段ＲＬＯ问题的研究方兴未艾，但许多

问题的可解条件非常苛刻，而现实中的决策更多的

是序列决策．探索更加柔性和可计算的多阶段ＲＬＯ

框架乃至ＲＯ框架，在工程应用上具有重要意义．

４）基于概率的不确定决策框架比基于一般未

确知的ＲＬＯ框架具有更大的适用性，它在决策、控

制、最优化等诸多领域具有广阔的应用前景．特别是

以信息为重要要素的作战体系，呈现出显著的不确

定性和复杂性．因此，ＲＬＯ和ＲＯ理论在军事决策

中的应用值得深入研究．
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