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含二次隔振架的双机驱动振动机的自同步理论研究

李　鹤，刘　丹，姜　来，赵春雨，闻邦椿
（东北大学 机械工程与自动化学院，沈阳　１１０８１９）

　　摘　要：研究了一种含有二次隔振架的双机驱动振动机的运动自同步及其稳定性条件。该振动机由于二次隔振
架的作用，既可以保证物料箱具有足够大的振幅便于筛分物料，又能减小振动机传递到地基的动载荷。首先利用拉格朗

日方程建立了振动机的运动微分方程，利用平均小参数法得到了偏心转子的无量纲耦合方程；然后由偏心转子耦合方程

零解存在条件得到了振动机实现自同步运动条件，并根据 Ｒｏｕｔｈ－Ｈｕｒｗｉｔｚ判据得到振动机同步运行的稳定性条件。最
后，通过数值仿真验证了理论分析的正确性。
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　　自同步现象最早是荷兰物理学家 Ｈｕｙｇｎｅｎｓ在
１６６５年发现的。１９５３年，前苏联Ｂｌｅｋｈｍａｎ等最早研究
了振动机械中的自同步理论。Ｂｌｅｋｈｍａｎ等［１－２］利用两

台相互独立的偏心电机驱动振动机工作，发现在一定

参数下可以实现两偏心电机同相位、同转速的同步运

动。他发现当系统受到外界干扰导致两电机的转速或

相位差发生变化时，系统可以通过自我调整而重新回

到同步状态；对于已经实现同步运转的系统，如果切断

一台偏心电机的电源，两台电机仍然能够同步运行。

在我国，闻邦椿等［３］采用积分平均方法从平均意

义上求得了振动机械的自同步条件和自同步稳定性条

件。赵春雨等［４－７］利用改进的小参数平均法发展了双

电机驱动和四电机驱动振动系统的自同步理论，深入

阐述了振动系统的耦合动力学特性和动态对称性。彭

琼梅等［８］研究了直线振动筛的自同步机稳定性。侯勇

俊［９］研究了双轴二倍频振动筛的自同步及稳定性。

目前，国内外学者已经对多种振动机的自同步理

论有了深入的研究，但对于含有隔振架的振动机自同

步理论的研究尚不多见。由于机器运转而形成的振动

不但影响附近机器设备的正常工作，还会引起机器本身

结构和部件的损坏，降低工作效率，并对人体健康造成危

害。因此，必须隔离振动机传递到地基的动载荷。本文

研究了一种含有二次隔振架的双机驱动振动机的自同步

运动条件和自同步运动稳定性条件。首先，利用拉格朗

日方程建立了振动系统的运动微分方程，然后推导出系



统实现自同步的条件及自同步稳定性条件，并对系统进

行数值仿真，验证了理论分析的正确性。

１　振动机运动微分方程

图１为含二次隔振架振动机的动力学模型，由物
料箱质体ｍ１、支撑质体ｍ２、隔振质体Ｍｒ以及两偏心转
子ｍ０１和ｍ０２组成。物料箱质体 ｍ１在 ｘ，ｙ方向分别通
过软弹簧ｋｘ，ｋｙ与支撑质体ｍ２相连接，支撑质体ｍ２在ｚ
方向通过硬弹簧ｋｚ与隔振质体Ｍｒ相连接，且在 ｘ，ｙ方
向被固定，隔振质体Ｍｒ支撑在弹性基础ｋｚｒ上。两偏心
转子分别由感应电动机１和２驱动，对称安装在物料
箱质体ｍ１质心ｏ所在水平面 ｘｏｙ的两侧，其旋转平面
与该水平面成 δ角，且两偏心转子旋转中心与物料箱
质体质心在同一条竖直轴上。俯视时，两偏心转子同

向回转。

图１　含二次隔振架振动机的动力学模型
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利用拉格朗日方程，可以得到系统的运动微分

方程：
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式中，Ｍ１为振动系统在 ｘ，ｙ方向的振动质量，Ｍ１＝ｍ１
＋ｍ０１＋ｍ０２；Ｍ２为振动系统在 ｚ方向的振动质量，Ｍ２
＝ｍ１＋ｍ２＋ｍ０１＋ｍ０２；ｋｘ，ｋｙ，ｋｚ，ｋｚｒ为振动系统在 ｘ，ｙ，
ｚ，ｚｒ方向弹簧刚度，ｆｘ，ｆｙ，ｆｚ，ｆｚｒ为振动系统在 ｘ，ｙ，ｚ，ｚｒ
方向阻尼系数，ｆｄ１，ｆｄ２为两电动机的阻尼系数；φ１，φ２
为两偏心转子的相位，ｒ为两偏心转子的旋转半径，Ｔｅ１，
Ｔｅ２为两电动机的电磁转矩。

令ｍ０１＝ｍ０，ｍ０２＝ηｍ０１，利用模态叠加法，可以解
得式（１）中前四个方程的振动响应：
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其中，

ａｘ ＝ｋｘ－Ｍ１ω
２，　ｂｘ ＝ｆｘω，　ａｙ ＝ｋｙ－Ｍ１ω

２，　ｂｙ ＝ｆｙω，
ａ＝ＭｒＭ２ω

４－［Ｍｒｋｚ＋Ｍ２（ｋｚ＋ｋｚｒ）＋ｆｚｆｚｒ］ω
２＋ｋｚｋｚｒ

ｂ＝－［Ｍｒｆｚ＋Ｍ２（ｆｚ＋ｆｚｒ）］ω
３＋（ｆｚｋｚｒ＋ｆｚｒｋｚ）ω

ｃｚ＝ｋｚ＋ｋｚｒ－Ｍｒω
２，　ｄｚ＝（ｆｚ＋ｆｚｒ）ω，　ｃｚｒ ＝ｋｚ，

ｄｚｒ ＝ｆｚω，　γｘ ＝ａｒｃｔａｎ（ｂｘ／ａｘ），　γｙ ＝ａｒｃｔａｎ（ｂｙ／ａｙ），

γｚ＝ａｒｃｔａｎ
ｂｃｚ－ａｄｚ
ａｃｚ＋ｂｄｚ

，　γｚｒ ＝ａｒｃｔａｎ
ｂｃｚｒ－ａｄｚｒ
ａｃｚｒ＋ｂｄｚｒ

２　两偏心转子的同步条件

２１　两偏心转子的无量纲耦合运动方程
设振动系统稳态运行时两偏心转子的平均相位为

φ，且偏心转子１超前偏心转子２的相位为２α，即
２φ＝φ１＋φ２，　２α＝φ１－φ２ （３）

则偏心转子１和２的相位分别为
φ１ ＝φ＋α，　φ２ ＝φ－α （４）

设振动系统稳态运行时两偏心转子的平均转速为 φ· ＝
ωｍ（ｔ）。由于振动系统运动成周期性变化，则在一个周

期内两偏心转子的平均角速度ωｍ０为常数，设φ
·
和α· 的

瞬时波动系数分别为ε１和ε２（ε１和ε２都是时间ｔ的函
数），即
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φ· ＝（１＋ε１）ωｍ０，　α
· ＝ε２ωｍ０ （５）

将式（５）代入式（４），且令ｖ１＝ε１＋ε２，ｖ２＝ε１－ε２可得
两偏心转子的角速度和角加速度分别为

φ·１ ＝（１＋ε１＋ε２）ωｍ０ ＝（１＋ｖ１）ωｍ０

φ·２ ＝（１＋ε１－ε２）ωｍ０ ＝（１＋ｖ２）ωｍ０

φ··１ ＝（ε
·

１＋ε
·

２）ωｍ０ ＝ｖ
·

１ωｍ０

φ··２ ＝（ε
·

１－ε
·

２）ωｍ０ ＝ｖ
·

２ωｍ













０

（６）

若当ｔ→∞时，系统在单周期 Ｔ＝２π／ωｍ０内 φ
·
和 α·

波动系数的均值为０（即ε１＝０，ε２＝０），则系统实现频
率俘获，即两偏心转子同步运转。

当系统处于稳定运行状态时，将式（４）、（６）代入
系统在各方向的振动响应式（２），并引入以下无量纲
参数

ωｎｘ ＝ ｋｘ／Ｍ槡 １，　ωｎｙ ＝ ｋｙ／Ｍ槡 １，　ωｎｚ＝ ｋｚ／Ｍ槡 ２

ωｎｚｒ ＝ ｋｚｒ／Ｍ槡 ｒ，　ξｘ ＝ｆｘ／２ Ｍ１ｋ槡 ｘ，　ξｙ ＝ｆｙ／２ Ｍ１ｋ槡 ｙ，

ξｚ＝ｆｚ／２ Ｍ２ｋ槡 ｚ，　ξｚｒ ＝ｆｚｒ／２ Ｍｒｋｚ槡 ｒ
，　ｎｘ ＝ωｍ０／ωｎｘ

ｎｙ ＝ωｍ０／ωｎｙ，　ｎｚ＝ωｍ０／ωｎｚ，　ｎｚｒ＝ωｍ０／ωｎｚｒ
ｒｍ ＝ｍ０１／Ｍ１，　σ＝Ｍ１／Ｍ２，　τ＝Ｍ２／Ｍｒ，
Ａ＝（１－ｎ２ｚ）（１－ｎ

２
ｚｒ）－ｎｚｒ（τｎｚｒ＋４ξｚξｚｒｎｚ），

Ｂ＝２ξｚｎｚ（１－τｎ
２
ｚｒ－ｎ

２
ｚｒ）＋２ξｚｒｎｚｒ（１－ｎ

２
ｚ），

Ｃｚ＝ｎ
２
ｚ＋τｎ

２
ｚｒ－ｎ

２
ｚｎ
２
ｚｒ，　Ｄｚ＝２ｎｚｎｚｒ（τξｚｎｚｒ＋ξｚｒｎｚ），

Ｃｚｒ ＝ｎ
２
ｚｒ，　Ｄｚｒ ＝２ξｚｎｚｎ

２
ｚｒ，

ωｎｘ ＝ ｋｘ／Ｍ槡 １，　ωｎｙ ＝ ｋｙ／Ｍ槡 １，　ωｎｚ＝ ｋｚ／Ｍ槡 ２

ωｎｚｒ ＝ ｋｚｒ／Ｍ槡 ｒ，　ξｘ ＝ｆｘ／２ Ｍ１ｋ槡 ｘ，　ξｙ ＝ｆｙ／２ Ｍ１ｋ槡 ｙ，

μｘ ＝
ｎ２ｘ

（１－ｎ２ｘ）
２＋（２ξｘｎｘ）槡

２
，　γｘ ＝ａｒｃｔａｎ

２ξｘｎｘ
１－ｎ２ｘ

，

μｙ ＝
ｎ２ｙ

（１－ｎ２ｙ）
２＋（２ξｙｎｙ）槡

２
，　γｙ ＝ａｒｃｔａｎ

２ξｙｎｙ
１－ｎ２ｙ

，

μｚ＝
Ｃ２ｚ＋Ｄ

２
ｚ

Ａ２＋Ｂ槡 ２，　γｚ＝ａｒｃｔａｎ
ＢＣｚ－ＡＤｚ
ＡＣｚ＋ＢＤｚ

，

μｚｒ ＝
Ｃ２ｚｒ＋Ｄ

２
ｚｒ

Ａ２＋Ｂ槡 ２，　γｚｒ＝ａｒｃｔａｎ
ＢＣｚｒ－ＡＤｚｒ
ＡＣｚｒ＋ＢＤｚｒ

　　从而系统在 ｘ，ｙ，ｚ，ｚｒ方向的实频域响应可进一步
简化为：

ｘ＝ｒｒｍμｘｃｏｓδ［ｃｏｓ（φ＋α－γｘ）＋ηｃｏｓ（φ－α－γｘ）］

ｙ＝ｒｒｍμｙ［ｓｉｎ（φ＋α－γｙ）＋ηｓｉｎ（φ－α－γｙ）］

ｚ＝ｒｒｍσμｚｓｉｎδ［ｃｏｓ（φ＋α－γｚ）－ηｃｏｓ（φ－α－γｚ）］

ｚｒ＝ｒｒｍστμｚｒｓｉｎδ［ｃｏｓ（φ＋α－γｚｒ）－ηｃｏｓ（φ－α－γｚｒ










）］

（７）

　　将式（７）中的ｘ、ｙ、ｚ、ｚｒ在ｔ上进行二次求导，可得

到 ｘ··、ｙ··、ｚ··、ｚ··ｒ。将其代入系统运动微分方程（１）的偏心
转子方程中，并在０～２π上积分，得到单周期平均值，
忽略ｖ１和ｖ２的高阶项。由于与 φ关于时间 ｔ的变化相

比，α、ｖ１、ｖ２、ｖ
·

１和ｖ
·

２关于时间ｔ的变化都非常小，均为

慢变量，从而在上述单周期积分中，α、ｖ１、ｖ２、ｖ
·

１和 ｖ
·

２

都分别取其中值 α、ｖ１、ｖ２、ｖ
·

１和ｖ
·

２，可得均值微分方程

为

（Ｊ０１＋ｍ０１ｒ
２）ωｍ０ｖ１

· ＋ｆｄ１ωｍ０（１＋ｖ１）＝Ｔｅ１－ｍ０ｒ
２ωｍ０ＴＬ１

（Ｊ０２＋ｍ０２ｒ
２）ωｍ０ｖ２

· ＋ｆｄ２ωｍ０（１＋ｖ２）＝Ｔｅ２－ｍ０ｒ
２ωｍ０ＴＬ２
（８）

其中，

ＴＬ１ ＝∑
２

ｉ＝１
（χ′１ｉｖｉ

· ＋ωｍ０χ１ｉｖｉ）＋ωｍ０（χｆ１＋χａ１）

ＴＬ２ ＝∑
２

ｉ＝１
（χ′２ｉｖｉ

· ＋ωｍ０χ２ｉｖｉ）＋ωｍ０（χｆ２＋χａ２）（９）

式（９）中各参数为
χｆ１ ＝（Ｗｓ０＋Ｗｃｓｃｏｓ２α）／２

χｆ２ ＝（η
２Ｗｓ０＋Ｗｃｓｃｏｓ２α）／２

χａ１ ＝Ｗｃｃｓｉｎ２α／２，　χａ２ ＝－Ｗｃｃｓｉｎ２α／２
χ′１１ ＝Ｗｃ０／２

χ′１２ ＝（Ｗｃｃｃｏｓ２α－Ｗｃｓｓｉｎ２α）／２

χ′２１ ＝（Ｗｃｃｃｏｓ２α＋Ｗｃｓｓｉｎ２α）／２

χ′２２ ＝η
２Ｗｃ０／２

χ２１ ＝Ｗｃｓｃｏｓ２α－Ｗｃｃｓｉｎ２α
χ２２ ＝η

２Ｗｓ０
Ｗｓ０ ＝ｒｍ（μｘｃｏｓ

２δｓｉｎγｘ＋μｙｓｉｎγｙ＋μｚσｓｉｎ
２δｓｉｎγｚ）

Ｗｃ０ ＝ｒｍ（μｘｃｏｓ
２δｃｏｓγｘ＋μｙｃｏｓγｙ＋μｚσｓｉｎ

２δｃｏｓγｚ）
Ｗｃｓ＝ηｒｍ（μｘｃｏｓ

２δｓｉｎγｘ＋μｙｓｉｎγｙ－μｚσｓｉｎ
２δｓｉｎγｚ）

Ｗｃｃ＝ηｒｍ（μｘｃｏｓ
２δｃｏｓγｘ＋μｙｃｏｓγｙ－μｚσｓｉｎ

２δｃｏｓγｚ）
在式（８）中，当两电动机在 ωｍ０附近运行时，其电磁转
矩为

Ｔｅ１ ＝Ｔｅ０１－ｋｅ０１ｖ１，　Ｔｅ２ ＝Ｔｅ０２－ｋｅ０２ｖ２ （１０）
式中Ｔｅ０１，Ｔｅ０２为两电动机以 ωｍ０即稳态运行时的电磁转
矩；ｋｅ０１，ｋｅ０２为两电动机以 ωｍ０即稳态运行时的刚度
系数。

在式（８）中，两电机的转动惯量 Ｊ０１和 Ｊ０２远小于
ｍ０１ｒ

２和 ｍ０２ｒ
２，可以忽略，将式（１０）代入式（８）得

ｍ０１ｒ
２ωｍ０ｖ１

·

＋ｆｄ１ωｍ０（１＋ｖ１）＝Ｔｅ０１－ｋｅ０１ｖ１－ｍ０ｒ
２ωｍ０ＴＬ１

ｍ０２ｒ
２ωｍ０ｖ２

·

＋ｆｄ２ωｍ０（１＋ｖ２）＝
Ｔｅ０２－ｋｅ０２ｖ２－ｍ０ｒ

２ωｍ０ＴＬ２ （１１）
将式（９）代入式（１１），并引入下列无量纲参数
ρ１ ＝１＋Ｗｃ０／２，　ρ２ ＝η＋η

２Ｗｃ０／２

κ１ ＝ｋｅ０１／ｍ０ｒ
２ω２ｍ０＋ｆｄ１／ｍ０ｒ

２ωｍ０＋Ｗｓ０
κ２ ＝ｋｅ０２／ｍ０ｒ

２ω２ｍ０＋ｆｄ２／ｍ０ｒ
２ωｍ０＋η

２Ｗｓ０
整理式（１１），并写成矩阵形式

Ａｖ
·

＝Ｂｖ＋ｕ （１２）
其中，

ｖ＝｛ｖ１　ｖ２｝
Ｔ ＝｛ε１＋ε２　ε１－ε２｝

Ｔ，　ｕ＝｛ｕ１　ｕ２｝
Ｔ，
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ｕ１ ＝
Ｔｅ０１－ｆｄ１ωｍ０
ｍ０ｒ

２ωｍ０
－
ωｍ０
２（Ｗｓ０＋Ｗｃｓｃｏｓ２α＋Ｗｃｃｓｉｎ２α），

ｕ２ ＝
Ｔｅ０２－ｆｄ２ωｍ０
ｍ０ｒ

２ωｍ０
－
ωｍ０
２（η

２Ｗｓ０＋Ｗｃｓｃｏｓ２α－Ｗｃｃｓｉｎ２α），

Ａ＝
ρ１ χ′１２
χ′２１ ρ[ ]

２

，　Ｂ＝－ωｍ０
κ１ χ１２
χ２１ κ[ ]

２

式（１２）中，ε１和ε２为两偏心转子在ωｍ０附近运行时其
角速度的无量纲扰动参数，式（１２）描述了两偏心转子
的耦合关系，称为两偏心转子的无量纲耦合方程。

２２　系统实现同步条件
若系统能够实现两偏心转子的同步，则在单周期

内两偏心转子的角速度瞬时波动系数的均值为０，即ε１
＝０和ε２＝０，从而可得到ｕ＝０，整理式（１２）可得

ＴＲ１ ＝Ｔｕ（Ｗｃｓｃｏｓ２α＋Ｗｃｃｓｉｎ２α）

ＴＲ２ ＝Ｔｕ（Ｗｃｓｃｏｓ２α－Ｗｃｃｓｉｎ２α
}
）

（１３）

式中，Ｔｕ为偏心转子 ｍ０１的动能，Ｔｕ＝ｍ０ｒ
２ω２ｍ０／２；ＴＲ１，

ＴＲ２为两电机剩余电磁转矩，ＴＲ１＝Ｔｅ０１－ｆｄ１ωｍ０－ＴｕＷｓ０，
ＴＲ２＝Ｔｅ０２－ｆｄ２ωｍ０－Ｔｕη

２Ｗｓ０。
将式（１３）中两项相减并整理可得

ｓｉｎ２α＝
ΔＴＲ

ＴＳｓｉｇｎ（Ｗｃｃ）
（１４）

式中ΔＴＲ为两电机剩余电磁转矩差，ΔＴＲ＝ＴＲ１－ＴＲ２；
ＴＳ为振动系统的同步力矩，ＴＳ＝２Ｔｕ Ｗｃｃ。

由 ｓｉｎ２α１，可得振动系统实现同步条件为
ＴＳ ΔＴＲ （１５）

即振动系统的同步力矩大于或者等于两电机剩余

电磁转矩差的绝对值。

当振动系统的参数满足同步条件时，可通过式

（１３）解得α和 ωｍ０的数值解
［６］，表示 α０和 ωｍ０。将式

（１３）中两项相加并整理可得
ＴＬ ＝Ｔｅ０１＋Ｔｅ０２－ωｍ０（ｆｄ１＋ｆｄ２）＝

Ｔｕ［（１＋η
２）Ｗｓ０＋２Ｗｃｓｃｏｓ２α０］ （１６）

式中，ＴＬ为振动系统作用在两电机上的负载力矩。
定义振动系统的同步力矩与作用在两电机上负载

力矩的比值的绝对值为振动系统的同步能力系数

ζ［７］，即

ζ＝ ＴＳ
ＴＬ
＝

２Ｗｃｃ
（１＋η２）Ｗｓ０＋２Ｗｃｓｃｏｓ２α０

（１７）

同步能力系数ζ表示振动传送力矩克服两电动机
电磁转矩实现同步的能力，当其值大于１时表示系统
可实现振动同步传动，即一个电动机停止电源供电，系

统仍然可保持同步运行［７］。

２．３　系统自同步运动稳定条件
当振动系统处于同步运行状态时，将式（１２）在 α０

和ωｍ０线性化，并考虑Δα
·

＝ωｍ０ε２和式（１３），取ｚ＝｛ε１

　ε２　Δα｝
Ｔ，我们可得到振动机的一阶微分方程矩阵

形式如下

ｚ· ＝Ｃｚ （１８）
其中，

Ｃ＝Ａ′－１Ｂ′

Ａ′＝
ａ１１ ａ１２ ａ１３
ａ２１ ａ２２ ａ２３
ａ３１ ａ３２ ａ











３３

，

Ｂ′＝－ωｍ０

ｂ１１ ｂ１２ ｂ１３
ｂ２１ ｂ２２ ｂ２３
ｂ３１ ｂ３２ ｂ











３３

ａ１１ ＝ρ１＋ρ２＋Ｗｃｃｃｏｓ２α０
ａ１２ ＝ρ１－ρ２＋Ｗｃｓｓｉｎ２α０
ａ２１ ＝ρ１－ρ２－Ｗｃｓｓｉｎ２α０
ａ２２ ＝ρ１＋ρ２－Ｗｃｃｃｏｓ２α０

ａ１３ ＝０，　ａ２３ ＝０，　ａ３１ ＝０，　ａ３２ ＝０，　ａ３３ ＝１
ｂ１１ ＝κ１＋κ２＋２Ｗｃｓｃｏｓ２α０
ｂ１２ ＝κ１－κ２－２Ｗｃｃｓｉｎ２α０
ｂ２１ ＝κ１－κ２＋２Ｗｃｃｓｉｎ２α０
ｂ２２ ＝κ１＋κ２－２Ｗｃｓｃｏｓ２α０

ｂ１３ ＝－２Ｗｃｓｓｉｎ２α０，　ｂ２３ ＝２Ｗｃｃｃｏｓ２α０
ｂ３１ ＝０，　ｂ３２ ＝－１，　ｂ３３ ＝０

通过Ｃ＝Ａ′－１Ｂ′求出矩阵 Ｃ，进而通过ｄｅｔ（Ｃ－λＩ）＝０
得到矩阵Ｃ的特征方程如下

λ３＋ｃ１λ
２＋ｃ２λ＋ｃ３ ＝０ （１９）

其中，

ｃ１ ＝４ωｍ０Ｈ１／Ｈ０，　ｃ２ ＝２ω
２
ｍ０Ｈ２／Ｈ０，　ｃ３ ＝２ω

３
ｍ０Ｈ３／Ｈ０，

Ｈ０ ＝４ρ１ρ２－Ｗ
２
ｃｃｃｏｓ

２２α０＋Ｗ
２
ｃｓｓｉｎ

２２α０
Ｈ１ ＝ρ１κ２＋ρ２κ１－ＷｃｃＷｃｓ
Ｈ２ ＝２κ１κ２＋（ρ１＋ρ２）Ｗｃｃｃｏｓ２α０＋（ρ１－ρ２）Ｗｃｓｓｉｎ２α０＋

Ｗ２ｃｃ（１＋ｓｉｎ
２２α０）－Ｗ

２
ｃｓ（１＋ｃｏｓ

２２α０）

Ｈ３ ＝（κ１＋κ２）Ｗｃｃｃｏｓ２α０＋（κ１－κ２）Ｗｃｓｓｉｎ２α０＋２ＷｃｃＷ














ｃｓ

（２０）
由Ｒｏｕｔｈ－Ｈｕｒｗｉｔｚ准则可知，当矩阵 Ｃ的特征方程
（１９）参数满足

ｃ１ ＞０，　ｃ３ ＞０，　ｃ１ｃ２ ＞ｃ３ （２１）
时，平凡解ｚ＝０是稳定的。式（２１）可进一步写成：
Ｈ０ ＞０，　Ｈ１ ＞０，　Ｈ３ ＞０，　４Ｈ１Ｈ２ ＞Ｈ０Ｈ３
Ｈ０ ＜０，　Ｈ１ ＜０，　Ｈ３ ＜０，　４Ｈ１Ｈ２ ＞Ｈ０Ｈ３ （２２）

由于振动系统的工作频率大于４倍的非共振方向
固有频率，阻尼比较小（ξ０．０７）。则振动系统结构满
足Ｈ０＞０

［７］，从而系统同步运行稳定性条件为

Ｈ１ ＞０，　Ｈ３ ＞０，　Ｈ＞０ （２３）
其中，Ｈ＝４Ｈ１Ｈ２－Ｈ０Ｈ３。
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３　振动机自同步运动数值分析

３１　隔振参数的选择
通过数值仿真，进一步讨论该振动机的自同步。

由于本文所研究的含隔振架的振动系统既要保证有足

够大的振幅以达到筛分物料要求，又要实现隔振以减

小对基础的动载荷冲击。因此在选择系统参数时，应

优先考虑隔振质体（Ｍｒ）与振动方向质量（Ｍ２）的比值。
首先选取物料箱质体质量ｍ１＝２２００ｋｇ，支撑质体

质量ｍ２＝３００ｋｇ，从而系统在 ｚ方向的振动质量 Ｍ２＝
２５００ｋｇ。而通常情况下，当隔振质量为振动质量的
０．５倍，即τ＝２．０时，二次隔振效果最好，从而选取隔
振质体质量为Ｍｒ＝１２５０ｋｇ。

由式（７）可知，系统在ｚ方向的振幅取决于μｚ的大
小，隔振质体的振幅与系统 ｚ方向的振幅的比值为
τμｚｒ／μｚ。当选取 τ＝２．０时，μｚ和 τμｚｒ／μｚ的大小与系
统参数ｎｚ，ｎｚｒ有关，如图２所示。

图２　μｚ、τμｚｒ／μｚ与系统参数ｎｚ、ｎｚｒ的关系

Ｆｉｇ．２Ｒｅｌａｔｉｏｎｂｅｔｗｅｅｎμｚ、τμｚｒ／μｚａｎｄｔｈｅ

ｐａｒａｍｅｔｅｒｓｎｚ、ｎｚｒｏｆｔｈｅｖｉｂｒａｔｉｎｇｓｙｓｔｅｍ

由图２（ａ）可知，只有当 ｎｚｒ足够小时，系统在 ｚ方
向才有可能达到共振，使得物料箱质体有足够大的振

幅；每一个ｎｚｒ对应一个ｎｚ使得系统在ｚ方向达到共振，
当选取ｎｚｒ＝０．３时，ｎｚ＝０．９；ｎｚｒ越小，所对应的 ｎｚ越
大，但共振振幅略有降低。

由图２（ｂ）可知，当ｎｚｒ１时，隔振质体 Ｍｒ的振幅
将大于系统ｚ方向的振幅，起不到隔振效果，当 ｎｚｒ＜１
时，ｎｚｒ越小，隔振效果越好；当选定ｎｚｒ时，随着ｎｚ增大，
隔振质体的振幅与系统 ｚ方向的振幅的比值τμｚｒ／μｚ逐
渐减小，隔振效果也越好。

由图２可知，应选择较小的 ｎｚｒ和与之相对应的能
够使系统在ｚ方向达到共振的较大的ｎｚ，从而满足系统
既能在ｚ方向有足够大的振幅以达到筛分物料要求，又
能实现隔振以减小对基础的动载荷冲击的要求。因

此，选取τ＝２，ｎｚｒ＝０．３，ｎｚ＝０．９。
３２　振动机自同步能力

对系统同步能力系数 ζ与振动系统结构参数进行
研究，数值计算结果如图３所示。

由图３（ａ）可知：在η＝１．０，σ＝０．９，ｎｚ＝０．９，ｎｚｒ＝
０．３确定情况下，系统同步能力系数ζ随着共振激励角
δ的增大而迅速减小，当τ＝２．０且 δ＝０．１１２π时，ζ＝
０．９９９即振动系统将不能实现振动同步传动，可见共振
激励角δ对系统的同步能力影响较大，从而为了保证
振动系统能够在共振状态下仍可实现 π相位同步，应
合理选取较小的共振激励角δ。

由图３（ｂ）可知：在其他系统结构参数τ＝２．０，σ＝
０．９，ｎｚｒ＝０．３，δ＝π／８确定情况下，系统同步能力系数
ζ随着两偏心转子质量比 η的增大而增大，当 η＝１．０
即振动系统对称时，系统同步能力系数 ζ达到最大值，
从而在实际机构设计中，应选取两相同偏心转子以提

高振动系统的同步能力。

由图３（ｃ）可知：在其他系统结构参数η＝１．０，τ＝
２．０，ｎｚｒ＝０．９，δ＝π／８确定情况下，随着振动系统在 ｘ，
ｙ方向的振动质量与在 ｚ方向的振动质量的比值趋近
于１（即σ→１．０），系统同步能力系数ζ略有降低，可见
其对振动系统的同步能力影响较小，可以通过增加支

撑刚体质量来提高振动系统的同步能力。

（ａ）　η＝１．０，σ＝０．９，ｎｚ＝０．９，ｎｚｒ＝０．３ （ｂ）　τ＝２．０，σ＝０．９，ｎｚｒ＝０．３，δ＝π／８ （ｃ）　η＝１．０，τ＝２．０，ｎｚ＝０．９，δ＝π／８

图３　同步能力系数ζ与振动机结构参数的关系：
Ｆｉｇ．３Ｒｅｌａｔｉｏｎｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｏｆｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎａｂｉｌｉｔｙζａｎｄｔｈｅｓｔｒｕｃｔｕｒａｌｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｔｈｅｖｉｂｒａｔｉｎｇｓｙｓｔｅｍ
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　　综上，系统同步能力系数 ζ与系统结构参数 η为
正相关，与系统结构参数 σ以及 δ为负相关。由３．１
分析可知，为了满足振动系统在ｚ方向达到共振以及实
现较好隔振效果的要求，应选取 τ＝２．０，ｎｚｒ＝０．３，ｎｚ＝
０．９。而由图３可以看出，当τ＝２．０，ｎｚｒ＝０．３，ｎｚ＝０．９
时，系统同步能力系数 ζ达到最小值。从而在实际机
构设计中，应采取选两相同偏心转子、减小共振激励角

δ以及增加支撑刚体质量等措施来提高振动系统的同
步能力。

３．３　振动机自同步运动
选取物料箱质体的质量ｍ１＝２２００ｋｇ，支撑质体的

质量ｍ２＝３００ｋｇ，隔振质体的质量 Ｍｒ＝１２５０ｋｇ，两偏

心转子的质量ｍ０１＝４０ｋｇ，ｍ０２＝４０ｋｇ。从而可确定隔
振振动系统的结构参数：ｒｚｒ＝０．０１７５，η＝１．０，σ＝
０．８８３７，τ＝２．０６４。选取两电机为鼠笼式三相异步电
动机（３８０Ｖ，５０Ｈｚ，６－ｐｏｌｅ，Δ连接），电机 １（３．７
ｋＷ，９８０ｒ／ｍｉｎ），电机２（０．７５ｋＷ，９８０ｒ／ｍｉｎ）。由前述
研究可知，当τ＝２．０６４时，选取系统结构参数 ｎｚ＝０．９
以及ｎｚｒ＝０．３，既能满足振动方向有足够大的振幅又能
实现隔振以减小对基础的动载荷冲击。另外，选取计

算参数ｎｘ＝ｎｙ＝４．０，ξｘ＝ξｙ＝ξｚ＝ξｚｒ＝０．０７。选取 δ＝
１５°以及偏心距ｒ＝０．２ｍ，并在６ｓ时撤去电机２的电
磁转矩及９ｓ时对偏心转子２施加１０°的相位扰动，仿
真结果如图４所示。

图４　振动机自同步运动数值仿真结果
Ｆｉｇ．４Ｒｅｓｕｌｔｓｏｆｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｆｏｒｔｈｅｓｅｌｆｓｙｎｃｈｒｏｎｏｕｓｍｏｔｉｏｎｏｆｔｈｅｖｉｂｒａｔｉｎｇｓｙｓｔｅｍ

　　由图４可知：振动机经过４ｓ左右，两电机转速相
同，约为９９３．１ｒ／ｍｉｎ，此时两偏心转子的相位差稳定在
１８１．４°，系统在各方向的振动也趋于稳定。此时，隔振
振动系统实现π相位同步，在 ｚ方向做直线运动，振幅
达到１．１９ｍｍ，能够满足筛分物料的要求。另外，隔振
刚体的振动也达到稳定状态，其振幅为０．０４ｍｍ，约为
振动系统在 ｚ方向振幅的１／３０，达到比较好的隔振效
果。当６ｓ撤去电机２的电磁转矩时，两电机的同步转
速下降并稳定在９９２．１ｒ／ｍｉｎ，两偏心转子相位差增加
并稳定在１８１．９°左右，但系统在各方向振动仍然处于
原稳定状态；当９ｓ对偏心转子２施加１０°的相位扰动
时，两偏心转子相位差变为１９１．９°，两电机转速及系统
在各方向振动也发生波动，但经过约１．５ｓ后均恢复到
受干扰前的稳定状态。从而，通过计算机仿真可证明

隔振振动系统能够实现 π相位同步稳定运行、同步振
动传动以及对相位扰动的抗干扰能力，同时满足系统

在振动方向达到较大振幅以及实现较好隔振效果的

要求。

４　结　论

本文研究了一种含有二次隔振架的双机驱动振动

机的运动自同步条件及其稳定性条件。利用拉格朗日

方程建立了系统运动微分方程；利用模态叠加法求得

系统耦合运动微分方程的振动响应；借助平均小参数

法得到了两偏心转子的无量纲耦合方程；推导出了系

统实现自同步运动条件及自同步运动稳定条件；通过

数值仿真验证了理论的正确性。得到如下结论：

（１）当振动机满足 ＴＳ ΔＴＲ ，即振动机的同步
力矩大于或者等于两电机剩余电磁转矩差的绝对值

时，振动机可以实现自同步运动。

（２）利用 ＲｏｕｔｈＨｕｒｗｉｔｚ准则，得到系统自同步运
动稳定条件为：Ｈ１＞０，Ｈ３＞０，Ｈ＞０，其中，Ｈ＝４Ｈ１Ｈ２
－Ｈ０Ｈ３。
（３）系统在 ｚ方向的振幅取决于 μｚ，隔振质体的
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振幅与系统 ｚ方向的振幅的比值为 τμｚｒ／μｚ。而 μｚ和
τμｚｒ／μｚ取决于隔振质量比 τ、振动方向频率比 ｎｚ以及
隔振方向频率比ｎｚｒ，为了取得较好的隔振效果，选取 τ
＝２，ｎｚｒ＝０．３，ｎｚ＝０．９。此时，振动机即可以保证物料
箱质体在ｚ方向具有足够大的振幅以达到筛分物料要
求，又具有较好隔振性能以减小对基础的动载荷冲击。

但此时系统自同步能力最小，可以通过采取选两相同

偏心转子、减小共振激励角 δ以及增加支撑刚体质量
等措施来提高振动系统的同步能力。

（４）数值仿真结果验证了理论分析的正确性，当
振动机的参数满足系统自同步运动条件和自同步运动

稳定条件时，振动机能够很快实现自同步运动并达到

稳定的自同步运动状态，且振动机具有较好的隔振

性能。
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