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　　摘　要：为提高系统隔振性能，研究摩擦阻尼在几何非线性条件下产生的迟滞阻尼（结构阻尼）对力传递特性影
响。区别于传统单自由度隔振系统，采用含基础质量影响的两自由度无约束隔振系统模型进行阻尼力特性研究。用平均

法求解运动方程，获得系统频率－响应幅值方程，以此导出系统力传递率及力位移传递率表达式。理论结果表明，质量、
阻尼与激励频率为影响传递率主要因素。与粘滞阻尼相比，迟滞阻尼隔振效果更好，不仅能降低共振区响应，亦能改善高

频区隔振性能。对运动方程进行扫频激励下数值仿真，获得力传递特性数值解。结果显示仿真结果与理论结果吻合良

好，几何非线性阻尼隔振系统具有良好隔振性能。
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　　隔振装置广泛用于船舶、桥梁、航天、交通运输等
领域［１－６］，以减少振动、冲击对设备使用精度及疲劳寿

命的不利影响。为抑制隔振装置响应，最常用为阻尼

技术。传统粘滞阻尼加入可抑制共振峰，但同时也会

降低高频区隔振性能。因此，能同时改善共振区、高频

隔振区隔振特性的非线性阻尼一直为热门研究领域。

Ｒｕｚｉｃｋａ［７］采用等效阻尼法研究任意速度指数的阻尼对
单自由度隔振系统影响，认为共振峰处取相同等效阻

尼系数时，速度指数大于１的阻尼有利于力激励隔振；
速度指数小于１的阻尼则有利于基础位移激励隔振。
Ｇｕｏ等［８－１２］采用不同方法亦获得相同结论。对力激励

隔振，增大阻尼速度指数改善隔振效果亦会有不利影

响。速度指数大于１时，激励力幅值增大将导致等效
阻尼系数随之增大，会致高频隔振效果下降，且速度指

数大于２的阻尼一般需采用主动控制方能实现。而迟
滞阻尼（结构阻尼）对隔振系统具有较好隔振效果，与

粘滞阻尼相比，该类阻尼不仅能抑制共振峰，同时在高



频区的隔振性能也有所改善。但迟滞阻尼与材料的损

耗因子有关［７］，且高损耗因子较难实现。Ｔａｎｇ等［１３－１４］

采用粘滞阻尼，通过改变阻尼器安装方式，实现位移相

关的几何非线性阻尼。利用等效阻尼系数方法对粘滞

阻尼作用下隔振效果研究结果表明，振动幅度较大时

呈现为强阻尼；振动幅度较小时表现为弱阻尼。该类

阻尼具有较好的隔振效果，不仅能抑制共振峰，也具良

好高频隔振性能。Ｒａｊ等［４］研究在汽车悬架中应用的

间隙随活塞行程变化阻尼器，提出阻尼系数随位移变

化的阻尼隔振效果更好。Ｊｉａ等［１］设计的新颖阻尼系

数随位移变化阻尼器，在船舶管路减振中得以应用。

文献［１－４］仅阐述该类阻尼器机理及优点，未从理论
上分析该类阻尼器对隔振系统影响。本文采用平均法

研究摩擦阻尼在几何非线性条件下产生的非线性阻尼

对隔振系统影响。该方法亦可分析任意速度指数的非

线性阻尼对隔振系统影响。本文分析的摩擦阻尼引起

的非线性阻尼，在小振幅条件下可简化为迟滞阻尼。

与材料阻尼损耗因子引起的迟滞阻尼不同，利用摩擦

阻尼产生的迟滞阻尼，其阻尼系数大小可调节，并可实

现材料内阻尼达不到的强阻尼效果。该阻尼可用于改

善粘性阻尼隔振装置的隔振性能。

鉴于目前研究卫星隔振常用单自由度隔振系统模

型，模型基础通常考虑为固定不动［１５－１６］，未考虑基础

质量对隔振性能影响。故本文建立可考虑基础质量对

隔振系统影响的二自由度无约束模型，采用平均法对

系统运动方程求解获得频率 －幅值方程，继而获得激
励下响应幅值。用导出的力传递率、力位移传递率分

析粘滞阻尼及迟滞阻尼单独作用下隔振特性，考虑两

种阻尼联合作用下隔振效果。采用数值方法求解运动

方程，并与理论结果比较。

１　隔振系统模型

卫星隔振系统示意见图１，图中 ｍ为动量轮安装
平台质量，Ｍ为服务舱刚体（基础）质量。基础质量 Ｍ
趋于无穷大时，模型可简化为传统的单自由度隔振系

统。设刚体与基础仅沿水平方向运动，即仅有水平方

向自由度。刚体与基础在水平方向通过刚度 ｋ的弹簧
及阻尼系数ｃ的阻尼器组成隔振装置连接，垂直方向用
两对称布置的库伦摩擦阻尼隔振器连接。阻尼器输出

阻尼力为ｆｈ＝ｃｈｓｉｇｎ（δ
·
），其中ｃｈ为摩擦力幅值，δ

·
为摩

擦阻尼器两端相对速度。刚体平台存在由偏心质量引

起的频率依赖型激励力 ｆ（ｔ）＝ｍ０ｒω
２ｓｉｎ（ωｔ），其中 ｍ０

为动量轮上偏心质量，ｒ为偏心质量偏心距，ω为动量
轮转速即激励频率。

令两物体水平方向相对位移 ｚ＝ｙ－ｘ，摩擦阻尼器
两端相对运动速度可表示为

δ· ＝ ｚｚ·

ａ２＋ｚ槡
２

（１）

得阻尼器水平方向阻尼力为

ｆｈ ＝２ｃｈ
ｚ ｚ· －１

ａ２＋ｚ槡
２
ｚ· （２）

当ｚ／ａ≤０．２时，阻尼力可近似简化为

ｆｈ ＝
２ｃｈ
ａ ｚ ｚ· －１ｚ· （３）

即小振幅时，垂直方向布置的摩擦阻尼器可在水

平方向产生迟滞阻尼。

图１　隔振系统示意图
Ｆｉｇ．１Ｓｋｅｔｃｈｏｆｔｈｅｖｉｂｒａｔｉｏｎｉｓｏｌａｔｉｏｎｓｙｓｔｅｍ

２　数学模型及求解

图１隔振系统运动方程可表示为

ｍｙ··＋
２ｃｈ
ａ ｚ ｚ· －１ｚ·＋ｃｚ·＋ｋｚ＝ｍ０ｒω

２ｓｉｎ（ωｔ）

Ｍｘ··＋
２ｃｈ
ａ ｚ ｚ· －１ｚ·＋ｃｚ· }＋ｋｚ

（４）

　　用ｚ＝ｙ－ｘ消除式（４）中ｙ，ｘ可简化为

ｚ··＋
２ｃｈ
ａμｚ ｚ

· －１ｚ·＋ｃ
μ
ｚ·＋ｋ
μ
ｚ＝
ｍ０ｒω

２

ｍ ｓｉｎ（ωｔ）（５）

式中：μ＝ｍＭ／（ｍ＋Ｍ）。

引入变量：ｕ＝ｍｚ／（ｍ０ｒ），ω０＝ ｋ／槡 μ，Ω＝ω／ω０，τ
＝ω０ｔ，ζ１＝ｃｈ／（αｋ），ζ２＝ｃ／（２μω０），对式（５）进行无量
纲化可得：

ｕ″＋２ζ１ ｕ ｕ′－１ｕ′＋２ζ２ｕ′＋ｕ＝Ω
２ｓｉｎ（Ωτ） （６）

　　设方程（６）解的形式为
ｕ＝Ｕ（τ）ｓｉｎ［φ（τ）］ （７）

式中：φ（τ）＝Ωτ＋ψ（τ）。
采用平均法解方程（６）可得幅值 －频率特性方程

为（具体见附录或文献［５，９］）：
４ζ１Ｕ＋２πζ２ΩＵ

πΩ( )２

２

＋Ｕ
２（１－Ω２）２

Ω４
＝１ （８）

则方程的解为

Ｕ＝ Ω４

４
πζ１

＋２ζ２( )Ω ２
＋（１－Ω２）

槡
２

（９）
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３　隔振系统传递率

将ｕ＝Ｕ（τ）ｓｉｎ［φ（τ）］代入式（４），并设初始速
度、位移均为零，得：

ｄ２ｘ
ｄτ２
＝

ｍ０ｒω
２

ω２０（ｍ＋Ｍ）
ｓｉｎ（Ωτ）－Ω－２ｄ

２ｕ
ｄτ( )２ （１０）

ｘ（τ）＝
－ｍ０ｒω

２（ｓｉｎ（Ωτ）＋Ｕｓｉｎ（Ωτ＋ψ））
ω２０Ω

２（ｍ＋Ｍ）
（１１）

　　对力传递率，一般定义为输出力与激励力傅里叶
变化的比值［８，１７］，此时力传递率与力 －位移传递率分
别为（见附录）：

Ｔｆｆ＝
ｍａｘＭｘ··

ｍａｘｆ（ｘ）
＝Ｍ ２Ω－２Ｕ２－Ｕ２＋槡 １

（ｍ＋Ｍ） ＝

Ｍ
（ｍ＋Ｍ）

４
πζ１

＋２ζ２( )Ω ２
＋１

４
πζ１

＋２ζ２( )Ω ２
＋（１－Ω２）

槡
２
（１２）

Ｔｆｄ ＝
ｍａｘｘ
ｍａｘｆ（ｘ）

＝ ２Ω－２Ｕ２－Ｕ２＋槡 １
ω２０（ｍ＋Ｍ）Ω

２ ＝

１
ω２（ｍ＋Ｍ）

４
πζ１

＋２ζ２( )Ω ２
＋１

４
πζ１

＋２ζ２( )Ω ２
＋（１－Ω２）

槡
２
（１３）

４　讨论

上两种传递率均以 ｄＢ表示，即 ２０ｌｏｇ１０Ｔｆｆ与

２０ｌｏｇ１０Ｔｆｄ。
４１　两种阻尼单独作用下传递率特性

当ζ１＝０，ζ２≠０时，隔振系统为传统的线性隔振系

统。其力传递率、力位移传递率分别为

Ｔｆｆ＝
Ｍ

（ｍ＋Ｍ）
（２ζ２Ω）

２＋１
（２ζ２Ω）

２＋（１－Ω２）槡 ２ （１４）

Ｔｆｄ ＝
１

ω２（ｍ＋Ｍ）
（２ζ２Ω）

２＋１
（２ζ２Ω）

２＋（１－Ω２）槡 ２ （１５）

　　当ζ１≠０，ζ２＝０时，隔振系统为具有结构阻尼的非
线性隔振系统：

Ｔｆｆ＝
Ｍ

（ｍ＋Ｍ）
（４ζ１）

２＋π２

（４ζ１）
２＋π２（１－Ω２）槡 ２ （１６）

Ｔｆｄ ＝
１

ω２（ｍ＋Ｍ）
（４ζ１）

２＋π２

（４ζ１）
２＋π２（１－Ω２）槡 ２（１７）

由以上公式看出，影响传递率因素主要为质量、阻

尼及激励频率。由图２看出，在两种阻尼单独作用下，
力传递率、力位移传递率规律相似，即在共振区阻尼增

大，共振峰值减小；在高频隔振区传递率随阻尼的增大

而增大，隔振性能变差。共振峰相同时，迟滞阻尼作用

下高频隔振区传递率上升较小，而粘滞阻尼作用下则

上升较大。

图３为两种阻尼作用下传递率比值曲线，其中 ΔＴ
表示粘滞阻尼与迟滞阻尼作用下力传递率比值及力位

移传递率比值。阻尼系数取 ζ＝ζ１＝ζ２。由图３看出，
采用相同阻尼系数时，迟滞阻尼较粘滞阻尼隔振效果

更好，不仅能抑制共振，且在高频隔振区性能亦可得以

改善。高频区有迟滞阻尼的隔振系统传递率随频率下

降速率为４０ｄＢ每十倍频程，而粘滞阻尼下降速率为
２０ｄＢ每十倍频程。因此，采用迟滞阻尼可获得较传统
粘滞阻尼更好的隔振性能。质量对传递率影响主要体

现在随刚体质量ｍ的增大，力传递率不断下降，刚体质
量趋于无穷大时，力传递率接近零，此时无力传递于基

础；随基础质量 Ｍ的增大，力传递率不断增大，并趋于
传统单自由度隔振系统力传递率特性。需说明的是，

本文给出的迟滞阻尼影响下力传递率公式与文献［７］
稍有区别，主要差异在于文献［７］中对迟滞阻尼进行简
化，其表达式在高频区较精确，在共振区存在一定误

差。式（１６）结论较之更精确。

图２　不同阻尼系数下，力传递率Ｔｆｆ和力位移传递率Ｔｆｄ随频率的变化曲线（Ｍ＝ｍ＝１）

Ｆｉｇ．２ＦｏｒｃｅｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｂｉｌｉｔｙＴｆｆａｎｄｆｏｒｃｅｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｂｉｌｉｔｙＴｆｄｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｄａｍｐｉｎｇｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ（Ｍ＝ｍ＝１）

　　对力位移传递率，或刚体质量或基础质量趋于无
穷大时，隔振系统力位移传递率均近似为零。其与力

传递率公式有相似之处，但力位移传递率受激励频率

影响。当激励频率增大时，力位移传递率迅速下降，但

激励频率 ω＜１，系统传递率会被放大，即系统在低频
激励下位移响应可能较大。实际物理意义可解释为：

激励频率远小于共振频率时，刚体与基础可认为是牢

固结合整体；刚体偏心质量位置改变时，刚体与基础位
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移也会同时发生改变，但整个隔振系统质心保持不变。

即刚体与基础的最大位移有限，取决于偏心质量、偏心

距乘积的大小。

对式（１６）Ｔｆｆ表达式关于 Ω求导，并令
ｄＴｆｆ
ｄΩ
＝０，

可得：

２ζ２２Ω
４＋４
πζ１ζ２Ω

３＋ １６
π２
ζ２１＋( )１Ω２－１６π２ζ２１－１＝０

（１８）
　　求解后可得力传递率最大值对应频率。

当ζ１＝０，ζ２≠０时，力传递率最大值及对应频率
分别为

Ｔｆｆ，ｍａｘ ＝
Ｍ

（ｍ＋Ｍ）
１６ζ４２

１６ζ４２－８ζ
２
２－２＋２ １－８ζ槡槡 ２

２

（１９）

Ω＝
１＋８ζ槡

２
２－１

４ζ槡 ２
２

（２０）

　　该结果可在文献［７］中得到印证。
当ζ１≠０，ζ２＝０时，力传递率最大值发生于Ω＝１，

最大值为

Ｔｆｆ＝
Ｍ

（ｍ＋Ｍ） １＋ π２

（４ζ１）槡 ２ （２１）

可以看出，粘滞阻尼影响下的共振频率随阻尼变

化而变化，但迟滞阻尼影响下共振频率不受频率影响，

发生于Ω＝１处。对力位移传递率最大值及对应频率，
由于解析公式表达较复杂，且当阻尼系数较大时，不存

在共振峰（图２（ｂ）、（ｄ）），因此，具体表达式此处不再
给出。

４２　两种阻尼共同作用下传递率特性
传统隔振系统常采用粘滞阻尼抑制共振区响应，

但阻尼增大同时也降低高频区隔振性能。与粘滞阻尼

相比，迟滞阻尼能同时改善共振区、高频隔振区隔振性

能。因此，在粘滞阻尼的隔振系统中加入迟滞阻尼，系

统的隔振性能也可以得到改善。

图４为不同配置阻尼作用下系统力传递率曲线。
由图４看出，ζ１＝０，ζ２＝０．１阻尼配置情况下，隔振系
统在高频隔振区隔振性能较好，但在共振区力传递率

较大。为抑制共振峰值，增大粘滞阻尼至 ζ２＝０．３后，
共振峰得到一定削减，但高频隔振区传递特性反而变

差。若采用ζ１＝０．０５，ζ２＝０．１或 ζ１＝０．０５，ζ２＝０．２
配置，虽高频区隔振性能有一定降低，但共振区响应却

得到明显改善。因此，采用迟滞阻尼对现有隔振系统

性能提升为可行途径。

图３　两种阻尼作用下力传递
率比值随频率变化曲线

Ｆｉｇ．３Ｒａｔｉｏｏｆｔｈｅｆｏｒｃｅ
ｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｂｉｌｉｔｙ

ｗｉｔｈｖｉｓｃｏｕｓｄａｍｐｉｎｇｔｏ
ｔｈａｔｗｉｔｈｈｙｓｔｅｒｅｔｉｃｄａｍｐｉｎｇ

图４　两种阻尼共同作
用下力传递率曲线

Ｆｉｇ．４Ｆｏｒｃｅｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｂｉｌｉｔｙ
ｏｆｉｓｏｌａｔｏｒｓｗｉｔｈｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎ
ｏｆｖｉｓｃｏｕｓｄａｍｐｉｎｇａｎｄ
ｈｙｓｔｅｒｅｔｉｃｄａｍｐｉｎｇ

图５　数值计算与理论所得力
传递率对比（纵坐标为基础所

受作用力与激励幅值比值）

Ｆｉｇ．５Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅ
ｎｕｍｅｒｉｃａｌａｎｄｔｈｅｔｈｅｏｒｅｔｉｃｒｅｓｕｌｔｓ
（ｔｈｅｖｅｒｔｉｃａｌｏｒｄｉｎａｔｅｒｅｐｒｅｓｅｎｔｓ
ｔｈｅｒａｔｉｏｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｆｏｒｃｅｏｎ

ｔｈｅｂａｓｅｔｏｔｈｅｅｘｃｉｔａｔｉｏｎａｍｐｌｉｔｕｄｅ）

图６　数值计算所得
基础所受作用力曲线

Ｆｉｇ．６Ｆｏｒｃｅｏｎｔｈｅｂａｓｅ
ｏｂｔａｉｎｅｄｆｒｏｍｔｈｅ
ｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ

５　数值仿真

采用数值解法对式（４）直接求解，其中激励力频率
为随时间线性变化的扫频频率。仿真中参数设置为 Ｍ
＝１ｋｇ，ｍ＝１ｋｇ，ｋ＝８Ｎ／ｍ，ｃｈ＝０．２，ａ＝１ｍ，ｃ＝０
Ｎ·ｓ／ｍ，ｍ０ｒ＝１。扫频时间步长０．０００１２５Ｈｚ／ｓ。将
求解后基础加速度乘以基础质量，可得基础所受力的

变化规律。图５中细实线为基础上力与激励幅值比值
Ｆｂａｓｅ／（ｍ０ｒω

２）＝Ｍｘ··／（ｍ０ｒω
２）随时间变化，粗实线为

平均法所得力传递率。由曲线对比看出，数值仿真结

果与理论结果基本吻合。

图６为数值计算得基础所受作用力曲线，纵坐标
为基础所受力与激励力比值 Ｆｂａｓｅ／（ｍ０ｒω

２），横坐标为

扫频时间坐标。由图６看出，摩擦阻尼产生的迟滞阻
尼与材料内阻尼表现出的迟滞阻尼有所不同，主要体

现在：运动方向改变时，阻尼力会出现跳跃现象，且随

振幅的增大而增大。力的阶跃幅度与摩擦阻尼大小、

振幅等有关。输出阻尼力不均匀，会对隔振效果产生
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不利影响。

６　结　论

（１）采用两自由度无约束隔振系统模型进行阻尼
影响下的传递率特性研究。用平均法及数值仿真方法

求解获得摩擦阻尼在几何非线性下产生的迟滞阻尼

（结构阻尼）对系统力传递率特性。

（２）增大刚体、基础质量可降低力传递率，提高隔
振性能。增加阻尼系数会降低共振峰值，亦会降低高

频隔振效果。采用迟滞阻尼，可明显降低共振峰值，高

频性能下降较少。激励频率对基础力位移传递率有显

著影响，激励频率小于１时，会对力位移传递率起放大
作用；当激励频率大于１时，力位移传递率迅速下降。

（３）数值结果与理论结果吻合良好。摩擦力产生
的运动方向上非线性阻尼力存在跳跃现象，主要与运

动方向转变时摩擦力方向改变有关。实际应用中应考

虑可能的不利影响。

（４）采用摩擦阻尼实现的结构阻尼可用于改善隔
振系统隔振性能，并可提升现有隔振系统性能。
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附录

１．式（６）求解过程：

将式（７）求导得

ｕ′＝Ｕ（τ）Ωｃｏｓ（φ（τ）） （８）

并设满足条件

Ｕ′ｓｉｎφ＋Ｕψ′ｃｏｓφ＝０ （９）

式（８）的导数为

ｕ′′＝ΩＵ′ｃｏｓφ－ΩＵ（Ω＋ψ′）ｓｉｎφ （１０）

将式（７）、（８）、（１０）代入式（６），得

ΩＵ′ｃｏｓφ－ΩＵ（Ω＋ψ′）ｓｉｎφ＋２ζ１Ｕ ｓｉｎφ ｃｏｓφ －１ｃｏｓφ＋

２ζ２ＵΩｃｏｓφ＋Ｕｓｉｎφ＝Ω
２ｓｉｎ（Ωτ） （１１）

用条件（９）消除式（１１）中ψ′可简化为

ΩＵ′＝－［Ｕ（１－Ω２）ｓｉｎφ－Ω２ｓｉｎ（Ωτ）＋
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２ζ１Ｕ ｓｉｎφ ｃｏｓφ －１ｃｏｓφ＋２ζ２ＵΩｃｏｓφ］ｃｏｓφ （１２）

ΩＵψ′＝［Ｕ（１－Ω２）ｓｉｎφ－Ω２ｓｉｎ（Ωτ）＋
２ζ１Ｕ ｓｉｎφ ｃｏｓφ －１ｃｏｓφ＋２ζ２ＵΩｃｏｓφ］ｓｉｎφ （１３）

对上式右端在２π周期内平均

ΩＵ′＝－１２π∫
２π

０
［Ｕ（１－Ω２）ｓｉｎφ－Ω２ｓｉｎ（Ωτ）＋

２ζ１Ｕ ｓｉｎφ ｃｏｓφ －１ｃｏｓφ＋２ζ２ＵΩｃｏｓφ］ｃｏｓφｄφ（１４）

ΩＵψ′＝ １２π∫
２π

０
［Ｕ（１－Ω２）ｓｉｎφ－Ω２ｓｉｎ（Ωτ）＋

２ζ１Ｕ ｓｉｎφ ｃｏｓφ －１ｃｏｓφ＋２ζ２ＵΩｃｏｓφ］ｓｉｎφｄφ（１５）

上式化简为

ΩＵ′＝ １２π
［－πΩ２ｓｉｎψ－４ζ１Ｕ－２ζ２ＵΩ∫

２π

０
ｃｏｓ２φｄφ］

（１６）

Ωπψ′＝ １２π
［Ｕπ（１－Ω２）－πΩ２ｃｏｓψ］ （１７）

稳态解应满足Ｕ′＝０且ψ′＝０，据式（１６）、（１７）则有

－πΩ２ｓｉｎψ－８ζ１－２πζ２ＵΩ＝０ （１８）

Ｕπ（１－Ω２）－πΩ２ｃｏｓψ＝０ （１９）
消除上两式中ψ，即得式（８）

４ζ１Ｕ＋２πζ２ＵΩ
πΩ( )２

２

＋ Ｕ（１－Ω２）
Ω[ ]４

２

＝１ （８）

２．式（１２）具体推导
由式（１０）推导出Ｔｆｆ的表达式为

Ｔｆｆ＝
ｍａｘＭｘ··

ｍａｘｆ（ｘ）
＝
ｍａｘＭｍ０ｒω

２

ｍ＋Ｍ ｓｉｎ（Ωτ）－Ω－２ｄ
２ｕ
ｄτ( )２

ｍａｘｍ０ｒω
２ｓｉｎ（ωｔ）

＝

Ｍ
ｍ＋Ｍｍａｘｓｉｎ（Ωτ）＋Ｕ

２ｓｉｎ（Ωτ＋ψ） ＝

Ｍ （１＋Ｕｃｏｓψ）２＋Ｕ２ｓｉｎ２槡 ψ
ｍ＋Ｍ ＝Ｍ １＋Ｕ２＋２Ｕｃｏｓ槡 ψ

ｍ＋Ｍ
考虑Ｕπ（１－Ω２）－πΩ２ｃｏｓψ＝０（见式（８）推导），则有

Ｔｆｆ＝
Ｍ １＋Ｕ２＋２Ｕｃｏｓ槡 ψ

（ｍ＋Ｍ） ＝Ｍ ２Ｕ２Ω－２－Ｕ２＋槡 １
ｍ＋Ｍ
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