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　　摘　要：建立了滚动轴承－偏置转子系统涡摆耦合动力学模型，模型中考虑了转子偏置量及圆盘摆振，滚动轴承
模型中考虑了轴承游隙、非线性赫兹接触力及变刚度ＶＣ（ＶａｒｙｉｎｇＣｏｍｐｌｉａｎｃｅ）振动等因素。采用数值方法对不同偏置量
下，有无考虑圆盘摆振时系统动力学响应进行了计算与比较；分析了轴承游隙变化对不同偏置量的转子动力学性能的影

响。结果表明：考虑圆盘摆振时偏置转子的非线性动力响应特征明显增强；相同转速下，不同偏置量的转子系统中频率成

分亦不相同；转子偏置程度越大，系统临界转速对轴承游隙变化的敏感度越高。
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　　旋转机械的广泛应用使得滚动轴承 －转子系统动
力学研究和振动分析显得越来越重要，为了满足滚动

轴承－转子系统高转速与高精度设计要求，转子偏置
位置、圆盘摆振以及轴承游隙变化逐渐成为不可忽视

的影响因素。

滚动轴承－转子系统动力学建模过程中最基础的
一步在于对轴承非线性分析模型的建立。Ｙａｍａｍｏｔｏ
等［１－２］研究了滚动轴承ＶＣ振动，将对称刚性转子简化
为受旋转载荷作用的滚动轴承，对轴承径向游隙引起

非线性振动进行了研究；Ｈａｒｒｉｓ［３］完善并发展了滚动轴
承的拟动力学分析理论，成为目前绝大多数滚动轴承

非线性分析模型的首选；Ｊｅｄｒｚｅｊｅｗｓｋｉ等［４］亦在 Ｈａｒｒｉｓ
的基础上，着重分析了离心力和陀螺效应对角接触球

轴承刚度及变形的影响规律。张耀强等［５］利用滚动轴

承－Ｊｅｆｆｃｏｔｔ刚性转子模型研究了转子系统的非线性响
应；陈果［６－７］重点研究了含多故障的滚动轴承 －转子
系统动力学特性；邓四二等［８］建立了航空发动机双转

子－滚动轴承耦合动力学模型，考虑了低压转子与高
压转子之间的中介轴承游隙以及支承轴承参数，运用

Ｎｅｗｍａｒｋ有限元法求解了系统响应。然而，这些研究
主要侧重于轴承ＶＣ振动以及转子非线性响应，忽略了
转子偏置和圆盘摆振的影响。在转子系统耦合振动方

面，沈松等［９］考虑圆盘摆振的影响，研究了非稳态油膜

力支承下的非对称转子系统随转速的分岔规律；李永

强等［１０］研究了滑动轴承支承下的碰摩转子弯扭摆耦合

非线性振动，但未考虑转子偏置引起的系统刚度变化；



袁惠群等［１１］通过对磁悬浮轴承非线性力的线性化，建

立了磁悬浮轴承弹性转子系统动力学非线性电流控制

模型。然而这些转子模型中虽然计入了圆盘摆振因

素，但没有深入分析不同圆盘偏置位置对系统涡摆耦

合振动的影响规律，且大多为滑动轴承支承或者对轴

承非线性力做线性化处理，有的则直接采用刚性支承

模型。

基于上述原因，本文通过引入转子偏置量和圆盘

摆振，推导了滚动轴承－偏置转子系统运动微分方程，
基于滚动轴承非线性赫兹接触力模型，对不同偏置量

下系统动力学响应进行数值计算与比较，结合非线性

理论，详细讨论了转子偏置、圆盘摆振和滚动轴承游隙

之间的相互影响规律。该研究可为滚动轴承 －偏置转
子系统高转速与高精度设计提供参考依据。

１　滚动轴承－偏置转子动力学建模

考虑转子圆盘偏置引起的陀螺效应和滚动轴承非

线性力，基于 Ｊｅｆｆｃｏｔｔ转子建立滚动轴承 －偏置转子系
统动力学模型如图１所示，忽略轴的质量，轴长为 ｌ，直
径为 ｄ，偏置刚性薄圆盘距左轴承 Ａ的距离为 ａ，设 ａ
为转子偏置量，圆盘质量、极转动惯量和直径转动惯量

分别为ｍｄ、Ｊｐ和Ｊｄ，质量偏心距为 ｅ，所受重力为 Ｗ，两
端滚动轴承Ａ和Ｂ的集中质量分别为ｍＡ和ｍＢ。

图１　滚动轴承－偏置转子系统动力学模型
Ｆｉｇ．１Ｄｙｎａｍｉｃｍｏｄｅｌｏｆｂａｌｌｂｅａｒｉｎｇｏｆｆｓｅｔｄｉｓｋｒｏｔｏｒｓｙｓｔｅｍ

图２　欧拉角示意图
Ｆｉｇ．２ＳｃｈｅｍａｔｉｃｏｆＥｕｌｅｒａｎｇｌｅ

以转子左侧支承

的静平衡位置为原点

建立坐标系 Ｏｘｙｚ，转
子轴向方向为 Ｏｚ轴，
垂直方向为 Ｏｙ轴，水
平方向为 Ｏｘ轴。在
转子运动的任意瞬

时，两支承中心坐标

分别 为 （ｘＡ，ｙＡ）和
（ｘＢ，ｙＢ），圆盘形心坐
标为 Ｏ’（ｘ，ｙ），质心

为Ｏ’ｅ，当转轴变形后，圆盘轴线与支点 ＡＢ连线的夹
角为ψ，圆盘绕ｘ，ｙ轴的偏摆角分别为 β和 α，设转子
的自转角速度为ω，涡动角速度为 Ω，则圆盘的陀螺力
矩为［１２］：

Ｍｇ ＝ＪｐωΩｓｉｎψ （１）
圆盘绕中心Ｏ’的转动用三个欧拉角 θξ，θｙ和 φ表

示，如图２所示。角速度 φ· ＝ω，当 θξ和 θｙ较小时，有
ｓｉｎθξ≈θξ≈β，ｃｏｓθξ≈１，θｙ＝α，则圆盘与两端支承的总
动能为

Ｔ＝ [１２ Ｊｄ（β
·２＋α·２）＋Ｊｐω

２－２Ｊｐωα
· ]β ＋１２ｍｄ（ｘ
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·２
Ａ＋ｙ

·２
Ａ）＋

１
２ｍＢ（ｘ

·２
Ｂ ＋ｙ

·２
Ｂ） （２）

不计转子轴向和扭转变形，取广义坐标ｕ＝（ｕ１，　
ｕ２）＝ ［ｘ　α　ｘＡ　ｘＢ］，［ｙ　β　ｙＡ　ｙＢ( )］。转子轴的
势能为

Ｖ＝１２ｕ１Ｋｓｕ
Ｔ
１＋
１
２ｕ２Ｋｓｕ

Ｔ
２ （３）

式中，Φ为圆盘位移、摆角与两端支承点的关系矩阵，
反映刚体自由度对圆盘位移的影响，可由位移的几何

关系得出 Φ＝１ｌ
ｌ－ａ ａ[ ]－１ １

；Ｋｓ＝
Ｋｃ －ＫｃΦ

－ΦＴＫｃ Φ
ＴＫｃ[ ]Φ ，

其中Ｋｃ为不计支承变形即刚性支承下弹性轴的刚度
矩阵，由柔度影响系数法得到转轴的柔度矩阵为

ａ＝ １
３ＥＩｌ

ａ２（ｌ－ａ）２ ａ（ｌ－ａ）（ｌ－２ａ）
ａ（ｌ－ａ）（ｌ－２ａ） ｌ２－３ｌａ＋３ａ[ ]２

（４）

式中，Ｅ为转轴弹性模量，Ｉ为转轴截面惯性矩，则 Ｋｃ
＝ａ－１。
设圆盘各方向阻尼互不耦合，大小为 ｃ，滚动轴承

在ｘ和ｙ方向的阻尼为ｃｂ，圆盘与两端支承总耗散能为

Φ ＝１２ ｑ
·′ＴｘＣ２ｑ

·′ｘ＋ｑ
·′ＴｙＣ２ｑ

·′( )
ｙ ＋

１
２ｃｂ（ｘ

·２
Ａ＋ｙ

·２
Ａ＋ｘ

·２
Ｂ ＋ｙ

·２
Ｂ） （５）

式中，ｑ′ｘ ＝
ｘ[ ]α －Φ

ｘＡ
ｘ[ ]
Ｂ

，ｑ′ｙ ＝
ｙ[ ]β －Φ

ｙＡ
ｙ[ ]
Ｂ

，

Ｃ２＝
ｃ ０
０[ ]ｃ。　
稳态涡动时滚动轴承－偏置转子系统具有８个自

由度，由Ｌａｇｒａｎｇｅ方程得转子系统非线性有阻尼涡摆
耦合运动微分方程

Ｍｕ··Ｔ＋［Ｊω＋Ｃ］ｕ·Ｔ＋ＫｕＴ ＝Ｑ＋Ｆ＋Ｗ （６）

式中，Ｍ 为 质 量 矩 阵，Ｍ ＝
Ｍ１ ０

０ Ｍ[ ]
１

，其 中
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；Ｋ为刚度矩阵，
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，Ｃ１中分块矩阵为
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ｂ

；

Ｑ为转子不平衡力向量，Ｆ为轴承非线性赫兹接触力
向量，Ｗ为重力场向量。

图３　滚动球轴承动力学模型
Ｆｉｇ．３Ｄｙｎａｍｉｃｍｏｄｅｌｏｆｂａｌｌｂｅａｒｉｎｇ

２　滚动轴承非线性赫兹接触力模型

滚动球轴承

动力学模型如图３
所示，假设轴承滚

动体等距排列且

做纯滚动，外圈滚

道半径为 Ｒｏ，内圈
滚道半径为 Ｒｉ，轴
承游隙为 μ０，滚动
体数目为Ｎｂ，外圈
角速度为 ωｏｕｔ，内
圈角速度为ωｉｎ，保持架角速度为 ωｃａｇｅ。由轴承的运动
关系得ωｏｕｔ＝０，ωｉｎ＝ω，则

ωｃｏｇｅ＝
ωｉｎＲｉ
Ｒ０＋Ｒｉ

＝
ωＲｉ
Ｒ０＋Ｒｉ

（７）

设φｊ为任意ｔ时刻第ｊ个滚动体角位置

φｊ＝
ωＲｉ
Ｒ０＋Ｒｉ

ｔ＋２πＮｂ
（ｉ－１）＋φ０ （８）

式中，ｊ＝１，２，３…Ｎｂ，φ０为滚动体初始角位置，取 φ０＝
０。滚动体的接触变形量可表示为

δｊ＝ｘＡｃｏｓφｊ＋ｙＡｓｉｎφｊ－μ０ （９）
根据滚动轴承非线性赫兹接触理论［３］，滚动体与

滚道发生接触时产生的非线性接触力为

Ｆｊ＝ｋｂδλｊ （１０）
式中，ｋｂ为滚动体与滚道之间的赫兹接触刚度，λ为滚
动体与滚道接触类型相关的系数，点接触 λ取３／２，线
接触λ取１０／９。考虑到接触力的非负性，当 δｊ≤０时，
表示无接触力产生，当δｊ＞０时表示有接触力产生。轴
承Ａ非线性赫兹接触力表示为

ＦＡｘ ＝∑
Ｎｂ

ｊ＝１
ｋｂ（ｘＡｃｏｓφｊ＋ｙＡｓｉｎφｊ－μ０）

３／２

　ｃｏｓφｊＨ（ｘＡｃｏｓφｊ＋ｙＡｓｉｎφｊ－μ０）

ＦＡｙ ＝∑
Ｎｂ

ｊ＝１
ｋｂ（ｘＡｃｏｓφｊ＋ｙＡｓｉｎφｊ－μ０）

３／２

　ｓｉｎφｊＨ（ｘＡｃｏｓφｊ＋ｙＡｓｉｎφｊ－μ０













）

（１１）

式中，Ｈ（·）表示亥维塞函数

Ｈ（ｔ）＝ ０　　ｔ≤０
１　　ｔ＞{ ０

３　滚动轴承－转子系统涡摆耦合振动特性分析

参数选取：ｍｄ＝３４．６ｋｇ，ｍＡ＝ｍＢ＝２ｋｇ，ｅ＝３０

μｍ，Ｊｐ＝０．７ｋｇ·ｍ
２，Ｊｄ＝０．３５ｋｇ·ｍ

２，ｌ＝０．５ｍ，ｄ＝
４０ｍｍ，Ｅ＝２．０９×１０５ＭＰａ，ｃ＝２１００Ｎ·ｓ／ｍ，ｃｂ＝１０５０
Ｎ·ｓ／ｍ。滚动球轴承的参数选取参考了文献［２，７］，
具体参数如表１所示。

表１　滚动轴承主要参数
Ｔａｂ．１Ｍａｉｎｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｂａｌｌｂｅａｒｉｎｇｓ

型号 ＪＩＳ６３０６
外圈内半径Ｒｏ／ｍｍ ６３．９
内圈外半径Ｒｉ／ｍｍ ４０．１
滚动体个数Ｎｂ ９

接触刚度ｋｂ／Ｎ／ｍ
３／２ １３．３４×１０９

轴承游隙μ０／μｍ １０

因为滚动轴承力具有高度非线性且系统模型是高

维方程，采用数值方法求解系统动态响应是比较现实

的方法，本文采用四阶 Ｒｕｎｇｅｋｕｔｔａ法对动力学方程进
行变步长积分，然后以转子旋转周期的１／２００为步长
对积分结果插值，共计算 ６００个周期，舍弃非稳态数
据，取后１００个周期稳态解，误差小于１０－６，讨论转速
ω＝０－２５００ｒａｄ／ｓ内转子系统的动力学特性。当不考
虑圆盘偏摆振动时，即不考虑圆盘绕 ｘ，ｙ轴的摆动自
由度，有α·· ＝α· ＝α＝０，β··＝β· ＝β＝０，此时系统自由
度缩减为６个。选取转子偏置量 ａ＝ｌ／２、ｌ／３、ｌ／５、ｌ／７
时转子系统的动力学特性进行对比。

３１　转子偏置对系统响应的影响
图４为转子偏置量 ａ＝ｌ／３，ａ＝ｌ／５和 ａ＝ｌ／７时未

考虑圆盘摆振和考虑圆盘摆振情况下圆盘 ｘ方向位移
随转速ω的分岔图。
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图４　转子系统分岔图
Ｆｉｇ．４Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｐｌｏｔｓｏｆｔｈｅｒｏｔｏｒｓｙｓｔｅｍ

　　从图４中各响应图可以看出，转子在某一转速附
近都有位移响应值突然增大的现象，此时对应着转子

系统的临界转速与共振峰值；通过对比发现，考虑圆盘

摆振时系统的非线性动力学特征明显增强，且转子偏

置程度越大（即 ａ越小），系统高转速下的非线性特征
越明显。

表２为ａ＝ｌ／７时未考虑圆盘摆振和考虑圆盘偏摆
情况下转子系统响应状态。

表２　转子系统响应状态

Ｔａｂ．２Ｒｅｓｐｏｎｓｅｏｆｔｈｅｒｏｔｏｒｓｙｓｔｅｍ

未考虑圆盘摆振 考虑圆盘摆振

转速ω／（ｒａｄ·ｓ－１）系统响应 转速ω／（ｒａｄ·ｓ－１）系统响应

５－７７０ 拟周期／混沌 ５－５３５ 拟周期／混沌

７７０－１８８５ 周期１ ５３５－８０５ 周期２

１８８５ 跳跃 ８０５～１９５０ 周期１

１８８５～２５００ 周期１ １９５０～２０２５ 周期２

－ － ２０２５～２０７０ 周期３

－ － ２０７０～２２２５ 拟周期／混沌

－ － ２２２５～２２７０ 周期５

－ － ２２７０～２５００ 拟周期／混沌

图５为转子偏置量 ａ＝ｌ／２和 ａ＝ｌ／７时圆盘偏摆
角α随转速ω响应图，可以看出转子对称放置（ａ＝ｌ／
２）时受支承两端不同非线性轴承力的影响，圆盘亦会
产生小幅摆振；圆盘偏摆角随转速的响应规律与圆盘

位移的响应规律相似。

图５　圆盘偏摆角α分岔图
Ｆｉｇ．５Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｐｌｏｔｓｏｆｄｉｓｋｓｗｉｎｇａｎｇｌｅα

图６（ａ）、（ｂ）和（ｃ）为偏置量 ａ＝ｌ／７情况下，转速
ω＝７８０ｒａｄ／ｓ，ω＝２２００ｒａｄ／ｓ和 ω＝２２５５ｒａｄ／ｓ的相
图与Ｐｏｉｎｃａｒé图，可以看出三种转速下系统分别处于周
期２、拟周期和周期５运动状态。
３２　转子偏置对系统频率的影响

转子系统中包含两个不同基本频率成分，一个是

转子的转动频率，可表示为

ｆω ＝
ω
２π

（１２）

另一个是滚动轴承ＶＣ振动频率，这是由于滚动体
通过载荷区，轴承径向刚度不相等造成的，可表示为

ｆＶＣ ＝
ωｃｏｇｅＮｂ
２π

＝
ωＲｉＮｂ

２π（Ｒ０＋Ｒｉ）
＝ＢＮｆω （１３）

式中，ＢＮ为滚动轴承 ＶＣ振动参数，可由轴承结构参数
求出，本文中ＢＮ＝３．４７。

图７为偏置量ａ＝ｌ／７，ω＝３０ｒａｄ／ｓ时转子 ｘ方向
响应图。可以看出由于转速较低，转子不平衡引起的

转轴弯曲程度很小，在频谱图中对应的转动频率幅值

很小，此时系统频率成分主要表现为轴承ＶＣ振动频率
及其２倍频。
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图６　相图和Ｐｏｉｎｃａｒé图
Ｆｉｇ．６ＰｈａｓｅｐｌａｎｅａｎｄＰｏｉｎｃａｒｅｍａｐｓ

图７　转子响应图
Ｆｉｇ．７Ｒｅｓｐｏｎｓｅｍａｐｓｏｆｒｏｔｏｒ

图８　ω＝２０４０ｒａｄ／ｓ转子响应图
Ｆｉｇ．８Ｒｏｔｏｒｒｅｓｐｏｎｓｅｍａｐｓｗｈｅｎω＝２０４０ｒａｄ／ｓ

　　图８（ａ）和（ｂ）为ａ＝ｌ／７，ω＝２０４０ｒａｄ／ｓ时未考虑
圆盘偏摆和考虑偏摆情况下转子响应图，此时转子转

速较高，轴承 ＶＣ振动相对于转轴弯曲振动小很多，系
统频率主要为转动频率；但考虑圆盘摆振时系统出现

了转动频率的分频成分，可见此时系统的周期３运动
主要是由于圆盘偏摆造成的。

为了分析转子偏置程度对系统中各频率成分的影

响，选取ω＝１５０ｒａｄ／ｓ，该转速不同频率成分在各偏置
量的转子系统中均有体现。图９为ω＝１５０ｒａｄ／ｓ，偏置
量分别为ａ＝ｌ／２，ａ＝ｌ／３，ａ＝ｌ／５，ａ＝ｌ／７和 ａ＝ｌ／９情
况下转子系统频谱图。

从图９可以看出该转速下不同偏置量的转子系统

中同时存在转动频率ｆω和轴承ＶＣ频率 ｆＶＣ以及它们和
或者差的组合频率；通过对比可以发现，随着偏置程度

的增大，转动频率幅值逐渐减小，ＶＣ频率与转动频率
的差频率逐渐消失，而两者的和频率逐渐出现；当 ａ＝
ｌ／９时，系统中又出现了２倍 ＶＣ频率与转动频率的和
频率。

３．３　轴承游隙对系统涡摆耦合振动的影响
取轴承游隙 μ０在 －１０－４０μｍ内变化，分析轴承

游隙对转子系统涡摆耦合振动的影响规律。图１０为
不同偏置量下转子系统的临界转速 ωｎ随轴承游隙 μ０
的变化情况。
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图９　不同偏置量下频谱图
Ｆｉｇ．９Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｓｐｅｃｔｒｕｍｄｉａｇｒａｍｓｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｏｆｆｓｅｔ

图１０临界转速随轴承游隙变化情况
Ｆｉｇ．１０Ｃｒｉｔｉｃａｌｓｐｅｅｄｖａｒｉａｔｉｏｎａｓ
ｂｅａｒｉｎｇｃｌｅａｒａｎｃｅｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ

图１１共振峰值与最大摆角随轴承游变化情况
Ｆｉｇ．１１Ｒｅｓｏｎａｎｃｅｐｅａｋａｎｄｍａｘｉｍｕｍｓｗｉｎｇ
ａｎｇｌｅｖａｒｉａｔｉｏｎａｓｂｅａｒｉｎｇｃｌｅａｒａｎｃｅｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ

　　从图１０可以看出，随滚动轴承游隙的增加，转子
系统临界转速呈递减趋势，且接近线性递减。通过图

１０可知不同偏置量下系统临界转速随轴承游隙的递减
速率，如表３所示。

表３　临界转速随轴承游隙递减速率

Ｔａｂ．３Ｃｒｉｔｉｃａｌｓｐｅｅｄｄｅｃｒｅａｓｅｒａｔｅ

ａｓｂｅａｒｉｎｇｃｌｅａｒａｎｃｅｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ

ａ 递减速率／（ｒａｄ·ｓ－１／μｍ）

ｌ／２ １．４

ｌ／３ ２．１

ｌ／５ ４．６

ｌ／７ ５．３

从表３可知，转子偏置程度越大，系统临界转速随
轴承游隙增加而递减速率越大，表明临界转速对轴承

游隙变化的敏感度越高，主要是由于增加轴承游隙相

当于减小了转子的支承刚度，且圆盘偏置量越大，系统

临界转速受支承刚度的影响越大。图１１为不同偏置

量下系统共振峰值Ｘ与圆盘最大偏摆角 αｍａｘ随滚动轴
承游隙μ０变化情况。

从图１１可以看出，随滚动轴承游隙的增加，对称
转子系统 （ａ＝ｌ／２）的共振峰值Ｘ并非单调变化，而是
先增大后减小，圆盘最大偏摆角 αｍａｘ呈增大趋势；偏置
转子系统（ａ＝ｌ／３，ａ＝ｌ／５，ａ＝ｌ／７）的共振峰值 Ｘ接近
线性递增，圆盘最大偏摆角αｍａｘ则先增大后减小。

４　结　论

为了分析转子偏置，圆盘摆振以及轴承游隙等对

滚动轴承－偏置转子系统动力学特性的影响，建立了
滚动轴承支承下转子系统涡摆耦合运动微分方程，通

过对一定参数范围内转子系统动力学特性的对比分

析，得出如下主要结论：

（１）转子偏置引起的圆盘摆振使系统的非线性动
力学特性显著增强，且偏置程度越大，圆盘摆振对系统

非线性响应的影响越明显。

（２）一定转速下，不同偏置量下的转子系统中存
在不同的频率成分。随着偏置程度的增大，转动频率
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幅值会相对减小，轴承ＶＣ频率与转动频率的差频率逐
渐消失，两者的和频率逐渐出现。

（３）轴承游隙变化对不同偏置量的转子涡摆耦合
振动规律的影响不同。转子偏置程度越大，系统临界

转速对轴承游隙的敏感度越高；随着轴承游隙的增加，

对称转子系统共振峰值呈非单调性变化，而偏置转子

系统共振峰值接近线性递增。
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