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　　摘　要：通过并联具有负刚度特性的碟形弹簧与线性正刚度弹簧，设计了一种新型准零刚度隔振系统。通过静力
学特性研究，建立了系统的力－位移和刚度－位移关系表达式，获取了系统在平衡位置具有准零刚度的参数条件；通过动
力学特性研究，建立了系统分别在简谐力和简谐位移激励下的非线性动力学方程，应用平均法分析了系统参数和激励幅

值对系统力传递率和位移传递率的影响，并与其等效线性系统进行了比较，证明了该系统在隔离低频和超低频振动时具

有优异的隔振性能，为该新型准零刚度隔振系统的设计应用提供了理论指导。
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　　作为一种非线性隔振系统，准零刚度隔振系统一
般通过线性正刚度弹簧并联负刚度机构实现。通过正

负刚度并联，准零刚度隔振系统同时具有较高的静态

刚度和较低的动态刚度，在隔离低频和超低频振动时

有很好的隔振性能，一直以来尤其是近年来成为国内

外学者的研究热点。Ａｌａｂｕｚｈｅｖ等［１］首先较为全面地

阐述了准零刚度隔振系统的理论，并提出了许多设计

方法。Ｐｌａｔｕｓ［２］采用了在轴向载荷作用下互相铰接的
两根杆作为负刚度机构，之后张建卓等［３］采用相似的

轴向载荷作用下的欧拉压杆作为负刚度机构，并实验

验证了其用于精密仪器隔振的可行性。Ｃａｒｒｅｌｌａ等［４－６］

系统地研究了对称斜弹簧并联垂直弹簧机构的静力学

特性和在平衡位置附近的隔振性能。Ｔｈａｎｈ等［７］研究

了水平弹簧通过连杆并联垂直弹簧来获得静力平衡位

置的准零刚度，并实验验证了其用于汽车座椅隔振的

优异表现。路纯红等［８］采用了一种新型连杆弹簧机构

作为负刚度机构，增加了系统的静态承载能力。刘兴

天等［９］研究了采用滑动梁作为负刚度机构的准零刚度

隔振系统，进一步扩展了准零刚度隔振系统的实现

方法。

本文基于正负刚度并联隔振原理，采用碟形弹簧

作为负刚度机构与线性正刚度弹簧并联，提出了一种

新型准零刚度隔振系统。通过静力学特性研究，分析

了系统在静力平衡位置附近的准零刚度特性；通过动

力学特性研究，建立了系统分别在简谐力和简谐位移

激励下的非线性动力学方程，应用平均法得到系统的

力传递率和位移传递率；并与其等效线性系统进行了



比较，分析了系统参数和激励幅值对该系统力传递率

和位移传递率的影响。

１　静力学特性研究

１１　碟形弹簧
如图１所示的碟形弹簧弹性模量为 Ｅ，泊松比为

μ，ａ，ｂ分别为碟形弹簧的外半径和内半径，ｅ１，ｅ２分别
为支点到轴线的距离，ｈ为碟形弹簧的内锥高，δ为碟
形弹簧的厚度。在轴向力 ｆｄ的作用下，其力位移关系
可表示为［１０－１１］

ｆｄ ＝
Ｅｘ

ｅ２１（１－μ
２）Ｍ

（ｈ－ｘ）ｈ－ｘ( )２ δ＋Γδ[ ]３ （１）

其中：等效内锥高 ｈ＝ｈ／η，支点距离比 Ｃ＝ｅ１／ｅ２，系数

η、Ｍ 和 Γ分别为 η＝（ａ－ｂ）／（ｅ１ －ｅ２），
１
Ｍ ＝

π Ｃ＋１Ｃ－１－
２
ｌｎ( )Ｃ Ｃ

Ｃ( )－１
２

，Γ＝ ｌｎＣ

６Ｃ＋１Ｃ－１－
２
ｌｎ( )Ｃ
。

图１　碟形弹簧的结构示意图
Ｆｉｇ．１Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆａｄｉｓｋｓｐｒｉｎｇ

由式（１）看出，当ｘ＝ｈ时，碟形弹簧的回复力ｆｄ０≠
０。系统的力位移关系表达式为三次多项式，其曲线在
ｘ∈［０，２ｈ］的范围内关于点（ｈ，ｆｄ０）对称。

令ｕ＝ｘ－ｈ，碟形弹簧的无量纲力位移关系可表
示为

ｆｄ ＝
１
２

)ｕ３＋ Γ－１２α( )２ )ｕ＋αΓ （２）

其中：

)

ｆｄ＝ｆｄｅ
２
１（１－μ

２）Ｍ／（Ｅδ４），)ｕ＝ｕ／δ，等效高厚比 α

＝ｈ／δ。
对

)ｕ求导，碟形弹簧无量纲刚度位移关系可表
示为

ｋｄ ＝
３
２

)ｕ２＋Γ－１２α
２ （３）

由于

)ｕ∈［－α，α］，根据式（３）可以看出，碟形弹簧的无
量纲刚度关于

)ｕ＝０对称。且当碟形弹簧处于压平状

态，即

)ｕ＝０时，刚度存在最小值

)

ｋｄｍｉｎ＝Γ－α
２／２。当 Γ

－α２／２＜０时，碟形弹簧存在负刚度区域，则系统参数

应满足α＞ ２槡Γ。在此前提下，设

)ｕ１和

)ｕ２为

)

ｋｄ＝０的

两个根，则碟形弹簧的负刚度区域范围是

)ｕ１－

)ｕ２ ＝２

（α２－２Γ）／槡 ３。由于Γ随着Ｃ的增加单调递增，则碟
形弹簧的刚度最小值随着 α的增大而减小，随着 Ｃ的
增大而增大。碟形弹簧的负刚度区域范围随着 α的增
大而增大，随着Ｃ的增大而减小。
１２　准零刚度隔振系统

将碟形弹簧与刚度为 ｋｖ的线性正刚度弹簧并联，

构造出一种新型准零刚度隔振系统，其结构示意图如

图２所示。在轴向力 ｆ的作用下，不考虑质量 ｍ，该准
零刚度隔振系统的力位移关系可表示为

ｆ＝ｋｖｘ＋
Ｅｘ

ｅ２１（１－μ
２）Ｍ

（ｈ－ｘ）ｈ－ｘ( )２ δ＋Γδ[ ]３
（４）

令ｕ＝ｘ－ｈ，系统的无量纲力位移关系可表示为

)ｆ＝ｕ＋α＋ｋ１２

)ｕ３＋ Γ－１２α( )２ )ｕ＋[ ]αΓ （５）

其中：ｆ＝ｆ／（ｋｖδ），定义的刚度比ｋ＝
Ｅδ３

ｋｖｅ
２
１（１－μ

２）Ｍ
。

图２　准零刚度隔振系统的结构示意图
Ｆｉｇ．２Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆａｑｕａｓｉｚｅｒｏ
ｓｔｉｆｆｎｅｓｓｖｉｂｒａｔｉｏｎｉｓｏｌａｔｉｏｎｓｙｓｔｅｍ

对

)ｕ求导，系统的无量纲刚度位移关系可表示为

)

ｋ＝ｋ３
２

)ｕ２－１２α
２＋[ ]Γ ＋１ （６）

刚度比ｋ＞０，当α和Ｃ不变，不同刚度比对系统刚度的
影响如图３所示。

图３　不同刚度比条件下的曲线
Ｆｉｇ．３Ｔｈｅｎｏｎｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｓｔｉｆｆｎｅｓｓｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ

ｃｕｒｖｅｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｓｔｉｆｆｎｅｓｓｒａｔｉｏ

由图３可知，系统在碟形弹簧处于压平状态，即 )ｕ＝０
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时，有刚度最小值，且系统的刚度关于此平衡位置对称。

随着刚度比ｋ的增大，系统的刚度最小值由正变负。
实际应用中，系统在平衡位置处的无量纲刚度应

满足

)

ｋｕ^＝０≥０，则α≤ ２Γ＋２槡 ／ｋ，结合碟形弹簧存在负
刚度的参数条件，则系统的参数应该满足

２槡Γ＜α≤ ２Γ＋２槡 ／ｋ （７）
若令平衡位置处，即

)ｕ＝０时，系统的无量纲刚度 )ｋ
＝０，得到

ｋＱＺＳ ＝
２

α２－２Γ
（８）

图４　不同系统参数条件下的无量纲刚度位移曲线
Ｆｉｇ．４Ｔｈｅｎｏｎｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｓｔｉｆｆｎｅｓｓｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ

ｃｕｒｖｅｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｓｙｓｔｅｍｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

由式（８）可以看出，当 α值增大或 Ｃ值减小时，需
要更小的等效刚度比ｋ来获取系统在平衡位置的零刚
度。将式（８）带入式（６），得到不同α值或 Ｃ值对系统
刚度的影响如图４所示。为了使系统在平衡位置附近
具有较小刚度和较大的较小刚度范围，应该增大 α值
或者减小Ｃ值。

２　动力学特性研究

２１　动力学建模
如图２所示，当系统承载质量为ｍ的被隔振物体后，

刚好在碟形弹簧处于压平状态，即ｕ＝０时，达到静力平
衡，且系统在平衡位置的刚度为零。由式（５）和式（８）得

ｍｇ＝ α３

α２－２Γ
ｋｖδ （９）

此时，对被隔振物体施加简谐力激励ｆ＝ｆ０ｃｏｓ（ωｔ）或对
基座施加简谐位移激励ｚ＝ｚ０ｃｏｓ（ωｔ），根据牛顿第二定
律分别得到系统的非线性动力学方程为

ｍｕ··＋ｃｕ· ＋ｆ１－ｍｇ＝ｆ０ｃｏｓ（ωｔ） （１０ａ）

ｍｙ··＋ｃｙ· ＋ｆ２－ｍｇ＝ｍω
２ｚ０ｃｏｓ（ωｔ） （１０ｂ）

其中：ｙ＝ｕ－ｚ，ｆ１＝ｍｇ＋ｋｖｕ
３／［δ２（α２－２Γ）］，ｆ２＝ｍｇ＋

ｋｖｙ
３／［δ２（α２－２Γ）］。
将式（９）带入式（１０），系统的无量纲运动方程化为

)ｕ″＋２ξ)ｕ′＋χ)ｕ３ ＝ｆ０ｃｏｓ（Ωτ） （１１ａ）

)ｙ″＋２ξ)ｙ′＋χ)ｙ３ ＝Ω２ )ｚ０ｃｏｓ（Ωτ） （１１ｂ）

其中：τ＝ωｎｔ，Ω＝ω／ωｎ，ωｎ＝ ｋｖ槡 ／ｍ，

)

ｙ＝ｙ／δ，ξ＝ｃ／

（２ｍωｎ），ｆ０＝ｆ０／（ｋｖδ），

)

ｚ０＝ｚ０／δ，χ＝１／（α
２ －２Γ），

（·）′＝ｄ（·）／ｄτ。
式（１１）可统一化为

)ρ″＋２ )ξρ′＋ )χρ３ ＝λγｃｏｓ（Ωτ） （１２）
其中：当系统受到简谐力激励时，λ＝１，γ＝ｆ０；当系统受

到简谐位移激励时，λ＝Ω２，γ＝

)

ｚ０。
对于式（１２）所示的非线性动力学方程，采用平均

法求解［１２］，设系统的响应为

)ρ＝ )ρ０ｃｏｓ（Ωτ＋φ），

)ρ′＝－

Ωρ^０ｓｉｎ（Ωτ＋φ），其中

)ρ０和 φ是关于 τ的函数。则带
入式（１２），解得

)ρ′０ ＝－
１
ΩΛ
ｓｉｎ（Ωτ＋φ） （１３ａ）

φ′＝－ １)ρ０Ω
Λｃｏｓ（Ωτ＋φ） （１３ｂ）

其中：Λ＝λγｃｏｓ（Ωτ）＋２ )ξΩρ０ｓｉｎ（Ωτ＋φ）＋Ω
２ )ρ０ｃｏｓ

（Ωτ＋φ）－ )χρ３０ｃｏｓ
３（Ωτ＋φ）。

式（１３）右边可以用外界激励一个周期内的平均值
代替，得到

)ρ′０ ＝－
Ω
２π∫

２π
Ω

０

１
ΩΛ
ｓｉｎ（Ωτ＋φ）ｄτ （１４ａ）

φ′＝－Ω２π∫
２π
Ω

０

１

)ρ０Ω
Λｃｏｓ（Ωτ＋φ）ｄτ （１４ｂ）

对式（１４）的右边积分，并令左边等于零，得到

－λγｓｉｎ（φ）２Ω
－ )ξρ０ ＝０ （１５ａ）

－λγｃｏｓ（φ）
２ )Ωρ０

－Ω２＋
３ )χρ２０
８Ω

＝０ （１５ｂ）

两式平方和得到系统的幅频响应函数为

３
４

)χρ３０－Ω
２ )ρ( )０ ２

＋４ξΩ２ )ρ２０ ＝λ
２γ２ （１６）

上式是关于Ω２的二次项方程，对于系统分别在简谐力
和简谐位移激励条件下，解得

Ωｆ１，２ ＝
１
２ ３ )χρ２０－８ξ

２±４)ρ０
４ξ４ )ρ２０－３χξ

２ )ρ４０＋γ槡
槡

２

（１７）

Ωｄ１，２ ＝
１
２

３ )χρ４０－８ξ
２ )ρ２０±

)ρ２０ ６４ξ４－４８χξ２ )ρ２０＋９χ
２λ２ )ρ槡

２
０

)ρ２０－γ槡 ２

（１８）
当系统在简谐力激励作用下，传递到基座上的无

量纲作用力为

ｆｔ＝２

)ξρ′＋ )χρ３ （１９）
则系统的力传递率为
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Ｔｆ ＝
ｆｔ
ｆ０
＝

３
４

)χρ( )３０ ２
＋（２ )ξΩρ０）槡

２

γ
（２０）

当系统在简谐位移激励作用下，被隔振物体的无

量纲位移为

) )

ｕ＝ｙ＋ｚ＝ )ρ＋γ （２１）
则系统的位移传递率为

Ｔｚ ＝

)ｕ
ｚ０
＝

)ρ２０＋γ
２＋２)ρ０γｃｏｓ槡 φ
γ

（２２）

系统的最大传递率幅值对应于系统的最大响应幅

值，分别令式（１７）和式（１８）中的两式相等，得到系统分
别在简谐力和简谐位移激励下的最大响应幅值和其对

应的频率为

)ρｆ０ｍａｘ ＝
２ξ３＋ ４ξ６＋３χγ槡

２

３槡 χξ
（２３ａ）

)ρｄ０ｍａｘ ＝
８ξ２

４８χξ２－９χ２γ槡
２

（２３ｂ）

Ωｆｍａｘ ＝
１
２槡ξ

ξ６＋３４χγ槡
２－３ξ槡

３ （２４ａ）

Ωｄｍａｘ ＝ξ
３ ２４χγ２－６４ξ２

６４ξ６－６０χξ４γ２＋１８χ２ξ２γ４－２７χ３γ槡 ６

（２４ｂ）
将式（２３）和式（２４）分别代入式（２０）和式（２２）可

以得到系统分别在简谐力和简谐位移激励下的最大传

递率幅值。

当系统除去负刚度结构碟形弹簧时，被隔振物体

由线性正刚度弹簧独自承载。该等效线性系统的静态

位移增加，但其在相同简谐力激励作用下的力传递率

和相同简谐位移激励作用下的位移传递率不变，均为

Ｔｌ ＝
１＋４ξ２Ω２

（１－Ω２）２＋４ξ２Ω槡 ２ （２５）

２２　系统参数和激励幅值对传递率的影响
根据２．１节中的分析，得到系统参数和激励幅值

对系统的力传递率和位移传递率的影响如图 ５－７
所示。

图５　非线性项对系统传递率的影响
Ｆｉｇ．５Ｅｆｆｅｃｔｏｆｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｅｍ
ｏｎｔｈｅｉｓｏｌａｔｉｏｎｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ

图６　激励幅值对系统传递率的影响
Ｆｉｇ．６Ｅｆｆｅｃｔｏｆｅｘｃｉｔａｔｉｏｎａｍｐｌｉｔｕｄｅ
ｏｎｔｈｅｉｓｏｌａｔｉｏｎｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ

图７　阻尼比对系统传递率的影响
Ｆｉｇ．７Ｅｆｆｅｃｔｏｆｄａｍｐｒａｔｉｏ
ｏｎｔｈｅｉｓｏｌａｔｉｏｎｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ

　　如图５所示，当激励频率小于系统最大传递率幅
值对应的频率时，系统的传递率幅值大于线性系统；当

激励频率大于系统最大传递率幅值对应的频率时，系

统的传递率幅值小于其等效线性系统；当激励频率特

别大时，系统和其等效线性系统的传递率趋于相等。

相较于其等效线性系统，该系统的隔振起始频率低，隔

振频率范围大。且非线性项越小，系统的隔振起始频

率越低，隔振频率范围越大，系统的最大传递率幅值越

小，对被隔振物体造成的危害越小，隔振性能越好。结

合图４，可以通过增大α值和减小Ｃ值来获得更小的非
线性项，从而使系统具有更好的隔振性能。

如图６所示，激励幅值对系统的力传递率和位移
传递率影响与非线性项对系统的影响基本相同。相较

于其等效线性系统传递率不受激励幅值的影响，该系

统的激励幅值越小，系统的隔振起始频率越低，隔振频

率范围越大，系统的最大传递率幅值越小，对被隔振物

体造成的危害越小，隔振性能越好。因此，可以通过适

当地控制激励幅值来获取系统更好的隔振性能。
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如图７所示，与等效线性系统基本一致，阻尼比越
大，该系统在共振频率附近的传递率幅值越小，在高频

时的传递率幅值越大，系统的最大传递率幅值越小，不

稳定区域逐渐减小，对被隔振物体造成的危害越小。

除此之外，不同于简谐力激励下系统的力传递率，

该系统在受到简谐位移激励时，较大的非线性项和激

励幅值或者较小的阻尼比会导致其出现极大的最大位

移传递率幅值，严重影响系统的隔振性能。

综上所述，为了使该隔振系统能隔离超低频或低

频振动，并具有很好的隔振性能，可以在适当地控制激

励幅值的基础上，通过增大 α值和减小 Ｃ值来减小系
统的非线性项或者增大系统的阻尼比。

３　结　论

本文通过碟形弹簧与线性弹簧并联，设计了一种

新型准零刚度隔振系统，并研究了该系统的静力学和

动力学特性。通过静力学研究，系统在平衡位置可以

实现准零刚度特性，并且可以通过增大 α值和减小 Ｃ
值来获取系统在平衡位置附近的较小刚度和较大的较

小刚度范围；通过动力学分析，分别研究了不同非线性

项、激励幅值和阻尼比对系统力传递率和位移传递率

的影响，并与其等效线性系统进行了比较。研究表明，

在适当地控制激励幅值的基础上，通过增大 α值和减
小Ｃ值来减小系统的非线性项或者增大系统的阻尼
比，使系统在隔离超低频或低频振动时具有优异的隔

振性能。
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