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均匀热环境下四边固支矩形 ＰＣＢ薄板的自由振动

高　军，黄再兴
（南京航空航天大学 机械结构力学及控制国家重点实验室，南京　２１００１６）

　　摘　要：表面贴装形式中ＰＣＢ板可简化为四边固支矩形薄板。基于刚性板的小挠度理论，推导了热载下四边固
支矩形ＰＣＢ薄板的自由振动微分方程。从微分方程中得出，热载下的ＰＣＢ薄板等效于面内受均布张力的薄板，进而通过
结构力学方法将热载下四边固支薄板振动问题转换为受面内均布张力固支薄板振动问题。利用虚位移理论，得出了温度

沿厚度均匀线性变化的热载下四边固支矩形ＰＣＢ薄板固有频率和自由振动的挠度值的计算方法。讨论了热载下温度、
薄板的几何尺寸对矩形ＰＣＢ薄板自由振动固有频率的影响。结论可为矩形ＰＣＢ薄板在热载下的振动分析以及固有频率
计算提供方法上的参考。
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　　表面贴装技术（ＳＭＴ）以其成本低、集成度高、电子
组件重量轻、易于自动化等优点广泛应用于微电子电

路［１－２］。影响表面贴装电子产品可靠性的主要环境因

素是热和振动冲击，特别是在环境振动和热载荷的复

杂环境下，两类载荷共同影响贴装形式元器件的内力

情况，导致振动产生的动态应力和热疲劳应力相互叠

加引起封装的失效，从而影响整个封装形式可靠性与

寿命。同时，这两种载荷相互间产生耦合，并非仅仅只

表现为两种载荷作用的简单叠加。目前，已发现大型

的工作站随工作温度升高到一定程度会产生共振，从

而会影响其正常工作。明显地，这是由热环境温度的

变化导致封装结构固有频率改变带来的问题。该问题

涉及封装结构固有频率与环境温度的相互耦合，但目

前还缺乏定量的研究。

已有学者分别对振动和热环境下表面贴装形式电

子元器件的结构和可靠性进行了一些研究［３－６］。但

是，由于与热循环载荷相比，振动载荷具有高频特性，

两者的周期相差较远，在处理这两种载荷同时作用时

具有较大的困难，所以综合考虑环境振动和热载荷共

同作用下电子封装可靠性以及寿命预测的研究较少。

如朱继元［７］等利用ＡＮＳＹＳ软件，通过考虑材料参数随
温度变化的因素对振动的影响来分析热和振动耦合的

问题。Ｂａｒｋｅｒ等［８－９］提出线性叠加的方法考虑热和振

动耦合载荷对可靠性的影响，分别计算振动载荷和热



载荷引起的损伤，然后将两者线性叠加。邓定宇等［１０］

考虑温度产生的平均应力对振动损伤计算的影响，采

用递增损伤累积方法计算疲劳寿命。从目前研究现状

来看，并未从根本物理机制上去确定热和振动耦合作

用对电子封装结构的影响。

因表面贴装的封装结构中ＰＣＢ板为镶嵌于上一级
封装结构，或者沿边界完全固定于其他装置中［３－６］，其

中ＰＣＢ薄板可以认为是四边固支的矩形薄板。为此本
文忽略表面贴装形式中ＰＣＢ板上其他元件，将 ＰＣＢ板
简化为四边固支矩形薄板，通过对热载下薄板自由振

动的分析来确定表面贴装结构中ＰＣＢ薄板的热和振动
载荷的相互影响。文中基于刚性板的小挠度理论，推

导了热载下矩形 ＰＣＢ薄板的自由振动微分方程，进而
利用虚位移理论得出了四边固支矩形薄板基本频率和

自由振动挠度值的计算方法。并讨论了薄板的几何尺

寸、温度等对ＰＣＢ薄板自由振动固有频率的影响。

１　热载下ＰＣＢ薄板振动微分方程

在目前的研究中，ＰＣＢ板可考虑为连续、均匀的各
向同性弹性薄板，同时 ＰＣＢ板的变形和内力状态均认
为不影响结构的热传导过程和温度场的变化。现取一

尺寸为ａ×ｂ×ｈ的ＰＣＢ矩形薄板进行分析，坐标如图１
所示。

图１　ＰＣＢ薄板模型
Ｆｉｇ．１ｍｏｄｅｌｏｆＰＣＢｔｈｉｎｐｌａｔｅ

根据刚性板和小挠度理论的基本假设［１１－１２］，有

ｕ＝－ｚｗ，ｘ　ｖ＝－ｚｗ，ｙ （１）
式中，ｕ，ｖ和ｗ分别为沿ｘ，ｙ和ｚ轴方向的位移。

所以薄板的几何方程为：

εｘ ＝ｕ，ｘ ＝－ｗ，ｘｘｚ

εｙ ＝ｖ，ｙ ＝－ｗ，ｙｙｚ

γｘｙ ＝ｖ，ｘ＋ｕ，ｙ ＝－２ｗ，ｘｙ
}
ｚ

（２）

　　因不计应力分量 σｚ引起的应变，所以热环境下薄
板物理方程可写为：

εｘ ＝
１
Ｅ（σｘ－μσｙ）＋αＴ

εｙ ＝
１
Ｅ（σｙ－μσｘ）＋αＴ

γｘｙ ＝
２（１＋μ）
Ｅ τ













ｘｙ

（３）

式中α为材料的线膨胀系数，Ｅ为材料的弹性模量，μ
为材料的泊松比，Ｔ＝Ｔ（ｘ，ｙ，ｚ）是薄板中任意一点的变
温。由式（２）和式（３）求解应力分量得：

σｘ ＝－
Ｅｚ
１－μ２

（ｗ，ｘｘ＋μｗ，ｙｙ）－
ＥαＴ
１－μ

σｙ ＝－
Ｅｚ
１－μ２

（ｗ，ｙｙ＋μｗ，ｘｘ）－
ＥαＴ
１－μ

τｘｙ ＝τｙｘ ＝－
Ｅｚ
１＋μ

ｗ，













ｘｙ

（４）

　　薄板单位宽度上的内力和内力矩可以用应力沿厚
度方向积分得到：

Ｎｉｊ＝∫
ｈ
２

－ｈ２
σｉｊｄｚ　Ｍｉｊ＝∫

ｈ
２

－ｈ２
σｉｊｚｄｚ （５）

将式（４）代入（５）得：

Ｎｘ ＝－
Ｅα
１－μ∫

ｈ
２

－ｈ２
Ｔｄｚ

Ｎｙ ＝－
Ｅα
１－μ∫

ｈ
２

－ｈ２
Ｔｄｚ

Ｎｘｙ ＝０

Ｍｘ ＝－Ｄ（ｗ，ｘｘ＋μｗ，ｙｙ）－
Ｅα
１－μ∫

ｈ
２

－ｈ２
Ｔｚｄｚ

Ｍｙ ＝－Ｄ（ｗ，ｙｙ＋μｗ，ｘｘ）－
Ｅα
１－μ∫

ｈ
２

－ｈ２
Ｔｚｄｚ

Ｍｘｙ ＝－Ｄ（１－μ）ｗ





















ｘｙ

（６）

式中：Ｄ＝ Ｅｈ３

１２（１－μ２）
。从式中可以看出，薄板在热环

境下ｘ和ｙ方向单位宽度上内力相等，设Ｎｘ＝Ｎｙ＝Ｎ。
根据经典薄板的小挠度理论，其动力平衡方

程为［１３－１４］：

Ｎｘ，ｘ＋Ｎｘｙ，ｙ ＝０

Ｎｙ，ｙ＋Ｎｘｙ，ｘ ＝０

Ｍｘ，ｘｘ＋２Ｍｘｙ，ｘｙ＋Ｍｙ，ｙｙ＋Ｎｘｗ，ｘｘ＋

Ｎｙｗ，ｙｙ＋２Ｎｘｙｗ，ｘｙ－ρｈｗ，ｔｔ＝










０

（７）

　　式（７）中前两式是独立的，将式（６）代入式（７）的
第三式得：

Ｄ４ｗ＋（φ，ｘｘ＋φ，ｙｙ）－

Ｎ（ｗ，ｘｘ＋ｗ，ｙｙ）＋ρｈｗ，ｔｔ＝０ （８）
式中：

φ＝ Ｅα
１－μ∫

ｈ
２

－ｈ２
Ｔｚｄｚ
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４ ＝
４

ｘ４
＋２ ４

ｘ２ｙ２
＋

４

ｙ４

由于温度在面内均匀变化，则

φ，ｘｘ＋φ，ｙｙ ＝０ （９）
将式（９）代入式（８）得：

Ｄ４ｗ－Ｎ（ｗ，ｘｘ＋ｗ，ｙｙ）＋ρｈｗ，ｔｔ＝０ （１０）
　　式（１０）即为ＰＣＢ薄板在热载作用下基于小挠度理论
的自由振动微分方程。从微分方程中可以看出，热载下的

薄板振动等效于面内受均布张力Ｎ的薄板振动。

２　ＰＣＢ薄板热载下温度场分析

为了分析温度作用下 ＰＣＢ薄板的振动规律，必须
确定薄板温度场的分布。ＰＣＢ板表面正常工作中的电
子芯片产生热量，使得薄板一侧温度升高。为简单起

见认为电子芯片的热量均匀传到所在一侧的表面，表

面各处的温度均相等。薄板热量从高温面传向低温

面，温度仅沿厚度方向均匀线性变化。设薄板各点初

始温度均相同，则热环境下薄板各点温度可表示为：

Ｔ（ｚ）＝
Ｔ１＋Ｔ２
２ ＋

Ｔ１－Ｔ２
ｈ ｚ （１１）

式中，Ｔ１表示上表面的变温值，Ｔ２表示下表面的变
温值。

将式（１１）代入式（６）第一式得，

Ｎ＝－
Ｅαｈ（Ｔ１＋Ｔ２）

２ （１２）

　　薄板内力 Ｎ表达式中负号表示当薄板温度增加
时，薄板内产生压应力；当温度降低时，薄板内产生拉

应力。

将式（１２）代入式（１０）得热载下 ＰＣＢ薄板自由振
动微分方程：

Ｄ４ｗ＋
Ｅαｈ（Ｔ１＋Ｔ２）

２ （ｗ，ｘｘ＋ｗ，ｙｙ）＋ρｈｗ，ｔｔ＝０（１３）

　　当由于电子封装结构的工作环境整体温度升高，
引起ＰＣＢ薄板温度变化时，薄板上下表面变温相等，即
Ｔ１＝Ｔ２，此时：

Ｎ＝－ＥαｈＴ１ （１４）
此时自由振动微分方程为：

Ｄ４ｗ＋ＥαｈＴ１（ｗ，ｘｘ＋ｗ，ｙｙ）＋ρｈｗ，ｔｔ＝０ （１５）

３　ＰＣＢ薄板热载下自由振动

按照结构力学的方法，四边固支的薄板等效于四边

为简支的基本系统，同时四条边上作用着连续分布的弯

矩［１５］。热载下四边固支的ＰＣＢ薄板如图２（ａ）可等效为
图２（ｂ）所示四边简支基本系统，同时作用着均布张力和
连续分布的弯矩。在ｙ＝０，ｙ＝ｂ这两条边上作用着随各
点位置ｘ而变化的弯矩Ｍ（ｘ），在ｘ＝０，ｘ＝ａ这两条边上

作用着随各点位置ｙ而变化的弯矩Ｍ（ｙ）。

图２　四边固支ＰＣＢ薄板简化模型
Ｆｉｇ．２ＳｉｍｐｌｉｆｉｅｄｍｏｄｅｌｏｆＰＣＢｔｈｉｎ
ｐｌａｔｅｗｉｔｈｃｏｍｐｌｅｔｅｄｃｌａｍｐｅｄｓｕｐｐｏｒｔ

设薄板等效基本系统在振动时瞬时挠度［１６］为：

ｗ（ｘ，ｙ，ｚ）＝∑
∞

ｍ＝１
∑
∞

ｎ＝１
ａｍｎｓｉｎωｔｓｉｎ

ｍπｘ
ｌａ
ｓｉｎｎπｙｌｂ

（１６）

式中，ω为薄板的自振频率，系数 ａｍｎ可用虚位移原理
来计算。当板作对称形式的振动时，其固定边上所作

用的弯矩各为Ｍ（ｘ）ｓｉｎ（ωｔ），Ｍ（ｙ）ｓｉｎ（ωｔ）。根据虚位
移原理，当ａｍｎ增为ａｍｎ＋δａｍｎ时，惯性力所做的功为：

－∫
ａ

０∫
ｂ

０
ρｈｄｘｄｙ

２ｗ
ｔ２
δｗ＝

∫
ａ

０∫
ｂ

０
ρｈ∑

∞

ｍ＝１
∑
∞

ｎ＝１
ａｍｎω

２ｓｉｎ（ωｔ）ｓｉｎｍπｘａｓｉｎ
ｎπｙ( )ｂ ×

δａｍｎｓｉｎ（ωｔ）ｓｉｎ
ｍπｘ
ａｓｉｎ

ｎπｙ( )ｂ ｄｘｄｙ＝

ω２ρｈｓｉｎ２（ωｔ）ａｂ４ａｍｎδａｍｎ （１７）

沿板边界上作用的弯矩所作的功为：

２∫
ａ

０
Ｍ（ｘ）ｓｉｎ（ωｔ）ｄｘδｗ

( )ｙｙ＝０
＋２∫

ａ

０
Ｍ（ｙ）ｓｉｎ（ωｔ）ｄｙδｗ

( )ｙｘ＝０
＝

２∫
ａ

０
Ｍ（ｘ）ｓｉｎ（ωｔ）ｄｘｎπ

ｂｓｉｎ（ωｔ）ｓｉｎ
ｍπｘ
ａδａ( )ｍｎ ＋

２∫
ａ

０
Ｍ（ｙ）ｓｉｎ（ωｔ）ｄｙｎπ

ａｓｉｎ（ωｔ）ｓｉｎ
ｎπｙ
ｂδａ( )ｍｎ ＝

ｎπａ
ｂＥｍ ＋

ｍπｂ
ａＦ( )ｎｓｉｎ２（ωｔ）δａｍｎ （１８）

式中Ｅｍ和Ｆｎ分别为将弯矩Ｍ（ｘ）和Ｍ（ｙ）展成正弦级数时的
系数，即

Ｍ（ｘ）＝∑
∞

ｍ＝１
Ｅｍｓｉｎ

ｍπｘ
ａ

Ｍ（ｙ）＝∑
∞

ｎ＝１
Ｆｎｓｉｎ

ｎπｙ
ｂ

（１９）

于是当虚位移进行时，外力所作的功为：

δＴ＝ ω２ρｈａｂ４ａｍｎ＋
ｎπａ
ｂＥｍ ＋

ｍπｂ
ａＦ( )ｎ ｓｉｎ２ωｔδａｍｎ（２０）

　　薄板内变形能的增量为：

δＵ＝ π４ａｂ
４ Ｄ

ｍ２

ａ２
＋ｎ

２

ｂ( )２ ２

＋ａｂ４
ｍ２π２

ａ２
Ｎｘ＋

ａｂ
４
ｎ２π２

ｂ２
Ｎ[ ]ｙ ×

ｓｉｎ２ωｔａｍｎδａｍｎ （２１）
　　由虚位移原理δＵ＝δＴ得：
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ａｍｎ ＝
４

π４ａｂＤ
×

πａ
ｂｎＥｍ ＋

πｂ
ａｍＦｎ

ｍ２

ａ２
＋ｎ

２

ｂ( )２ ２

＋
ｍ２Ｎｘ
π２ａ２Ｄ

＋
ｎ２Ｎｙ
π２ｂ２Ｄ

－ω
２ρｈ
π４Ｄ

（２２）

　　将式（２２）代入式（１６）得薄板的振动挠度为：

ｗ＝ ４
π４ａｂＤ

ｓｉｎ（ωｔ）×

∑
∞

ｍ＝１
∑
∞

ｎ＝１

πａ
ｂｎＥｍ＋

πｂ
ａｍＦｎ

ｍ２

ａ２
＋ｎ

２

ｂ( )２ ２

＋
ｍ２Ｎｘ
π２ａ２Ｄ

＋
ｎ２Ｎｙ
π２ｂ２Ｄ

－ω
２ρｈ
π４Ｄ

ｓｉｎｍπｘｌａ
ｓｉｎｎπｙｌｂ

（２３）
　　当薄板为正方形板时ａ＝ｂ，并且Ｎｘ＝Ｎｙ＝Ｎ，则弯
矩沿四边的分布相同，于是Ｆｎ＝Ｅｎ，则式（２３）变为：

ｗ＝４ａ
２

π３Ｄ
ｓｉｎ（ωｔ）×

∑
∞

ｍ＝１
∑
∞

ｎ＝１

ｎＥｍ＋ｍＥｎ

（ｍ２＋ｎ２）２＋（ｍ２＋ｎ２）ａ
２Ｎ
π２Ｄ

－ω
２ρｈａ４

π４Ｄ

ｓｉｎｍπｘａｓｉｎ
ｎπｙ
ａ

（２４）
　　由于薄板的四边固定，有：

ｗ
( )ｙｙ＝０

ｙ＝ａ

＝０，　 ｗ
( )ｘｘ＝０

ｘ＝ａ

＝０ （２５）

　　将式（２４）代入式（２５）的第一式得：

ｗ
( )ｙｙ＝０

ｙ＝ａ

＝ ４ａ
π２Ｄ
ｓｉｎ（ωｔ）×

∑
∞

ｍ＝１
∑
∞

ｎ＝１

ｎ２Ｅｍ ＋ｍｎＥｎ

（ｍ２＋ｎ２）２＋（ｍ２＋ｎ２）ａ
２Ｎ
π２Ｄ

－ω
２ρｈａ４

π４Ｄ

ｓｉｎｍπｘａ ＝０

（２６）
　　于是：

Ｅｍ∑
∞

ｎ＝１

ｎ２

（ｍ２＋ｎ２）２＋（ｍ２＋ｎ２）Ｓ－λ
＋

ｍ∑
∞

ｎ＝１

ｎＥｎ
（ｍ２＋ｎ２）２＋（ｍ２＋ｎ２）Ｓ－λ

＝０ （２７）

式中，Ｓ＝ａ
２Ｎ
π２Ｄ
，λ＝ω

２ρｈａ４

π４Ｄ
。对于正方形板，由式（２５）

所得的两方程相同，均为式（２７）。
利用文献（１５）附录中式（２８），

∑
∞

ｎ＝１

ｎ２

ｎ４＋２ｎ２η＋ｐ２
＝ π
８ η２－ｐ槡

２
×

（ η＋ η２－ｐ槡槡
２ｔａｎｈπ２ η＋ η２－ｐ槡槡

２－

η－ η２－ｐ槡槡
２ｔａｎｈπ２ η－ η２－ｐ槡槡

２） （２８）

　　方程（２７）可写作，

Ｅｍ
π

８ Ｓ２
４＋槡 λ

αｍｔａｎｈ
π
２αｍ －βｍｔａｎｈ

π
２β[ ]ｍ ＋

ｍ∑
∞

ｎ＝１

ｎＥｎ
（ｍ２＋ｎ２）２＋（ｍ２＋ｎ２）Ｓ－λ

＝０ （２９）

式中，

αｍ ＝ ｍ２＋Ｓ( )２ ＋
Ｓ２
４＋槡槡

λ，

βｍ ＝ ｍ２＋Ｓ( )２ －
Ｓ２
４＋槡槡

λ （３０）

　　方程（２９）为一组无穷联立方程，且方程系数与薄
板频率ω有关，利用齐次方程组有非零解的条件，使它
的系数矩阵等于零，就可得到无穷个根，其中最小的一

个根就是振动的基本频率。其中方程的个数在实际的

计算中根据精度要求取有限项。将计算得到的基本频

率代回方程（２９）解联立方程可得Ｅｍ，从而可由式（１９）
得到分布在固定边上的弯矩值。将 Ｅｍ以及基本频率
代入式（２４）即可计算振动中各点挠度值。

４　ＰＣＢ薄板振动的影响分析

为了具体分析温度以及其他因素对热载下ＰＣＢ板
自由振动固有频率的影响，取文献［１７］中 ＰＣＢ板材料
以及尺寸数据进行数值计算，参数如表１所示。其中
ＰＣＢ板为高度１ｍｍ边长１０ｍｍ的正方形板。

表１　ＰＣＢ板材料参数

Ｔａｂ．１ｍａｔｅｒｉａｌｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆＰＣＢ

材料

参数

密度

ρ／（ｋｇ·ｍ－３）
弹性模量

Ｅ／ＧＰａ 泊松比μ
热膨胀系数

α×１０－６／Ｋ

数值 １９００ ２２ ０．２８ １８

图３　薄板频率随温度变化曲线
Ｆｉｇ．３Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅｃｕｒｖｅｏｆｔｈｉｎｐｌａｔｅ

假定电子封装结构的工作环境整体温度从室温

２５℃升高到１２５℃，即薄板变温 Ｔ从０℃到１００℃。通
过式（１４）即可计算薄板在不同的变温下引起的内力
Ｎ，内力值此时为负值表示温度升高薄板内产生压应
力。取方程组（２９）的前四项，将内力Ｎ的值代入方程，
并取这四阶系数矩阵等于零，即可得到四边固支 ＰＣＢ
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薄板在不同温度下自由振动的基本频率 ω，如图 ３
所示。

从图中可以看出，随着温度的上升，薄板基本频率

近似呈线性下降。薄板内的压应力降低了薄板的抗弯

能力，进而降低了薄板的固有频率。反之当温度降低

时，薄板内拉应力可使得薄板的抗弯能力提高，进而提

高薄板的固有频率。

通过计算薄板边长从１０ｍｍ到１００ｍｍ变化时的
基本频率值，分析 ＰＣＢ薄板的尺寸对热载下薄板固有
频率的影响。假定 ＰＣＢ薄板的温度从室温２５℃升高
到４５℃，即薄板的变温Ｔ为２０℃。图５所示为薄板在
不同边长情况下的基本频率变化曲线。从图中可以看

出，薄板的边长对基频影响很大，边长从１０ｍｍ到２０
ｍｍ之间急剧下降，之后趋于平缓变化。

图４　薄板频率随边长变化曲线
Ｆｉｇ．４Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｃｕｒｖｅｏｆｔｈｉｎｐｌａｔｅｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｓｉｄｅｌｅｎｇｔｈ

５　结　论

本文将ＰＣＢ板简化为四边固支的矩形薄板，推导
了热环境下四边固支矩形薄板的自由振动微分方程，

将热载下四边固支薄板振动问题转换为受面内均布张

力固支薄板振动问题。通过虚位移原理，得出了计算

热载下四边固支ＰＣＢ薄板自由振动固有频率和挠度值
的方法。

利用固有频率计算方法，讨论了热载下温度、薄板

的几何尺寸对 ＰＣＢ矩形薄板自由振动固有频率的影
响。随薄板温度升高基本频率近似呈线性降低，温度

降低频率则近似线性升高。正方形薄板固有频率随薄

板的边长增大而下降，在边长到达某一值时，频率变化

趋于平缓。本文结果可为电子封装结构中矩形ＰＣＢ板
在热载下的振动分析以及固有频率的计算提供参考。
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