


振　动　与　冲　击

第３３卷第１１期 ＪＯＵＲＮＡＬＯＦＶＩＢＲＡＴＩＯＮＡＮＤＳＨＯＣＫ Ｖｏｌ．３３Ｎｏ．１１２０１４　

基金项目：国家自然科学基金资助项目（５１２０８３９０）；国家重点基础研究

发展计划（９７３计划）资助（２０１１ＣＢ０１３８００）；教育部博士点基金资助

项目（２０１１０１４１１２００２６）

收稿日期：２０１３－０５－２１　修改稿收到日期：２０１３－０６－２４

第一作者 丁兰 女，博士生，１９８５年生

通信作者 尹涛 男，博士，副教授，１９７９年生

随机失谐周期压电 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁的波动局部化研究

丁　兰１，尹　涛２，朱宏平１

（１．华中科技大学 土木工程与力学学院，武汉　４３００７４；２．武汉大学 土木建筑工程学院，武汉　４３００７２）

　　摘　要：基于Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁理论，考虑基梁和压电片的转动惯量和剪切效应，采用有限元法和传递矩阵法建立了
振动波在表面周期性粘贴压电片的轴－弯耦合Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁中的传播模型，并利用 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数及局部化因子分析了
几何尺寸和材料特性随机失谐对结构波动局部化的影响。数值分析表明，对于周期压电梁而言，不同基梁材料对结构的

频带特性会有较明显影响；而基梁长度及压电材料参数的随机失谐对频带性质和波动局部化程度的影响则十分有限，通

过调整结构模型参数仅能微调此梁的波动特性。分析结果对压电周期结构的优化设计和振动控制研究提供了理论参考。
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　　智能材料和结构在使用过程中能够感知外界环境
的变化，并能针对这种变化做出适当的反应。因其具

有自感应和主动控制的能力，所以被广泛应用于各种

工程领域。在各种智能材料中，压电材料在今后的智

能结构振动控制研究和工程应用中占有极其重要的地

位，特别是压电周期结构得到了越来越广泛的应用［１］。

周期结构具有通频和禁频等特殊的力学性质，而失谐

周期结构还会表现出振动及波的局部化特性［２］。局部

化导致波动幅值沿失谐周期结构以空间指数形式衰

减，利用此性质即可有效控制结构振动在特定频率范

围内的传播。

由于力电耦合效应的影响，压电周期结构将呈现

一些新的物理性质，对其进行的研究也会变得复杂。

以往的研究多局限在纯弹性周期结构方面，近年来一

些学者开始着手研究周期压电结构中的振动波传播及

局部化问题。Ｂａｚ等［２］对周期压电质量 －弹簧系统的

振动主动控制进行了研究；Ｌｉ等［３］研究了层状周期压

电复合材料结构中的波动局部化问题，并利用 Ｌｙａ
ｐｕｎｏｖ指数方法给出了结构中局部化因子的表达式。
Ｗａｎｇ等［４］研究了 Ｒａｙｌｅｉｇｈ表面波在随机失谐压电声



子晶体中的传播，得出了一些有意义的结论。上述研

究对象都是针对周期性地嵌有压电材料的结构，而就

目前的研究现状来看，对其它类型的周期压电智能结

构的相关研究，仅有为数不多的报道，如 Ｔｈｏｒｐ等［１，５］

分别针对周期压电贴片杆结构中的振动波传播与局部

化以及板结构的振动主动控制等问题进行了研究。显

然，对此种表面粘贴压电片的周期结构的波传播及其

局部化问题的研究尚不够深入，有待更进一步地开展。

自从Ｌｉｎ等［６］首次利用传递矩阵方法研究了波在加固

板结构中的传播特性，大部分学者直接求解结构的运

动方程得到传递矩阵，对于大型复杂结构运动方程的

求解相对困难，而 Ｓｏｌａｒｏｌｉ等［７－８］则采用有限单元方法

得到周期加固壳和叠合梁结构的传递矩阵，为本文分

析周期性地粘贴压电片的 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁结构提供了
参考。

本文基于 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁理论，考虑基梁和压电片
的转动惯量和剪切效应，研究了轴 －弯耦合随机失谐
压电Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁中的波动局部化问题。采用有限单
元法和传递矩阵法相结合，提取了结构的动刚度矩阵，

推导了结构相邻胞元间的传递矩阵，并给出了局部化

因子的表达式，进而分析了几何尺寸和材料特性失谐

对周期压电结构波动局部化的影响，对失谐压电周期

结构振动控制研究提供了理论参考。

１　轴－弯耦合压电Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁的传递矩阵

图１所示为一周期性粘贴压电片的弹性梁。设压
电周期结构中含有 ｎ个胞元，每个胞元中含有两个子
结构，分别称为子结构１和子结构２。为使问题简化，
假设压电层和基梁完好联结无滑移，且具有相同的横

向位移ｗ１（ｘ，ｔ）和转角 ψ１（ｘ，ｔ），其中下标１代表子结
构１。

图１　周期压电梁的结构简图
Ｆｉｇ．１Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆｔｈｅ
ｐｅｒｉｏｄｉｃｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃｂｅａｍ

将每层均作为 Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁考虑，弹性 －压电双
层梁（子结构１）的变形见图２。

图２　弹性－压电双层梁的变形示意图
Ｆｉｇ．２Ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｏｆｔｈｅ

ｅｌａｓｔｉｃｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃｔｗｏｌａｙｅｒｂｅａｍ

对于界面层完好联结的情况，

ｕｐ ＝ｕ１ｂ－
Ｈｂ＋Ｈｐ
２ ψ１ （１）

式中，ｕ１ｂ、ｕｐ、Ｈｂ和Ｈｐ分别为基梁和压电层的轴向位移
和厚度；下标ｂ和ｐ分别表示基梁层和压电层。

压电材料在轴向荷载作用下的本构方程为［９］

σ{ }Ｕ ＝
ＣＤ１１ －ｈ３１
－ｈ３１ βＳ[ ]

３３

ε{ }Ｄ （２）

式中，σ和ε分别为ｘ方向的应力和应变；Ｄ和 Ｕ分别
为电位移和电场强度；ＣＤ１１、β

Ｓ
３３和ｈ３１分别为弹性刚度、介

电常数和压电常数。

在闭路状态下，运用方程（２）中的本构关系，子结
构１的势能Ｖ１和动能Ｔ１可表示为

Ｖ１ ＝
１
２∫

ｌ１ [０
ＥｂＡｂ

ｕ１ｂ
( )ｘ

２

＋ＥｂＩｂ
ψ１
( )ｘ

２

＋

κｂＧｂＡｂ ψ１－
ｗ１
( )ｘ ]２ ｄｘ＋

１
２∫

ｌ１ [０
ＣＤ１１Ａｐ

ｕｐ
( )ｘ

２

＋ＣＤ１１Ｉｐ
ψ１
( )ｘ

２

＋

κｐＧｐＡｐ ψ１－
ｗ１
( )ｘ ]２ ｄｘ＋

１
２∫

ｌ１

０
－２Ａｐｈ３１Ｄ

ｕｐ
ｘ
＋Ａｐβ

Ｓ
３３Ｄ[ ]２ ｄｘ （３）

Ｔ１ ＝
１
２∫

ｌ１ [０
ρｂＡｂ

ｕ１ｂ
( )ｔ

２

＋

ρｂＡｂ
ｗ１
( )ｔ

２

＋ρｂＩｂ
ψ１
( )ｔ ]２ ｄｘ＋

１
２∫

ｌ１

０
ρｐＡｐ

ｕｐ
( )ｔ

２

＋ρｐＡｐ
ｗ１
( )ｔ

２

＋ρｐＩｐ
ψ１
( )ｔ[ ]

２

ｄｘ （４）

其中，Ｅ、Ｇ、Ａ、Ｉ、κ和 ρ分别为压电层和基梁的杨氏模
量、剪切模量、横截面面积、惯性矩、横截面抗剪形状系

数和密度。

子结构２的势能Ｖ２和动能Ｔ２可分别表达为

Ｖ２ ＝
１
２∫

ｌ２ [０
ＥｂＡｂ

ｕ２ｂ
( )ｘ

２

＋ＥｂＩｂ
ψ２
( )ｘ

２

＋
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κｂＧｂＡｂ ψ２－
ｗ２
( )ｘ ]２ ｄｘ （５）

Ｔ２ ＝
１
２∫

ｌ２ [０
ρｂＡｂ

ｕ２ｂ
( )ｔ

２

＋

ρｂＡｂ
ｗ２
( )ｔ

２

＋ρｂＩｂ
ψ２
( )ｔ ]２ ｄｘ （６）

其中，ｕ２ｂ、ψ２和ｗ２分别为子结构２的轴向位移、转角和
横向位移。

将各子结构的运动表示为位移自由度和形函数的

级数：

｛ｕｉｂ（ｘ，ｔ）　ｗｉ（ｘ，ｔ）　ψｉ（ｘ，ｔ）｝
Ｔ ＝

［Ｎｉｕ（ｘ）　Ｎｉｗ（ｘ）　Ｎｉψ（ｘ）］
Ｔ｛δｉ（ｔ）｝

（ｉ＝１，２） （７）
式中，ｉ代表子结构编号。形函数 Ｎｉｕ（ｘ）、Ｎｉｗ（ｘ）、
Ｎｉψ（ｘ）分别表示为

［１０］

Ｎｉｕ（ｘ）＝ １－ｘｌｉ
　０　０　 ｘ

ｌｉ
[ ]　０　０ （８）

Ｎｉｗ（ｘ）＝［０　φ１（ｘ）　φ２（ｘ）　０　φ３（ｘ）　φ４（ｘ）］

（９）
Ｎｉψ（ｘ）＝［０φ′１（ｘ）φ′２（ｘ）０φ′３（ｘ）φ′４（ｘ）］＋
ＥｂＩｂ
κｂＧｂＡｂ

［０φ１（ｘ）φ２（ｘ）０φ３（ｘ）φ４（ｘ）］

（１０）
式中

φ１（ｘ）＝ ２ ｘ
ｌ( )
ｉ

３
－３ ｘ

ｌ( )
ｉ

２
－ζｘｌｉ

＋（１＋ζ[ ]） （１＋ζ）

φ２（ｘ）＝
ｘ３

ｌ２ｉ
－ ２＋ζ( )２

ｘ２
ｌｉ
＋ １＋ζ( )２[ ]ｘ （１＋ζ）

φ３（ｘ）＝ －２ ｘ
ｌ( )
ｉ

３
＋３ ｘ

ｌ( )
ｉ

２
＋ζｘｌ[ ]

ｉ
（１＋ζ）

φ４（ｘ）＝
ｘ３

ｌ２ｉ
－ １－ζ( )２

ｘ２
ｌｉ
－ζ２[ ]ｘ （１＋ζ）

ζ＝１２ＥｂＩｂ／（κｂＧｂＡｂｌ
２
ｉ） （１１）

节点自由度向量为

｛δｉ（ｔ）｝＝［ｕｉＬ　ｗｉＬ　ψｉＬ　ｕｉＲ　ｗｉＲ　ψｉＲ］
Ｔ （１２）

其中，下标 Ｌ和 Ｒ分别代表子结构１和子结构２的左
右节点。

将式（７）代入式（３）和（４），并利用式（１）消除 ｕｐ，
可得子结构１的势能和动能

Ｖ１ ＝
１
２｛δ１（ｔ）｝

Ｔ［Ｋ１］｛δ１（ｔ）｝ （１３）

Ｔ１ ＝
１
２｛δ

·

１（ｔ）｝
Ｔ［Ｍ１］｛δ

·

１（ｔ）｝ （１４）

同理，将式（７）代入式（５）和（６）可得子结构２的势能
和动能

Ｖ２ ＝
１
２｛δ２（ｔ）｝

Ｔ［Ｋ２］｛δ２（ｔ）｝ （１５）

Ｔ２ ＝
１
２｛δ

·

２（ｔ）｝
Ｔ［Ｍ２］｛δ

·

２（ｔ）｝ （１６）

式中，［Ｋ１］、［Ｋ２］、［Ｍ１］和［Ｍ２］分别为子结构１和子
结构２的刚度矩阵和质量矩阵：

［Ｋ１］＝∫
ｌ１

０
ＥｂＡｂ

ｄＮ１ｕ
ｄ[ ]ｘ

Ｔ ｄＮ１ｕ
ｄ[ ]ｘ ｄｘ＋

∫
ｌ１

０
（ＥｂＩｂ＋Ｃ

Ｄ
１１Ｉｐ）

ｄＮ１ψ
ｄ[ ]ｘ

Ｔ ｄＮ１ψ
ｄ[ ]ｘ ｄｘ＋

∫
ｌ１

０
（κｂＧｂＡｂ＋κｐＧｐＡｐ）［Ｎ１ψ］－

ｄＮ１ｗ
ｄ[ ]{ }ｘ

Ｔ

·

［Ｎ１ψ］－
ｄＮ１ｗ
ｄ[ ]{ }ｘ

ｄｘ＋

∫
ｌ１

０
ＣＤ１１－

ｈ２３１
βＳ( )
３３

Ａｐ
ｄＮ１ｕ
ｄ[ ]ｘ －

ｈｂ＋ｈｐ
２

ｄＮ１ψ
ｄ[ ]{ }ｘ

Ｔ

·

ｄＮ１ｕ
ｄ[ ]ｘ －

ｈｂ＋ｈｐ
２

ｄＮ１ψ
ｄ[ ]{ }ｘ

ｄｘ （１７）

［Ｍ１］＝∫
ｌ１

０
｛ρｂＡｂ［Ｎ１ｕ］

Ｔ［Ｎ１ｕ］＋

（ρｂＡｂ＋ρｐＡｐ）［Ｎ１ｗ］
Ｔ［Ｎ１ｗ］｝ｄｘ＋

∫
ｌ１

０
（ρｂＩｂ＋ρｐＩｐ）［Ｎ１ψ］

Ｔ［Ｎ１ψ］｝ｄｘ＋

∫
ｌ１

０
ρｐＡｐ ［Ｎ１ｕ］－

ｈｂ＋ｈｐ
２ ［Ｎ１ψ{ }］Ｔ

［Ｎ１ｕ］－
ｈｂ＋ｈｐ
２ ［Ｎ１ψ{ }］ｄｘ （１８）

［Ｋ２］＝∫
ｌ２{０
ＥｂＡｂ

ｄＮ２ｕ
ｄ[ ]ｘ

Ｔ ｄＮ２ｕ
ｄ[ ]ｘ ＋

ＥｂＩｂ
ｄＮ２ψ
ｄ[ ]ｘ

Ｔ ｄＮ２ψ
ｄ[ ] }ｘ

ｄｘ＋∫
ｌ２

０
κｂＧｂＡ{ｂ ［Ｎ２ψ］－

ｄＮ２ｗ
ｄ[ ] }ｘ

Ｔ

［Ｎ２ψ］－
ｄＮ２ｗ
ｄ[ ]{ }ｘ

ｄｘ （１９）

［Ｍ２］＝∫
ｌ２

０
｛ρｂＡｂ［Ｎ２ｕ］

Ｔ［Ｎ２ｕ］＋

ρｂＡｂ［Ｎ２ｗ］
Ｔ［Ｎ２ｗ］＋ρｂＩｂ［Ｎ２ψ］

Ｔ［Ｎ２ψ］｝ｄｘ （２０）
当周期结构以频率ω振动时，利用上式（１７）－（２０）可
得子结构１和子结构２的动刚度矩阵

［Ｋｄ１］＝［Ｋ１］－ω
２［Ｍ１］ （２１）

［Ｋｄ２］＝［Ｋ２］－ω
２［Ｍ２］ （２２）

根据动刚度矩阵，第ｊ个胞元中各个子结构的动态
运动方程可表示为

Ｋ（ｊ）ｄ１ＬＬ Ｋ（ｊ）ｄ１ＬＲ

Ｋ（ｊ）ｄ１ＲＬ Ｋ（ｊ）ｄ１
[ ]

ＲＲ

Ｘ（ｊ）１Ｌ
Ｘ（ｊ）{ }
１Ｒ

＝
Ｆ（ｊ）１Ｌ
Ｆ（ｊ）{ }
１Ｒ

（ｊ＝１，２，…，ｎ） （２３）

Ｋ（ｊ）ｄ２ＬＬ Ｋ（ｊ）ｄ２ＬＲ

Ｋ（ｊ）ｄ２ＲＬ Ｋ（ｊ）ｄ２
[ ]

ＲＲ

Ｘ（ｊ）２Ｌ
Ｘ（ｊ）{ }
２Ｒ

＝
Ｆ（ｊ）２Ｌ
Ｆ（ｊ）{ }
２Ｒ

（ｊ＝１，２，…，ｎ） （２４）

２０１ 振 动 与 冲 击　　　　　　　　　　　　　　　　　　２０１４年第３３卷



式中，Ｋ（ｊ）ｄ１ＭＮ和Ｋ
（ｊ）
ｄ２ＭＮ（Ｍ，Ｎ＝Ｌ，Ｒ）分别为 Ｋｄ１和 Ｋｄ２中

的３×３阶子矩阵；Ｘ（ｊ）和 Ｆ（ｊ）为广义位移和广义力
向量。

经调整，式（２３）和（２４）可表达为
Ｙ（ｊ）ｉＲ ＝Ｔ′ｉＹ

（ｊ）
ｉＬ

（ｉ＝１，２）　（ｊ＝１，２，…，ｎ） （２５）
式中，Ｙ（ｊ）ｉＬ ＝［Ｘ

（ｊ）
ｉＬ　Ｆ

（ｊ）
ｉＬ］

Ｔ、Ｙ（ｊ）ｉＲ ＝［Ｘ
（ｊ）
ｉＲ　Ｆ

（ｊ）
ｉＲ］

Ｔ分别为

两个子结构左、右两端的状态向量；Ｔ′ｉ为两个子结构
的６×６阶传递矩阵：

Ｔ′ｉ＝
－Ｋ（ｊ）ｄｉＬＲ

－１Ｋ（ｊ）ｄｉＬＬ Ｋ（ｊ）ｄｉＬＲ
－１

Ｋ（ｊ）ｄｉＲＬ－Ｋ
（ｊ）
ｄｉＲＲＫ

（ｊ）－１
ｄｉＬＲＫ

（ｊ）
ｄｉＬＬ Ｋ（ｊ）ｄｉＲＲＫ

（ｊ）
ｄｉＬＲ

[ ]－１

（ｉ＝１，２） （２６）
两个子结构界面处满足

Ｘ（ｊ）１Ｒ ＝Ｘ
（ｊ）
２Ｌ　Ｆ

（ｊ）
１Ｒ ＝－Ｆ

（ｊ）
２Ｌ

（ｊ＝１，２，…，ｎ） （２７）
式（２７）可以表示为如下矩阵形式

Ｙ（ｊ）１Ｒ ＝ＪＹ
（ｊ）
２Ｌ　（ｊ＝１，２，…，ｎ） （２８）

其中，

Ｊ＝ Ｉ ０
０[ ]－Ｉ

（２９）

Ｉ为３阶单位矩阵。
利用式（２５）和（２８），得到第 ｊ个胞元左右两端状

态向量间的关系式为

Ｙ（ｊ）２Ｒ ＝Ｔ′Ｙ
（ｊ）
１Ｌ　（ｊ＝１，２，…，ｎ） （３０）

式中Ｔ′＝Ｔ′２Ｊ
－１Ｔ′１为第ｊ个胞元中的传递矩阵。

第（ｊ－１）个胞元右端和第 ｊ个胞元左端界面处
满足

Ｙ（ｊ）１Ｌ ＝Ｊ
－１Ｙ（ｊ－１）２Ｒ 　（ｊ＝２，…，ｎ） （３１）

代入（３０）得第（ｊ－１）个胞元和第 ｊ个胞元状态向量间
的关系式为

Ｙ（ｊ）２Ｒ ＝Ｔ′Ｊ
－１Ｙ（ｊ－１）２Ｒ ＝Ｔ（ｊ）Ｙ（ｊ－１）２Ｒ

（ｊ＝２，…，ｎ） （３２）
由上式可见，Ｔ（ｊ）＝Ｔ′Ｊ－１＝Ｔ′２Ｊ

－１Ｔ′１Ｊ
－１即为两相邻胞

元间的传递矩阵。

２　波动局部化

Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数是对相空间中相邻相轨线的平均指
数发散程度或收敛程度的度量，它定性地和定量地对

动力系统的力学行为进行了有力的描述［１１］。研究周期

结构中弹性波的传播和局部化时，引用 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数
的概念，可以提供一种关于弹性波幅值衰减程度的度

量指标。局部化导致波动幅值沿失谐周期结构渐近地

以空间指数形式衰减，而相应的波动幅值的空间指数

衰减常数称为局部化因子。因此，局部化因子用来表

示弹性波沿周期结构传播时，波动幅值的空间指数衰

减程度［１１］。

根据周期结构的对称性，可以证明，Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数
总是以互为相反数的关系成对出现。若结构传递矩阵

的阶数２ｄ×２ｄ，（ｄ＞１），则可将 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数按从大
到小的顺序排列为

λ１≥λ２≥…≥λｄ≥０≥λｄ＋１（＝－λｄ）≥λｄ＋２·
（＝－λｄ－１）≥…≥λ２ｄ（＝－λ１） （３３）

　　Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数中的最小正值 λｄ代表了幅值衰减
程度最小的波，它在结构中传播的距离最远，沿结构传

输的能量也最远，刻画了系统中弹性波和振动的主要

衰减特性。因此，最小正的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数定义为局部
化因子［３－４］。

Ｗｏｌｆ［１２］给出了计算连续型动力系统中 Ｌｙａｐｕｎｏｖ
指数的方法，借鉴此方法，可以给出离散型系统中 Ｌｙａ
ｐｕｎｏｖ指数的计算方法。对于传递矩阵阶数为２ｄ×２ｄ
的结构，为了计算第 ｍ（１≤ｍ≤２ｄ）个 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数，
需选择ｍ个正交的２ｄ阶初始单位状态向量ｕ（０）１ ，ｕ

（０）
２ ，

…，ｕ（０）ｍ ，利用式（３２）可计算出每次迭代的状态向量。
对于第ｊ次迭代

Ｙ（ｊ）２Ｒ，ｋ ＝Ｔ
（ｊ）ｕ（ｊ－１）ｋ

（ｊ＝１，２，…，ｎ；ｋ＝１，２，…，ｍ） （３４）
式中，向量ｕ（ｊ－１）ｋ 为单位正交向量，但向量 Ｙ（ｊ）２Ｒ，ｋ（ｋ＝１，
２，…，ｍ），并不正交，采用 Ｇｒａｍ－Ｓｃｈｍｉｄｔ标准正交化
过程，将其标准正交化：

Ｙ^（ｊ）２Ｒ，１ ＝Ｙ
（ｊ）
２Ｒ，１，　ｕ

（ｊ）
１ ＝

Ｙ^（ｊ）２Ｒ，１
Ｙ^（ｊ）２Ｒ，１

Ｙ^（ｊ）２Ｒ，２ ＝Ｙ
（ｊ）
２Ｒ，２－（Ｙ

（ｊ）
２Ｒ，２，ｕ

（ｊ）
１ ）ｕ

（ｊ）
１

ｕ（ｊ）２ ＝
Ｙ^（ｊ）２Ｒ，２
Ｙ^（ｊ）２Ｒ，２

…

Ｙ^（ｊ）２Ｒ，ｍ ＝Ｙ
（ｊ）
２Ｒ，ｍ －（Ｙ

（ｊ）
２Ｒ，ｍ，ｕ

（ｊ）
ｍ－１）ｕ

（ｊ）
ｍ－１－… －（Ｙ

（ｊ）
２Ｒ，ｍ，ｕ

（ｊ）
１ ）ｕ

（ｊ）
１

ｕ（ｊ）ｍ ＝
Ｙ^（ｊ）２Ｒ，ｍ
Ｙ^（ｊ）２Ｒ，ｍ

（３５）

根据Ｗｏｌｆ算法，第 ｍ（１≤ｍ≤２ｄ）个 Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数的
表达式为：

λｍ ＝ｌｉｍｎ→∞
１
ｎ∑

ｎ

ｊ＝１
ｌｎＹ^（ｊ）２Ｒ，ｍ （３６）

式中ｎ为周期结构的胞元数。
利用式（３６），可以计算出 ｄ对互为相反的 Ｌｙａ

ｐｕｎｏｖ指数，第ｄ个Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数λｄ即为局部化因子。
对于本文中的谐和周期结构，相邻胞元间的传递矩阵

Ｔ（ｊ）保持不变，且其维数为 ６×６，因此局部化因子为
λ３。利用局部化因子即可分析失谐周期结构的波动局
部化现象。

３０１第１１期　　　　　　　　　丁兰等：随机失谐周期压电Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁的波动局部化研究



３　算例及分析讨论

根据上述理论模型，本文考虑不同结构尺寸和材

料参数失谐对结构局部化的影响。其中，基梁弹性材

料采用铝和钢两种，压电材料采用 ＰＫＩ５０２［９，１３］，子结
构的长度ｌ２＝５ｌ１＝０．５ｍ，所用到的材料参数如表１所

示。计算过程中取无量纲频率 Ω＝ω／ ＥｂＩｂ／ρｂＡｂｌ槡
４
１作

为自变量。

表１　基梁和压电层的材料常数表
Ｔａｂ．１Ｍａｔｅｒｉａｌｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｆｔｈｅ
ｂａｓｅｂｅａｍａｎｄｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃｌａｙｅｒ

弹性材料（铝）　弹性材料（钢）压电材料

宽度ｂ／ｍ ０．０１２７ ０．０１２７ ０．０１２７
厚度Ｈ／ｍ ０．００２２８６ ０．００２２８６ ０．０００７６２

密度ρ／
（ｋｇ·ｍ－３）

２７００ ７８００ ７６００

杨氏模量Ｅ×１０１０／
（Ｎ·ｍ－２）

７．１ ２１ ６．４９

泊松比υ ０．３ ０．３ ０．３１

剪切模量Ｇ×１０１０／
（Ｎ·ｍ－２）

２．７３０８ ８．０７６９ ２．４７７

横截面抗剪

形状系数κ
５／６ ５／６ ５／６

压电常数ｈ３１×１０
８／

（Ｖ·ｍ－１）
－ － －８．０１２３

弹性刚度ＣＤ１１
×１０１０／（Ｎ·ｍ－２）

－ － ７．４

介电常数βＳ３３
×１０７／（Ｖ·ｍ·Ｃ－１）

－ － ７．０５４７

３１　长度ｌ２失谐
基梁弹性材料为铝，考虑子结构２的长度ｌ２失谐，

设其服从均值为 ｌ′２＝０．５ｍ，变异系数为 δ的均匀分
布，则ｌ２的取值范围可表示为

［３－４］

ｌ２∈［ｌ′２（１－槡３δ），ｌ′２（１＋槡３δ）］ （３７）
引入一服从标准均匀分布的随机变量 η∈（０，１），则 ｌ２
可表示为

ｌ２ ＝ｌ′２［１＋槡３δ（２η－１）］ （３８）
　　图３给出了长度ｌ２失谐，变异系数δ取不同值时，
局部化因子随无量纲频率的变化曲线。

由图３可观察到，当变异系数δ＝０时，谐调周期结
构存在明显的频率通带和禁带，在无量纲频率区间 Ω
∈（０，７１．５）内，局部化因子 λ３＝０，该区间即为频率通
带；在频率范围 Ω∈（７１．５，１４５．７）内，局部化因子
λ３＞０，该区间即为频率禁带。当变异系数 δ＞０时，对
应δ＝０为频率通带的边界区间，局部化因子也大于

图３　长度失谐下局部化
因子随无量纲频率的变化

Ｆｉｇ．３Ｌｏｃａｌｉｚａｔｉｏｎｆａｃｔｏｒｓｖｅｒｓｕｓｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ
ｆｏｒｄｉｓｏｒｄｅｒｅｄｌｅｎｇｔｈｏｆｔｈｅｐｕｒｅｌｙｅｌａｓｔｉｃｂｅａｍ

零，出现波动局部化现象，表明失谐周期结构在特定频

率范围内能控制波在结构中的传播。随着变异系数的

增加，禁带的宽度和局部化因子的幅值逐渐增加，该区

间的局部化程度相应地增强。因此可以设计不同的变

异系数来微调结构的频带区间和局部化程度。

３２　压电材料弹性刚度ＣＤ１１失谐
基梁弹性材料分别为铝和钢，考虑压电材料的弹

性刚度失谐，即ＣＤ１１＝Ｃ
Ｄ′
１１［ 槡１＋３δ（２η－１）］，此时，弹性

刚度均值仍取ＣＤ′１１＝７．４×１０
１０（Ｎ／ｍ２），分析变异系数

不同时压电材料的弹性刚度失谐对周期结构波动局部

化的影响，计算结果见图４。
由图４可知，不同的基梁弹性材料对周期压电结

构频带特性影响显著，尽管曲线形状类似，但在第一个

禁带区间，钢梁的禁带带宽和局部化因子幅值都小于

铝梁，表明在此频率范围内，波动在铝梁中的衰减程度

更大。因此，可以根据实际需要选择不同的基梁弹性

材料，以达到对结构进行有效的振动控制。比较图 ４
中的四个子图可以发现，周期压电结构的局部化行为

对压电材料弹性刚度失谐不够敏感，在特定频率范围

内，弹性波不仅可以在谐调周期结构中传播，也可在失

谐周期结构中传播。这种现象可能是由于压电材料为

压电陶瓷材料，其弹性模量和密度等参数都较大，在此

周期结构中占弹性刚度较大的组分，因此其变化对结

构的局部化影响很小，可以通过调整基梁及压电材料

的弹性刚度比以使得振动控制效应显著。

３．３　压电参数对波动局部化的影响
基梁弹性材料为铝，当长度ｌ２失谐且其变异系数δ

＝０．１０，压电材料的压电参数变化，即压电常数ｈ３１及介
电常数βＳ３３分别选取不同值时，局部化因子随频率的变
化曲线如图５所示。
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图４　压电材料弹性刚度失谐下局部化因子随无量纲频率的变化
Ｆｉｇ．４Ｌｏｃａｌｉｚａｔｉｏｎｆａｃｔｏｒｓ）ｖｅｒｓｕｓｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓ
ｆｏｒｄｉｓｏｒｄｅｒｅｄｅｌａｓｔｉｃｓｔｉｆｆｎｅｓｓｏｆｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃｍａｔｅｒｉａｌ

图５　压电参数变化下局部化
因子随无量纲频率的变化

Ｆｉｇ．５Ｅｆｆｅｃｔｓｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｐｉｅｚｏｅｌｅｃｔｒｉｃｐａｒａｍｅｔｅｒｓ　
ｏｎｌｏｃａｌｉｚａｔｉｏｎｆａｃｔｏｒｓｆｏｒｄｉｓｏｒｄｅｒｅｄｌｅｎｇｔｈ
ｏｆｔｈｅｐｕｒｅｌｙｅｌａｓｔｉｃｂｅａｍｗｉｔｈδ＝０．１０

　　由图５可见，对于同一失谐度，压电参数对周期结
构频带特性及局部化程度影响甚微，不同压电常数和

介电常数的结构在低频区内，局部化因子曲线保持不

变；在整个频率范围内，频率通带和禁带带宽几乎相

同。但随着压电常数增加，局部化因子的峰值在第一

个禁带降低，而在第二个禁带则增加；介电常数的变化

规律与其则刚刚相反。

４　结　论

本文对随机失谐周期压电Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁的波传播
及其局部化行为进行了研究。通过数值算例分析得到

以下结论：对于本文周期压电梁而言，基梁长度随机失

谐仅能轻微地改变结构的波动局部化特性；失谐度越

大，波动局部化程度越强。不同基梁材料对结构的频

带特性会有较明显影响；而压电材料参数变化，尤其是

压电材料弹性刚度随机失谐对频带性质和局部化程度

的影响则非常有限。因此，随机失谐并不能显著地改

变本文周期压电梁的波动特性。
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