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ＳＨ波在界面孔上散射的远场解
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　　摘　要：采用Ｇｒｅｅｎ函数和复变函数方法研究了界面上任意形柱状孔洞对ＳＨ波散射的远场解。取含有任意形凹
陷的弹性半空间，在其水平表面上任意一点承受时间谐和的反平面线源荷载作用时的位移解作为 Ｇｒｅｅｎ函数，按“契合”
的方式构造出两种不同介质交界面上任意形孔洞对ＳＨ波的散射模型，利用Ｇｒｅｅｎ函数建立求解问题的第一类 Ｆｒｅｄｈｏｌｍ
积分方程组，求解散射波的远场位移模式和散射截面。通过算例，分析了不同材料组合情况下界面椭圆孔和方孔对 ＳＨ
波散射的远场特性。
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Ｇｒｅｅｎｓｆｕｎｃｔｉｏｎ

　　界面缺陷对弹性波散射的研究与许多工程实际问
题密切相关，因此多年来一直倍受国内外学者关

注［１－７］。对于界面非裂纹型缺陷，刘殿魁等［３］首先用

Ｇｒｅｅｎ法求解了两种介质交界面上圆孔对 ＳＨ波的散
射，此后刘殿魁等［４－６］进一步研究了界面多圆孔、界面

夹杂和界面衬砌对 ＳＨ波的散射问题。何钟怡等［７］则

应用波函数展开法求解了界面孔对ＳＨ波的绕射问题。
但以上的研究均着眼于界面孔附近动应力集中现象，

对界面孔远场特性的关注很少，而已有关于远场特性

的研究成果都是针对界面圆形缺陷的［８－１０］。弹性波在

界面孔附近产生的散射波场既能够引起局部的应力集

中现象，同时也携带有孔洞的形状、尺寸和位置等特征

信息。由于弹性波散射场的远场信息中也可以提取出

缺陷自身的一些特征信息，对于材料和工程结构的无

损检测有重要的意义，是反问题研究中的基本课题之

一。本文将研究 ＳＨ波在两种介质交界面处的非圆形
孔洞上散射的远场解，考察不同形状的界面孔对波散

射的远场特性的影响。

１　计算模型

在弹性介质Ⅰ和Ⅱ的界面处，存在有边界为 Ｓ的
任意形状的孔洞，直线Ｌ为两种介质的交界，介质Ⅰ的
剪切模量为 μ１，密度为 ρ１，介质Ⅱ的剪切模量为 μ２，密
度为ρ２，界面上任意形孔洞的ＳＨ波散射模型如图１所



示，图中ｒ和θ为复平面ｚ（ｘｏｙ坐标系）上的极坐标。

图１　ＳＨ波入射界面孔模型
Ｆｉｇ．１ＳＨｗａｖｅｉｎｃｉｄｅｎｔｏｎａｎｉｎｔｅｒｆａｃｅｃａｖｉｔｙ

研究界面上孔洞对 ＳＨ波的散射，可按“契合”问
题进行处理，首先考虑由具有两种不同材料常数（μ１，
ρ１）和（μ２，ρ２）的弹性半空间Ⅰ、Ⅱ“契合”而成的无孔
洞全空间中 ＳＨ波的入射问题，稳态谐和的平面 ＳＨ波
入射于契合的全空间，入射波ｗ（ｉ）在复平面ｚ上可写成

ｗ（ｉ） ＝ｗ０ｅ
ｉｋ１
２［ｚｅ－ｉα０＋ｚｅｉα０］ （１）

式中：ｗ０为入射波幅值，α０为入射角，ｋ１为介质Ⅰ的入
射波数，ｋ１＝ω／ｃ１，ω为圆频率，ｃ１为介质 Ⅰ的剪切波

速；ｉ 槡＝ －１。
由于界面的存在，在介质Ⅰ、Ⅱ中分别存在反射波

ｗ（ｒ）和折射波ｗ（ｆ）在复平面ｚ上可写成

ｗ（ｒ） ＝ｗ２ｅ
ｉｋ１
２［ｚｅ－ｉα０＋ｚｅｉα０］ （２）

ｗ（ｔ） ＝ｗ４ｅ
ｉｋ２
２［ｚｅ－ｉα４＋ｚｅｉα４］ （３）

式中：ｋ２＝ω／ｃ２，ｃ２＝ μ２／ρ槡 ２为介质Ⅱ的剪切波速，
ｃｏｓα４＝ｃ２／ｃ１·ｃｏｓα０

ｗ２ ＝
ｗ０［ｓｉｎα０－（μ２／μ１）（ｃ１／ｃ２）ｓｉｎα４］
ｓｉｎα０＋（μ２／μ１）（ｃ１／ｃ２）ｓｉｎα４

ｗ４ ＝
２ｗ０ｓｉｎα０

ｓｉｎα０＋（μ２／μ１）（ｃ１／ｃ２）ｓｉｎα４
把入射波 ｗ（ｉ）、反射波 ｗ（ｒ）和折射波 ｗ（ｆ）分别作为

入射波入射到含有任意形孔洞的全空间介质Ⅰ和介质
Ⅱ中，因此，产生的散射波场在映射平面 η上［１１］，可分

别表示为

ｗ（ｉｓ） ＝∑
∞

－∞
Ａ（ｉｓ）ｍ Ｈ

（１）
ｍ （ｋ１ ω（η））· ω（η）

ω（η[ ]）
ｍ

（４）

ｗ（ｒｓ） ＝∑
∞

－∞
Ａ（ｒｓ）ｍ Ｈ

（１）
ｍ （ｋ１ ω（η））· ω（η）

ω（η[ ]）
ｍ

（５）

ｗ（ｆｓ） ＝∑
∞

－∞
Ａ（ｆｓ）ｍ Ｈ

（１）
ｍ （ｋ２ ω（η））· ω（η）

ω（η[ ]）
ｍ

（６）

式中：Ａ（ｉｓ）ｍ ，Ａ
（ｒｓ）
ｍ ，Ａ

（ｆｓ）
ｍ 为三组待定未知系数。

式（４）、（５）和（６）中未知系数分别应用孔边应力
自由的边界条件确定。映射函数ｚ＝ω（η）将在复平面
ｚ中任意形孔洞的外域映射到复平面 η上单位圆的外
域。将映射函数 ｚ＝ω（η）代入式（１），经整理入射波作
用的含孔洞的全空间介质Ⅰ边界条件可表示为

∑
∞

－∞
Ａ（ｉｓ）ｍ εｍ －ε＝０ （７）

式中：

ε＝ｉｗ０ｅ
ｉｋ
２［ω（η）ｅ－ｉα０＋ω（η）ｅｉα０］×

ηω′（η）
ω′（η）

ｅ－ｉα０＋ ηω′（η）
ηω′（η）

ｅ－ｉα[ ]０
εｍ ＝Ｈ

（１）
ｍ－１（ｋω（η）） ω（η）

ω（η[ ]）
ｍ－１ ηω′（η）

ω′（η）
－

Ｈ（１）ｍ＋１（ｋω（η）） ω（η）
ω（η[ ]）

ｍ＋１ ηω′（η）
ω′（η）

　　可按最小二乘法求解散射波系数Ａ（ｉｓ）ｍ

∫
π

０
εｎ（∑

∞

ｍ＝０
εｍＡｍ －ε）ｄθ＝０

ｎ＝０，１，２，…，ｍ （８）
　　使边界上产生误差的绝对值最小，通过精度控制
截取有限项，将式（８）化为求解未知系数 Ａ（ｉｓ）ｍ 的代数

方程组。

反射波和折射波分别作用的含孔全空间介质Ⅰ和
介质Ⅱ的散射波系数 Ａ（ｒｓ）ｍ 和 Ａ（ｆｓ）ｍ 的求解方法与 Ａ（ｉｓ）ｍ
相同。

２　Ｇｒｅｅｎ函数

为了求解界面孔洞在ＳＨ波作用下的散射场，需构
造一个含任意形凹陷的弹性半空间在水平表面上任意

一点承受时间谐和的反平面线源荷载作用时的位移

解，该位移函数即为适合于求解本文问题 Ｇｒｅｅｎ函数。
Ｇｒｅｅｎ函数的详细的推导过程见文献［１２］，其表达式为

Ｇ＝１２μ
Ｈ（１）０ （ｋ１ ω（η）－ω（η０））＋

∑
∞

ｍ＝０
ＡｍＨ

（１）
ｍ （ｋω（η）） ω（η）

ω（η[ ]）
ｍ
＋ ω（η）

ω（η[ ]）{ }－ｍ
（９）

式中：ｋ＝ω／ｃｓ，ｃｓ＝ μ／槡 ρ为介质的剪切波速，ω为位移
函数的圆频率，ρ，μ分别为介质的密度和剪切模量；
ω（η）为映射函数，η０为线源荷载作用点ｚ０在映射平面
上的像，η为观察点 ｚ在映射平面上的像；Ｈ（１）０ （·）为
第一类Ｈａｎｋｅｌ函数，Ａｍ为半空间中任意形凹陷的散射
波系数。

３　定解积分方程

根据已经得到入射波、反射波和折射波以及它们

对在含孔洞的全空间介质中产生的散射波，利用前面

得到的Ｇｒｅｅｎ函数，按“契合”的方式构造出ＳＨ波对界
面非圆孔的散射问题的解答。首先把入射波 ｗ（ｉ）和反
射波ｗ（ｒ）作用的含孔洞的全空间介质Ⅰ沿 ｘ轴剖分为
下半空间，在剖面 θ＝０，π上的总位移 ｗ（ｔ１）和总应力
τ（ｔ１）θｚ 为

ｗ（ｔ１） ＝ｗ（ｉ）＋ｗ（ｉｓ）＋ｗ（ｒ）＋ｗ（ｒｓ） （１０）
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τ（ｔ１）θｚ ＝τ（ｉ）θｚ ＋τ
（ｉｓ）
θｚ ＋τ

（ｒ）
θｚ ＋τ

（ｒｓ）
θｚ （１１）

　　再将折射波ｗ（ｆ）作用的含非圆孔的全空间介质Ⅱ
沿ｘ轴剖分为上半空间，在剖面 θ＝０，π上的总位移
ｗ（ｔ２）和总应力τ（ｔ２）θｚ 为

ｗ（ｔ２） ＝ｗ（ｆ）＋ｗ（ｆｓ） （１２）
τ（ｔ２）θｚ ＝τ（ｆ）θｚ ＋τ

（ｆｓ）
θｚ （１３）

然后，将介质Ⅰ构成的下半空间和介质Ⅱ构成的
上半空间“契合”在一起，构成界面孔模型，如图１所
示。为了满足剖面上的连续条件，需分别在介质Ⅰ、Ⅱ
的剖分面上施加待定的外力系ｆ１（ｒ０，θ０），ｆ２（ｒ０，θ０），在
剖面上应满足应力连续条件

τ（ｔ１）θｚ ＋ｆ１（ｒ０，θ０）＝τ
（ｔ２）
θｚ ＋ｆ２（ｒ０，θ０） （１４）

　　满足剖面上的位移连续条件，得到求解外力系
ｆ１（ｒ０，θ０）的定解积分方程组

∫
∞

Ｒ０
｛ｆ１（ｒ０，π）［Ｇ１（ｒ，π，ｒ０，π）＋Ｇ２（ｒ，π，ｒ０，π）］＋

ｆ１（ｒ０，０）［Ｇ１（ｒ，π，ｒ０，０）＋Ｇ２（ｒ，π，ｒ０，０）］＝

［ｗ（ｆｓ）－ｗ（ｉｓ）－ｗ（ｒｓ）］θ＝π＋∫
∞

Ｒ０
［τ（ｉｓ）θｚ ＋τ

（ｒｓ）
θｚ －τ

（ｆｓ）
θｚ ］θ＝π

Ｇ２（ｒ，π，ｒ０，π）ｄｒ０－

∫
∞

Ｒ０
［τ（ｉｓ）θｚ ＋τ

（ｒｓ）
θｚ －τ

（ｆｓ）
θｚ ］θ＝０Ｇ２（ｒ，π，ｒ０，０）ｄｒ０

∫
∞

Ｒ０
｛ｆ１（ｒ０，π）［Ｇ１（ｒ，π，ｒ０，π）＋Ｇ２（ｒ，０，ｒ０，π）］＋

ｆ１（ｒ０，０）［Ｇ１（ｒ，０，ｒ０，０）＋Ｇ２（ｒ，０，ｒ０，０）］ｄｒ０ ＝

［ｗ（ｆｓ）－ｗ（ｉｓ）－ｗ（ｒｓ）］θ＝０＋∫
∞

Ｒ０
［τ（ｉｓ）θｚ ＋τ

（ｒｓ）
θｚ －τ

（ｆｓ）
θｚ ］θ＝π

Ｇ２（ｒ，０，ｒ０，π）ｄｒ０－

∫
∞

Ｒ０
［τ（ｉｓ）θｚ ＋τ

（ｒｓ）
θｚ －τ

（ｆｓ）
θｚ ］θ＝０Ｇ２（ｒ，π，ｒ０，０）ｄｒ０ （１５）

式中，Ｇ１，Ｇ２分别为介质Ⅰ、Ⅱ中的 Ｇｒｅｅｎ函数，由式
（９）所定义。

定解积分方程属于半无限域上含弱奇异性的第一

类Ｆｒｅｄｈｏｌｍ积分方程，其奇异性表现为 Ｇｒｅｅｎ函数的
像点与源点重合时，被积核函数呈对数奇异性。可采

用求解弱奇异积分方程组的直接离散法，利用散射波

的衰减特性，将积分方程组转化为代数方程组，求解出

在一系列离散点上附加外力系的值，使问题获得解答。

４　远场位移模式

散射波场的各个分量包括几何波场对孔产生的散

射波ｗ（ｉｓ）、ｗ（ｒｓ）和ｗ（ｆｓ）以及界面附加外力系产生的散射
波ｗ（ｆ１）和ｗ（ｆ２），介质Ⅰ中，总的散射位移场为
ｗⅠｓ（ｒ，θ）＝ｗ（ｉｓ）（ｒ，θ）＋ｗ（ｒｓ）（ｒ，θ）＋ｗ（ｆ１）（ｒ，θ）＝

∑
∞

－∞
Ａ（ｉｓ）ｍ Ｈ

（１）
ｍ （ｋ１ ω（η）） ω（η）

ω（η[ ]）
ｍ
＋

∑
∞

－∞
Ａ（ｒｓ）ｍ Ｈ

（１）
ｍ （ｋ１ ω（η）） ω（η）

ω（η[ ]）
ｍ
＋

∫
∞

０
ｆ１（ｒ０，π）Ｇ１（ｒ，θ，ｒ０，π）ｄｒ０＋

∫
∞

０
ｆ１（ｒ０，０）Ｇ１（ｒ，θ，ｒ０，０）ｄｒ０ （１６）

介质Ⅱ中，总的散射位移场为
ｗⅡｓ（ｒ，θ）＝ｗ（ｆｓ）（ｒ，θ）＋ｗ（ｆ２）（ｒ，θ）＝

∑
∞

－∞
Ａ（ｆｓ）ｍ Ｈ

（１）
ｍ （ｋ２ ω（η）） ω（η）

ω（η[ ]）
ｍ
＋

∫
∞

０
ｆ２（ｒ０，π）Ｇ２（ｒ，θ，ｒ０，π）ｄｒ０＋

∫
∞

０
ｆ２（ｒ０，０）Ｇ２（ｒ，θ，ｒ０，０）ｄｒ０ （１７）

　　将式（９）表述的Ｇｒｅｅｎ函数首项中的Ｈａｎｋｅｌ函数，
利用Ｂｅｓｓｅｌ函数的Ｇｒａｆ加法公式展开为

Ｈ（１）０ （ｋω（η）－ω（η０））＝

∑
∞

ｍ＝０

１
４εｍ

ω（η０）
ω（η０

[ ]
）

ｍ

＋ ω（η０）
ω（η０

[ ]
）{ }－ｍ

×

ω（η）
ω（η[ ]）

ｍ
＋ ω（η）

ω（η[ ]）{ }－ｍ

Ｊｍ（ｋｊω（η０））Ｈ
（１）
ｍ （ｋｊω（η）），　 η ＞ η０

Ｊｍ（ｋｊω（η））Ｈ
（１）
ｍ （ｋｊω（η０）），　 η ＜ η{

０

　　因本文研究散射的远场问题，此时总是像点极径
大于源点极径，所以上式中的 Ｇｒｅｅｎ函数取 η ＞
η０ 的情况，并与介质Ⅰ、Ⅱ相适应。散射波一般表示
成以Ｈａｎｋｅｌ函数为项的级数形式，从式（１４）和（１５）中
提取它们的通项 Ｈ（１）ｍ （ｋｊ ω（η）），ｊ＝１，２。Ｈａｎｋｅｌ函
数在宗量充分大时的渐近表达式为

Ｈ（１）ｎ （ｘ）＝
２
π槡ｘ
ｅｉｘ－

ｎπ
２－
π( )４ ＋Ｏ（ｘ－

３
２）　（ｘ→∞）

　　当 ｚ→∞时，则 ω（η） ＝ ｒｅｉθ→∞，ｒ→∞，则远
场位移模式写为：

ｗⅠｓ（ｒ，θ）＝ ８π
ｋ１槡ｒｅ

ｉ（ｋ，ｒ－π／４）Ｆ（Ⅰ）（θ），　π≤θ＜２π

ｗⅡｓ（ｒ，θ）＝ ８π
ｋ２槡ｒｅ

ｉ（ｋ，ｒ－π／４）Ｆ（Ⅱ）（θ），　０≤θ＜π

　　上述公式右边的 Ｆ（Ⅰ）和 Ｆ（Ⅱ）即分别为介质Ⅰ、Ⅱ
的散射波远场位移模式

Ｆ（Ⅰ）（θ）＝Ｆ（ｉｓ）（θ）＋Ｆ（ｒｓ）（θ）＋Ｆ（ｆ１）（θ）＝
１
２π∑

∞

－∞
（－ｉ）ｍｅｉｍθ（Ａ（ｉｓ）ｍ ＋Ａ（ｒｓ）ｍ ）＋

１
２π
×ｉ２μ∑

∞

ｍ＝０
（－ｉ）ｍεｍｃｏｓｍθ·［（－１）

ｍ

∫
ｓ

ａ
ｆ１（ｒ０，π）Ｊｍ（ｋｒ０）ｄｒ０＋∫

ｓ

ａ
ｆ１（ｒ０，０）Ｊｍ（ｋｒ０）ｄｒ０］＋

１
２π∑

∞

ｍ＝０
２（－ｉ）ｍｃｏｓｍθ·［∫

ｓ

ａ
ｆ１（ｒ０，π）Ａ

（Ｇ１）
ｍ （ｒ０，π）ｄｒ０＋

∫
ｓ

ａ
ｆ１（ｒ０，０）Ａ

（Ｇ１）
ｍ （ｒ０，０）ｄｒ０］ （１８）
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Ｆ（Ⅱ）（θ）＝Ｆ（ｆｓ）（θ）＋Ｆ（ｆ２）（θ）＝
１
２π∑

∞

－∞
（－ｉ）ｍｅｉｍθＡ（ｆｓ）ｍ ＋１２π

×ｉ２μ∑
∞

ｍ＝０
（－ｉ）ｍεｍｃｏｓｍθ·

［（－１）ｍ∫
ｓ

ａ
ｆ２（ｒ０，π）Ｊｍ（ｋｒ０）ｄｒ０＋

∫
ｓ

ａ
ｆ２（ｒ０，０）Ｊｍ（ｋｒ０）ｄｒ０］＋

１
２π
×

∑
∞

ｍ＝０
２（－ｉ）ｍｃｏｓｍθ·［∫

ｓ

ａ
ｆ２（ｒ０，π）Ａ

（Ｇ２）
ｍ （ｒ０，π）ｄｒ０＋

∫
ｓ

ａ
ｆ２（ｒ０，０）Ａ

（Ｇ２）
ｍ （ｒ０，０）ｄｒ０］ （１９）

５　界面孔对ＳＨ波散射的散射截面

对于承受稳态波ＳＨ波作用的界面孔，在一个周期
Ｔ＝２π／ω的时间间隔内，能流通量的时间平均值为：

Ａｖｅ（Ｅ·）＝ω２∫
２π

π
Ｉｍ（τⅠｓｒｚ·ｗⅠ

ｓ）ｒｄθ＋

ω
２∫

π

０
Ｉｍ（τⅡｓｒｚ·ｗⅡ

ｓ）ｒｄθ

式中ｗ（（Ⅰｓ））和ｗ（Ⅱｓ）分别为ｗ（Ⅰｓ）和ｗ（Ⅱｓ）的共轭。

且当ｒ→∞时，Ｈ（１）ｎ （ｒ）′Ｈ
（１）
ｍ （ｒ）≈

２
πｒ
ｅｉπ（ｍ－ｎ）／２，则

Ａｖｅ（Ｅ·）＝
ωμ１
π
Ｉｍ ｙ（Ⅰｓ）＋

μ２
μ１
ｙ（Ⅱｓ[ ]） （２０）

式中：

ｙ（Ⅰｓ） ＝∑
∞

ｍ＝０
ｉπε１ｍ· εｍ（Ａ

（ｉｓ）
ｍ ＋Ａ（ｒｓ）ｍ ）＋

ｉ
２με{ ｍ

［（－１）ｍ∫
∞

０
ｆ１（ｒ０，π）Ｊｍ（ｋｒ０）ｄｒ０＋∫

∞

０
ｆ１（ｒ０，０）Ｊｍ（ｋｒ０）ｄｒ０］＋

２［∫
∞

０
ｆ１（ｒ０，π）Ａ

Ｇ１
ｍ（ｋｒ０）ｄｒ０＋∫

∞

０
ｆ１（ｒ０，０）Ａ

Ｇ１
ｍ（ｋｒ０）ｄｒ０］｝×

εｍ（Ａ
ｉｓ
ｍ ＋Ａ

ｒｓ
ｍ）＋

ｉ
２με{ ｍ

［（－１）ｍ∫
∞

０
ｆ１（ｒ０，π）Ｊｍ（ｋｒ０）ｄｒ０＋∫

∞

０
ｆ１（ｒ０，０）Ｊｍ（ｋｒ０）ｄｒ０］＋

２［∫
∞

０
ｆ１（ｒ０，π）Ａ

（Ｇ１）
ｍ （ｋｒ０）ｄｒ０＋∫

∞

０
ｆ１（ｒ０，０）Ａ

（Ｇ１）
ｍ （ｋｒ０）ｄｒ０］｝

ｙ（Ⅱｓ） ＝∑
∞

ｍ＝０
ｉπε１ｍ· εｍＡ

（ｆｓ）
ｍ ＋ｉ２με{ ｍ

［（－１）ｍ∫
∞

０
ｆ２（ｒ０，π）Ｊｍ（ｋｒ０）ｄｒ０＋∫

∞

０
ｆ２（ｒ０，０）Ｊｍ（ｋｒ０）ｄｒ０］＋

２［∫
∞

０
ｆ２（ｒ０，π）Ａ

（Ｇ２）
ｍ （ｋｒ０）ｄｒ０＋∫

∞

０
ｆ２（ｒ０，０）Ａ

（Ｇ２）
ｍ （ｋｒ０）ｄｒ０］｝×

εｍＡ
（ｆｓ）
ｍ ＋－ｉ２με{ ｍ

［（－１）ｍ∫
∞

０
ｆ２（ｒ０，π）Ｊｍ（ｋｒ０）ｄｒ０＋∫

∞

０
ｆ２（ｒ０，０）Ｊｍ（ｋｒ０）ｄｒ０］＋

２［∫
∞

０
ｆ２（ｒ０，π）Ａ

（Ｇ２）
ｍ （ｋｒ０）ｄｒ０＋∫

∞

０
ｆ２（ｒ０，０）Ａ

（Ｇ２）
ｍ （ｋｒ０）ｄｒ０］｝

上式中，当ｍ＝０时，εｍ＝１，ε
１
ｍ＝０．５；当 ｍ≠０时，

εｍ＝２，ε
１
ｍ＝１

散射界面是指散射波远场的总能量与入射波在单

位面积上的时间平均能通量之比，将上述总散射能量

与入射波在单位面积上的时间平均能通量

Ａｖｅ（ｅ·）＝１２μ１ｋ１ωｗ
２
０ ＝

１
２σ０ωｗ０ （２１）

用γ表示这两个能量之比

γ＝Ａｖｅ（Ｅ
·
）

Ａｖｅ（ｅ·）
＝ ２
πｋ１ｗ

２
０
Ｉｍ ｙ（Ⅰｓ）＋

μ２
μ１
ｙ（Ⅱｓ[ ]） （２２）

６　算例和讨论

本文计算和分析界面上椭圆形和带有圆角的方形

孔的散射远场，映射函数ω（η）分别为

ｚ＝ω（η）＝Ｒη＋ｍ( )η （２３）

ｚ＝ω（η）＝１．１１ｃη－ １
９η( )３ （２４）

式中：ａ和 ｂ分别为椭圆的长半轴和短半轴，Ｒ＝（ａ＋
ｂ）／２，ｍ＝（ａ－ｂ）／（ａ＋ｂ），ｃ为正方形边长的一半。按
式（２３）和（２４）将含椭圆孔和方孔介质的外域映射为映
射平面上单位圆外域，给出了不同材料组合时界面孔

引起的散射波远场位移模式随角度的变化以及散射截

面随入射波数的变化曲线。上下介质不同材料的组合

用两个与材料常数有关的无量纲参数 μ ＝μ２／μ１和
ｋ ＝ｋ２／ｋ１表示。

图２给出了ＳＨ波垂直界面入射时，界面椭圆孔引
起的散射波场的远场位移模式的分布图。图２中 μ

＝１．０和ｋ ＝１．０的参数组合对应于均匀介质中椭圆
孔对ＳＨ波散射的远场位移模式，与文献［１３］中的远场
位移模式的结果一致。由于两种介质交界面的存在，

界面椭圆孔引起的远场位移模式的幅值在某个方向上

明显高于均匀介质情况，随入射波数 ｋ１ａ的增加，远场
位移模式幅值的空间分布趋于复杂，并表现出很强的

方向性。ＳＨ波垂直界面入射时，由于几何边界的对称
性，其远场位移模式幅值图像对称于 ｙ轴。在相同的
介质参数 μ和 ｋ组合下，当垂直界面的入射波数 ｋ１ａ
相同时，界面椭圆孔的远场位移幅值要高于界面圆

孔［８］的远场位移幅值，这说明波垂直于椭圆孔的长轴，

在波传播方向上椭圆扁平，引起了波在这个方向上更

多的散射能量。从图２也可以看出，在相同入射波数
ｋ１ａ作用下，在波传播速度小的一侧介质中散射波的远
场位移幅值比波速大的一侧高，这说明介质的软硬及

其组合对散射波辐射有着显著地影响。

图３给出了ＳＨ波垂直界面入射时，在μ ＝５．０和
不同的ｋ时，界面椭圆孔的远场位移模式分布。在剪
切模量和密度大的一侧介质中远场位移的幅值明显偏

小，这说明散射波的远场位移受介质特性的影响很大，

界面孔的散射远场特性既受孔洞几何形状的影响，也
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图２　ＳＨ波垂直界面入射时界面
椭圆孔散射的远场位移模式

Ｆｉｇ．２Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｍｏｄｅｏｆｓｃａｔｔｅｒｅｄｗａｖｅａｔｆａｒ
ｆｉｅｌｄｗｈｉｌｅｉｎｔｅｒｆａｃｅｅｌｌｉｐｔｉｃｈｏｌｅｄｉｓｔｕｒｂｅｄｂｙＳＨｗａｖｅ

图３　ＳＨ波垂直界面孔入射时界面

椭圆孔散射的远场位移模式（μ ＝５．０）
Ｆｉｇ．３Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｍｏｄｅｏｆｓｃａｔｔｅｒｅｄｗａｖｅ
ａｔｆａｒｆｉｅｌｄｗｈｉｌｅｉｎｔｅｒｆａｃｅｅｌｌｉｐｔｉｃｈｏｌｅ

ｄｉｓｔｕｒｂｅｄｂｙＳＨｗａｖｅａｔ（μ ＝５．０）
受到介质特性和两种介质组合参数特性的影响。

图４给出ＳＨ波与界面成４５°角倾斜入射时，界面
椭圆孔的远场位移分布。由于入射波传播方向不垂直

于界面，界面椭圆孔的远场位移模式分布图形不再对

称于 ｙ轴或其它方向，且远场位移模式分布图趋于
复杂。

图５给出了ＳＨ波垂直界面入射时，界面方孔引起
的散射波场的远场位移模式的分布。从图可以看出，

在不同参数组合下，在正方四角方向上可能会出现更

图４　ＳＨ波倾斜界面入射时界面
椭圆孔的散射远场位移模式

Ｆｉｇ．４Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｍｏｄｅｏｆｓｃａｔｔｅｒｅｄｗａｖｅａｔｆａｒｆｉｅｌｄ
ｗｈｉｌｅｉｎｔｅｒｆａｃｅｅｌｌｉｐｔｉｃｈｏｌｅｄｉｓｔｕｒｂｅｄｂｙＳＨｗａｖｅ

高的远场位移幅值，与界面圆孔和椭圆孔相比，远场位

移辐射方向发生了很大的变化。

图５　ＳＨ波垂直界面入射时界面
方孔散射的远场位移模式

Ｆｉｇ．５Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｍｏｄｅｏｆｓｃａｔｔｅｒｅｄｗａｖｅａｔｆａｒｆｉｅｌｄ
ｗｈｉｌｅｉｎｔｅｒｆａｃｅｓｑｕａｒｅｈｏｌｅｄｉｓｔｕｒｂｅｄｂｙＳＨｗａｖｅ

图６和图７给出 ＳＨ波垂直入射两种不同材料界
面椭圆孔时，散射截面随入射波数 ｋ１ａ的变化曲线。
当μ ＝１．０和ｋ ＝１．０时，图中实线表示均匀介质中
椭圆孔的散射截面值，从图中可以看出，界面椭圆孔散

射产生的总散射能量明显有别于均匀介质的情况，随

着入射波数ｋ１ａ的增大，在某些频段出现散射截面值会
明显增大，且上下介质材料的性质相差越大，这种现象
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越明显。当ｋ ＝１．０，而μ变化时，界面椭圆孔的散射
截面值随着入射波数的变化围绕着均匀介质时对应的

散射截面值呈波动变化，在μ ＞１和μ ＜１时，散射截
面曲线的波峰和波谷相互交替出现。在ｋ ＝１．０的情

况下，当材料组合参数 μ变化时，散射截面曲线交替
变化点的位置基本不变，与界面圆孔［８］相比，散射截面

曲线交替变化点的位置发生移动。

图６　ＳＨ波垂直界面椭圆孔入射在ｋ

不同时散射截面随入射波数的变化
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ｂｙＳＨｗａｖｅｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｋ

图７　ＳＨ波垂直界面椭圆孔入射在

μ不同时散射截面随入射波数的变化
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ｉｎｔｅｒｆａｃｅｅｌｌｉｐｔｉｃｃａｖｉｔｙｄｉｓｔｕｒｂｅｄ

ｂｙＳＨｗａｖｅｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔμ

图８　ＳＨ波垂直界面方孔入射在μ

不同时散射截面随入射波数的变化

Ｆｉｇ．８Ｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆｓｃａｔｔｅｒｉｎｇ
ｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎｖｓ．ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄｗａｖｅ
ｎｕｍｂｅｒｗｈｉｌｅｉｎｔｅｒｆａｃｅｓｑｕａｒｅｃａｖｉｔｙ

ｄｉｓｔｕｒｂｅｄｂｙＳＨｗａｖｅｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔμ

图９　ＳＨ波垂直界面方孔入射在ｋ

不同时散射截面随入射波数的变化

Ｆｉｇ．９Ｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆｓｃａｔｔｅｒｉｎｇｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎ
ｖｓ．ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄｗａｖｅｎｕｍｂｅｒｗｈｉｌｅ
ｉｎｔｅｒｆａｃｅｓｑｕａｒｅｃａｖｉｔｙｄｉｓｔｕｒｂｅｄ

ｂｙＳＨｗａｖｅｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｋ

图８和图９给出 ＳＨ垂直界面入射时，界面方孔
的散射截面值随入射波数ｋ１ｃ的变化曲线。散射截面
曲线的变化规律与界面椭圆的相似，在某个频段内散

射截面值明显增大，但出现这种现象的频段与界面椭

圆有很大的不同。当 ｋ ＝１．０，而 μ变化时，散射截
面曲线交替变化点的位置与界面椭圆时有很大差别，

说明这时孔洞的形状对散射截面值产生了很大的

影响。

７　结　论

采用Ｇｒｅｅｎ函数和复变函数方法研究了平面 ＳＨ
波在界面孔上散射问题的远场解，通过算例分析了界

面椭圆孔和方孔散射的远场位移模式和散射截面值随

介质特性、入射方向和入射波数的变化规律，从数据分

析中可以得到以下结果：

（１）界面孔对ＳＨ波散射，其散射波的远场位移模
式和散射截面的变化，与无量纲入射波数、两种介质的

剪切模量比 μ、两种介质的波数比 ｋ和波的入射角
度，且孔的形状的影响非常显著。

（２）对于界面孔的远场解答，入射波数起重要作
用，随入射波数的增加，远场位移模式的分布曲线变化

趋于复杂，且表现出很强的方向性。界面孔散射界面

值的变化明显有别于均匀介质情况下的规律，在某个

频段内散射截面值会明显增大。

（３）在界面处介质的性质发生急剧的变化，界面
孔的散射能量在某个频段内会出现明显增大的现象，

特别是在低频段能量异常增大，应予以充分的重视。
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