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　　摘　要：以双层柱壳结构在脉冲载荷下的抗冲击问题为例，用量纲分析法得出了可简化为平面应变问题的柱壳在
冲击载荷下的瞬态响应所依赖的主要无量纲自变量，并建立相应的计算模型，通过数值模拟给出了采用相同材料并保持

相似缩比时，柱壳最大等效应力和应变的具体依赖函数关系，所得结果给柱壳防护结构的设计和试验提供了科学的指导

方向和可靠的参考依据。
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　　柱壳是被广泛应用于大型油气存储工程，水下航
行器，航空航天飞行器，各种杀伤性弹药武器的典型结

构的代表，如何提高柱壳结构的抗冲击性能一直以来

都是各国工程和防护领域科研工作者的重要研究课

题。早期Ｒａｔｈ等［１］基于薄壳理论研究了柱壳的振动

问题，Ｑａｔｕ［２－３］提出了中厚复合壳的低阶近似振动方
程，薄壁圆柱壳在动态和静态载荷下的失稳屈曲，一直

以来都是学者们重点关注的课题［４－６］。近年来，Ｅｂｒａ
ｈｉｍ等［７］采用各种三维剪切理论进一步研究了厚壳的

静态和震动问题，Ｌｉｕ等［８］基于广义射线矩阵法和回传

射线矩阵法研究了冲击载荷下层合柱壳的瞬态响应问

题，Ｈｕ等［９］将薄壳理论和流固耦合方法 ＲＡＶＳ相结
合，提出了一种研究水中爆炸载荷下层合柱壳的瞬态

响应计算近似方法，戴向胜等［１０］用修正的Ｓｉｎｇａｃｅ叠缩
模型，研究了冲击载荷下含应变强化效应、应变率强化

效应和温度效应的圆柱壳吸能情况。然而，这些理论

方法毕竟具有一定的应用局限性。

在现代科学技术研究中，许多问题的解决都需要

通过大量的实验才能实现。然而，实物的原型试验存

在复杂性和难度很高、耗资巨大等种种问题，有时甚至

是不可能实现的。因此在了解相应物理现象的基本规

律的前提下，需要通过所谓模拟实验（或数值模拟）取

得所研究问题中的一些基本规律和特征量，用于实物

原型上。基于量纲分析中的相似律［１１］，能让我们在模

型研究中获得某种规律或特征量后，以无量纲特征量

的方式直接用于原型，因此在学术研究和工程实践中

都具有广泛的应用价值。本文以冲击载荷下柱壳的瞬

态响应为背景，通过量纲分析研究了可简化为平面应

变问题的柱壳在冲击载荷下的最大等效应力和最大等

效应变所依赖的主要无量纲自变量，并开展相应的数

值模拟，得到了不同相似比时的具体函数关系。

１　双层柱壳结构抗冲击性能的量纲分析

考虑冲击载荷作用下双层圆柱壳的瞬态响应问



题。设给定一个长度为 Ｌ、外半径为 Ｒ的圆柱壳，壳体
由两层不同材料组成（如图１（ａ）所示）。假设两层材
料都满足各向同性理想塑性材料的 Ｍｉｓｅｓ屈服准则。
材料１壳环的厚度为 Ｈ１，材料性能参数为 ρ１（质量密
度）、Ｅ１（杨氏模量）、ν１（泊松比）、Ｙ１（简单拉压屈服应
力）；材料２壳环的厚度为 Ｈ２，材料性能参数为 ρ２（质
量密度）、Ｅ２（杨氏模量）、ν２（泊松比）、Ｙ２（简单拉压屈

服应力）。

壳体的任何响应量都是外载荷的空间分布和历时

函数的泛函，我们考虑如下的外载：假设壳体在１８０°张
角的外侧沿轴向均匀分布、而沿 θ角按余弦规律分布
的压力载荷ｐ（ｔ）ｃｏｓθ的作用（如图１（ｂ）所示），载荷在
θ＝０°处的压力峰值峰值为 ｐ０、作用总时间为 τ０、加卸
载规律为三角形脉冲（如图１（ｃ）所示）。

图１　柱壳上表面受均布载荷ｐ的示意图
Ｆｉｇ．１Ｓｋｅｔｃｈｏｆｐｒｅｓｓｕｒｅｌｏａｄｉｎｇｓｏｎｔｈｅｔｏｐｓｕｒｆａｃｅｏｆｔｈｅｃｙｌｉｎｄｒｉｃａｌｓｅｌｌｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

　　上述分布规律的外载荷作用下的柱壳的动力响应
显然只依赖于载荷参数 ｐ０和 τ０。考虑柱壳受载区域
的中心点Ａ处的最大Ｍｉｓｅｓ等效应力σｍａｘ和最大Ｍｉｓｅｓ
等效应变εｍａｘ随外载的变化规律。如果柱壳材料是完
全理想弹塑性材料，则我们可以确定如下一些物理量

是问题的主定量（自变量）：柱体长度Ｌ、外径Ｒ、壳环厚
Ｈ１和Ｈ２、材料性能参数 ρ１，Ｅ１，ν１，Ｙ１和 ρ２，Ｅ２，ν２，Ｙ２、
外载荷参数 ｐ０和 τ０，于是圆柱壳中任何点处（包括 Ａ
点）的最大 Ｍｉｓｅｓ等效应变 εｍａｘ、最大 Ｍｉｓｅｓ等效应力
σｍａｘ应是这些物理量的函数，即
εｍａｘ＝

ｆ（Ｌ，Ｒ，Ｈ１，Ｈ２；ρ１，Ｅ１，ν１，Ｙ１；ρ２，Ｅ２，ν２，Ｙ２；ｐ０，τ０）

σｍａｘ＝

ｇ（Ｌ，Ｒ，Ｈ１，Ｈ２；ρ１，Ｅ１，ν１，Ｙ１；ρ２，Ｅ２，ν２，Ｙ２；ｐ０，τ０










）

（１）

这里ｆ（ｘ）、ｇ（ｘ）表示某种函数关系。采用ＬＭＴ单位制
分析，式（１）中，因变量应变 εｍａｘ本身已是无量纲量；Ｌ、
Ｒ、Ｈ１、Ｈ２的量纲均是长度 Ｌ；ρ１、ρ２表示材料的质量密
度，其量纲可以表示为ＭＬ－３；因变量σｍａｘ和自变量Ｅ１、
Ｅ２、Ｙ１、Ｙ２和ｐ０都具有应力的量纲，可以表示为 ＭＬ

－１

Ｔ－２；自变量 ν１和 ν２本身已是无量纲量；自变量 τ０的
量纲为时间Ｔ。

上述２个函数关系式在 ＬＭＴ单位制里，共有三个
独立的量纲，可以取其中任何３个量纲彼此独立的物
理量作为其基本量。我们将基本量组取为：圆柱壳体

的半径Ｒ、材料１的质量密度 ρ１和材料１的杨氏模量

Ｅ１，因为这 ３个量是独立的、有较清晰的物理意义的
量，且其它的因变量和自变量的量纲都可由它们的量

纲表达出来。

根据定理，可以把有量纲量的函数关系（１）写成
无量纲形式，即，最大Ｍｉｓｅｓ等效应变εｍａｘ和无量纲最大
Ｍｉｓｅｓ等效应力σｍａｘ／Ｅ１可以表示成

εｍａｘ＝

ｆＬ
Ｒ，
Ｈ１
Ｒ，
Ｈ２
Ｒ；ν１，

Ｙ１
Ｅ１
；
ρ２
ρ１
，
Ｅ２
Ｅ１
，ν２，
Ｙ２
Ｅ１
；
ｐ０
Ｅ１
，
τ０
Ｒ

Ｅ１
ρ槡

( )
１

σｍａｘ
Ｅ１
＝

ｇ Ｌ
Ｒ，
Ｈ１
Ｒ，
Ｈ２
Ｒ；ν１，

Ｙ１
Ｅ１
；
ρ２
ρ１
，
Ｅ２
Ｅ１
，ν２，
Ｙ２
Ｅ１
；
ｐ０
Ｅ１
，
τ０
Ｒ

Ｅ１
ρ槡

( )

















１

（２）

在（２）式中，对无量纲因变量起作用的无量纲自
变量有１１个：前３个是几何长度之比，即几何相似准
数，它们反映了对结构几何尺度的几何相似要求；中间

６个则是材料归一化力学性能参数，即材料相似准数，
它们反映了对结构材料相似性的要求；倒数第２个表
示以第一种材料的杨氏模量为基准而量度的外载荷归

一化强度，即外载的动力学相似准数，它反映了对外载

荷强度的动力相似要求；最后１个表示以第一种材料
杆中弹性纵波波速传过结构特征尺度Ｒ所需时间为基
准而量度的外载荷归一化历时。

函数关系（２）式的具体形式并不能单纯地由量纲
分析方法而得出，而我们的任务就是通过实验、或者理
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论分析、或者模拟计算的方法确定上述多元函数的具

体形式。

我们只讨论柱壳长度 Ｌ足够大、而且整个壳的长
度上都受有如上载荷的问题，则三维的柱体响应问题

可以视为平面应变问题，此时 Ｌ的大小将不影响柱壳
中的归一化最大 Ｍｉｓｅｓ等效应变和归一化最大 Ｍｉｓｅｓ
等效应力（严格而言当壳体的长度 Ｌ为有限时还应引
入壳两端的边界条件及相关的外载参数）。因此（２）式
便简化为平面应变问题的动力响应问题，即

εｍａｘ＝ｆＨ１
Ｒ，
Ｈ２
Ｒ；ν１，

Ｙ１
Ｅ１
；
ρ２
ρ１
，
Ｅ２
Ｅ１
，ν２，
Ｙ２
Ｅ１
；
ｐ０
Ｅ１
，
τ０
Ｒ

Ｅ１
ρ槡

( )
１

σｍａｘ
Ｅ１
＝ｇＨ１

Ｒ，
Ｈ２
Ｒ；ν１，

Ｙ１
Ｅ１
；
ρ２
ρ１
，
Ｅ２
Ｅ１
，ν２，
Ｙ２
Ｅ１
；
ｐ０
Ｅ１
，
τ０
Ｒ

Ｅ１
ρ槡

( )










１

（３）

如果我们要用模型实验或者数值模拟的方法来寻

求无量纲函数的具体形式，则必须保证模型问题（用下

标ｍ表述）和原型问题（用下标 ｐ表示）的完全物理相
似，即

（εｍａｘ）ｍ ＝（εｍａｘ）ｐ，（σｍａｘ／Ｅ１）ｍ ＝（σｍａｘ／Ｅ１）ｐ（４）

Ｈ１
Ｒ，
Ｈ２
Ｒ；ν１，

Ｙ１
Ｅ１
；
ρ２
ρ１
，
Ｅ２
Ｅ１
，ν２，
Ｙ２
Ｅ１
；
ｐ０
Ｅ１
，
τ０
Ｒ

Ｅ１
ρ槡

( )
１ ｍ

＝

Ｈ１
Ｒ，
Ｈ２
Ｒ；ν１，

Ｙ１
Ｅ１
；
ρ２
ρ１
，
Ｅ２
Ｅ１
，ν２，
Ｙ２
Ｅ１
；
ｐ０
Ｅ１
，
τ０
Ｒ

Ｅ１
ρ槡

( )
１ ｐ

（５）

如果在下述条件下开展模拟实验或者进行模拟计

算，可以进一步作如下简化：

①保持模型和原型满足几何相似条件，即
Ｈ１
Ｒ，
Ｈ２( )Ｒ ｍ

＝ Ｈ１
Ｒ，
Ｈ２( )Ｒ ｐ

（６）

②假定模型和原型使用相同的材料，则自然就保
证了材料相似，即有，

ν１，ν２，
ρ２
ρ１
，
Ｅ２
Ｅ１
，
Ｙ１
Ｅ１
，
Ｙ２
Ｅ( )
２ ｍ

＝ ν１，ν２，
ρ２
ρ１
，
Ｅ２
Ｅ１
，
Ｙ１
Ｅ１
，
Ｙ２
Ｅ( )
２ ｐ

（７）

因而我们需要考虑的相似准数便只剩下外载荷的动力

相似准数，此时（３）式可简化为

εｍａｘ＝ｆｐ０
Ｅ１
，
τ０
Ｒ

Ｅ１
ρ槡

( )
１

σｍａｘ
Ｅ１
＝ｇｐ０

Ｅ１
，
τ０
Ｒ

Ｅ１
ρ槡

( )










１

（８）

于是，在保证模型与原型几何相似和材料完全相

同的前提下，我们要研究结构的响应规律（如某点的无

量纲化最大 Ｍｉｓｅｓ等效应力（σｍａｘ／Ｅ１）ｍ和最大 Ｍｉｓｅｓ
等效应变值（εｍａｘ）ｍ，只需通过模拟实验或者模拟计算
的方法求出二元函数（８）式的相应数据，并通过拟合而
求出这两个二元函数所表达的曲面就行了，也就是说，

二元函数（８）式即柱壳最大等效应力和应变的具体依
赖函数关系。

需要指出的是，虽然（８）式中没有显含材料的屈服

强度Ｙ，但是，无论对弹性材料还是对理想塑性材料，甚
至不难证明对有硬化效应的弹塑性材料，在保持模型

和原型几何相似及材料相似的前提下，上述问题的无

量纲因变量与自变量的依赖关系都可由二元函数（８）
所表达。对弹性材料和弹塑性材料进行模拟实验或模

拟计算的时候，所得出的二元函数ｆ或ｇ的形式则必然
是不同的，因为对弹性问题屈服应力 Ｙ不会发生作用，
而对弹塑性问题要求材料进入屈服，所以屈服应力 Ｙ
自然会发生作用。这里面隐含着另两个无量纲参数

Ｙ１／Ｅ１和Ｙ２／Ｅ２的作用，但是在保持模型和原型材料完
全一样的前提下，它们就是绝对常数，并不增加函数的

复杂性，所以我们要寻求的仍然是二元函数。

２　双层柱壳结构抗冲击性能二元函数的数值
模拟

　　为得到式（８）所表达的曲面，对两个载荷无量纲参

数
ｐ０
Ｅ１
，
τ０
Ｒ
Ｅ１
ρ槡( )
１

分别取若干个（例如５个）常数值，并分

别进行模拟计算（共进行５２次），然后将所得到的无量
纲因变量数据与所取的这些无量纲自变量数据之间的

对应关系，经由拟合求出二元函数 ｆ或 ｇ的具体数学
形式。

采用国际商用冲击动力学软件ＬＳＤＹＮＡ，对上述问
题进行数值模拟。柱壳外层材料是钢，内层材料是铝，

采用线性硬化弹塑性本构模型，其基本力学参数如表１
所示。柱壳的原型尺寸为，半径 Ｒ＝２０００ｍｍ，Ｈ１＝２０
ｍｍ，Ｈ２＝１０ｍｍ。原型上作用的脉冲载荷强度ｐ０＝５００
ＭＰａ，τ０＝２０μｓ。

表１材料基本力学性能
Ｔａｂ．１Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｏｆｔｈｅｍａｔｅｒｉａｌｓ

密度／
（ｋｇ·ｍ－３）

弹性模量／
ＭＰａ 泊松比

屈服强度／
ＭＰａ

切线模量／
ＭＰａ

钢 ７８００ ２．０Ｅ５ ０．３０ ５００ ２０００
铝 ２７００ ７．０Ｅ４ ０．３３ ３００ ３５０

在几何相似及材料相似的前提下，我们可以改变

的参数有：载荷强度参数 ｐ０、载荷历时参数 τ０、结构的
特征尺寸Ｒ。按如下方法实现两个无量纲参数的各５

组取值：保持 τ０／Ｒ Ｅ１／ρ槡 １不变，改变载荷强度分别为

０．８ｐ０，０．６ｐ０，０．４ｐ０，０．２ｐ０，可以得到函数关于 ｐ０／Ｅ１
的５个不同值。同理，保持ｐ０／Ｅ１和τ０不变，改变特征
尺寸分别为 ０．８Ｒ，０．６Ｒ，０．４Ｒ，０．２Ｒ，可以得到关于

τ０／Ｒ Ｅ１／ρ槡 １的５个不同值。
通过上述２５个算例，可以得到不同半径、不同强

度载荷下柱壳 Ａ点最大等效应力、最大应变的计算结
果，如表２、表３所示。
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表２　Ａ点最大等效应力（单位：ＭＰａ）
Ｔａｂ．２ＴｈｅｍａｘｉｍｕｍｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｓｔｒｅｓｓｏｆＡｐｏｉｎｔ（Ｕｎｉｔ：ＭＰａ）

Ｒ ０．８Ｒ ０．６Ｒ ０．４Ｒ ０．２Ｒ

Ｐ０ ５００ ５０２ ５０２ ５０３ ５１２

０．８Ｐ０ ５００ ５００ ５０１ ５０２ ５１２

０．６Ｐ０ ４２５ ５００ ５００ ５０１ ５１１

０．４Ｐ０ ２８２ ３５３ ４６６ ５０１ ５０５

０．２Ｐ０ １４１ １７５ ２３５ ３５７ ５０１

表３ Ａ点最大等效应变
Ｔａｂ．３ＴｈｅｍａｘｉｍｕｍｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｓｔｒａｉｎｏｆＡｐｏｉｎｔ

Ｒ ０．８Ｒ ０．６Ｒ ０．４Ｒ ０．２Ｒ

Ｐ０ ０．００４９３ ０．０１０５ ０．０１１６ ０．０１９６ ０．０４８０

０．８ｐ０ ０．００２８３０．００４６４０．００７０５０．００７１０ ０．０３５０

０．６ｐ０ ０．００１８４０．００２４５０．００３７８０．００６２７ ０．０３２６

０．４ｐ０ ０．００１２３０．００１５３０．００２０２０．００６１８ ０．０２８２

０．２ｐ０ ０．０００６１３０．０００７６００．００１０２０．００１５５ ０．０２７０

图２和图３分别给出了不同的 τ０／Ｒ Ｅ１／ρ槡 １取值

下，柱壳 Ａ点的无量纲最大等效应力和等效应变随载
荷峰值的变化规律。图中可见，在模型尺寸较大（Ｒ较
大），载荷峰值ｐ０不是很高时，材料处于弹性区，最大等
效应力和最大等效应变的随峰值的变化规律具有一些

线性特征，但从总体看，随载荷峰值的增大，无论是最

大等效应力还是等效应变，都表现出显著的非线性增

长趋势。最大等效应力随载荷峰值的增长达到屈服

后，会逐渐趋于平缓，这是由于材料采用线性硬化弹塑

性本构的缘故；而最大等效应变则有随载荷峰值的增

大而加速增长的趋势，且计算模型的尺寸越小，这种加

速增长的趋势越显著，这可能在某种程度上显示了柱

壳在大变形时的失稳现象。图４和图５是由数值模拟
得到的二元函数（８）式的部分曲面的三维视图，它们将
上述规律反映在三维空间中。

图２　σｍａｘ／Ｅ１ｖｓ．ｐ０／Ｅ１
Ｆｉｇ．２σｍａｘ／Ｅ１ｖｓ．ｐ０／Ｅ１

图３　εｍａｘｖｓ．ｐ０／Ｅ１
Ｆｉｇ．３εｍａｘｖｓ．ｐ０／Ｅ１

图４　无量纲最大等效应力函数曲面
Ｆｉｇ．４Ｔｈｅｆｕｎｃｔｉｏｎｉｍａｇｅｏｆｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ

ｍａｘｉｍｕｍｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｓｔｒｅｓｓ

图５　无量纲最大等效应变函数曲面
Ｆｉｇ．５Ｔｈｅｆｕｎｃｔｉｏｎｉｍａｇｅｏｆｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ

ｍａｘｉｍｕｍｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｓｔｒａｉｎ

图４和图５是由数值模拟得到的二元函数式（９）

的部分曲面。设 ｘ＝τ０／Ｒ Ｅ１／ρ槡 １，ｙ＝ｐ０／Ｅ，通过下列
二次多项式进行拟合，

　

εｍａｘ＝ｆ（ｘ，ｙ）＝

ａ１ｘ＋ｂ１ｙ＋ｃ１ｘ
２＋ｄ１ｙ

２＋ｆ１ｘｙ＋ｇ１
σｍａｘ／Ｅ１ ＝

ｇ（ｘ，ｙ）＝ａ２ｘ＋ｂ２ｙ＋ｃ２ｘ
２＋ｄ２ｙ

２＋ｆ２ｘｙ＋ｇ












２

（９）
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可得，ａ１＝－２．５４０４５，ｂ１＝０．７４７０７，ｃ１＝３５．２３３８１，ｄ１
＝３５１３．４８５７１，ｆ１＝－１８０．８１８５６，ｇ１＝０．０４５６２；ａ２＝
－０．０５０２８，ｂ２ ＝１．２４０４９，ｃ２ ＝－０．０１４６２，ｄ２ ＝
－４６９．７１４２９，ｆ２＝２２．８４８６８，ｇ２＝０．００２１３。

３　结　论

以双层柱壳结构在脉冲载荷作用下的瞬态响应为

例，通过量纲分析得出了可简化为平面应变问题的柱

壳在冲击载荷下某点最大等效应力和等效应变无量纲

因变量对主要无量纲自变量的函数依赖关系，并在模

型和原型几何相似、所取材料相同的条件下，通过数值

模拟得到了具体的二元函数表达，得出以下结论：

（１）对于不计及材料应变率效应的弹性和弹塑性
材料而言，忽略边界效应时，当结构的外载荷参数只含

有两个独立参数时，则结构的无量纲因变量也将只依

赖于两个与载荷参数有关的无量纲自变量（（τ０／Ｒ

Ｅ１／ρ槡 １和ｐ０／Ｅ１），且对于多层材料的结构和不同形状
的结构、甚至是各向异性的弹性或弹塑性材料，在几何

相似、材料相同时此结论也都是成立。

（２）数值模拟显示，在载荷强度不大、模型尺寸较
大时，柱壳的最大等效应力和等效应变的无量纲函数

呈线性，而随载荷强度的增大、模型的缩小，函数的非

线性增长趋势显著。
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