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有界丢包网络环境下不确定系统的预测控制

魏善碧 , 丁宝苍 , 柴　毅
(重庆大学 自动化学院 , 重庆 400044)

摘　要 : 研究了有界丢包网络环境下的多包不确定系统的鲁棒预测控制.首先在构建无限时域性能代价函数时 ,不

同于传统预测控制方法 ,只考虑成功数据传输序列 ,并由此提出了两种鲁棒预测控制方法 :将无限时域控制作用参数

化为一个状态反馈控制律 ;或参数化为一个自由控制作用接一个状态反馈控制律.与传统方法一样 ,采用性能代价函

数作为 Lyapunov函数证明了系统的闭环稳定性.仿真实例验证了此方法的有效性.
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Abstract : Robust model p redictive control ( MPC) for networked polytopic uncertain systems with packet loss is

addresed. Unlike the t raditional approach , when an infinite horizon performance cost is const ructed , the sequence of

the successful data t ransmissions is only considered. Two techniques are presented , one is parameterizing the infinite

horizon control into a state feedback law , the other is into a f ree control followed by the single state feedback law.

Like the t raditional approach , the performance cost is utillzed as the Lyapunov function to prove colsed2looped

stability. A simulation example shows the effectiveness of the proposed techniques.
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1　引　　言
　　网络控制系统 (NCS)是通过网络通道将空间上

独立分布的系统组件 (如传感器、执行器和控制器)

相连 ,并使其相互通信的反馈控制系统.与传统点对

点线路连接相比 ,信道的使用降低了线耗和能耗 ,特

别是降低整个系统的安装和维护工作量 ,而且提高

了系统可靠性.然而 ,由于信道介入也产生了一系列

具有挑战意义的新问题 ,如量化、时延和丢包[ 1 ] .很

多文献针对这些问题的稳定性进行了讨论 ,并取得

了一定的研究成果[224 ] ,但未关注网络预测控制综合

方法.

　　本文首次针对丢包过程 ,考虑了鲁棒预测控制

综合方法.首先 ,采用文献[ 5 ]中的状态反馈 ,将其适

当地推广到丢包过程.为了简化分析 ,只采用二次

L yap unov函数 ,讨论任意有界丢包[3 ] ;然后 ,在单一

状态反馈律[6 ]之前加入一个自由控制作用 ,该作用

依赖于两次成功数据传输的时间间隔.文献[5 ,6 ]属

于预测控制中比较成熟的方法 ,均不考虑网络环境.

　　本文方法具有较好的扩展性 ,将此算法扩展到

丢包依赖型 L yap unov函数和马尔可夫丢包过程[4 ]

(文献[7 ]给出了一种采用参数依赖型 L yap unov函

数的预测控制方法 ,丢包依赖型 L yap unov 函数情

形与此类似) ,并结合文献[8 ,9 ] ,分别给出了多自由

控制作用算法和离线鲁棒预测控制方法.

　　符号说明 : I是适当维数的单位矩阵 ; x ( i| k)是

在时刻 k对未来时刻 i ≥k向量 x 的预测值 ;在线性

矩阵不等式 (L MI)中 ,符号 3 表示对称结构 ; m: =

{ 1 ,2 , ⋯, m} ,q: = { 1 ,2 , ⋯, q} ,L : = { 1 ,2 , ⋯, L} .

2　问题描述
　　考虑如下多包不确定性描述时变线性系统 :
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x ( k + 1) = A ( k) x ( k) + B ( k) u( k) . (1)

其中

[ A ( k) | B ( k) ] ∈Ω,

Ω = Co{ [ A l | B l ] , l ∈L} , (2)

Co{·} 表示凸包 ; u ∈Rm和 x ∈Rn分别是控制输入

和状态.采用鲁棒预测控制方法控制该系统 ,传感器

与控制器通过有限带宽信道进行网络通信[3 ] .控制

器与执行器为点对点连接 ,采样器为时间驱动 ,控制

器为事件驱动.在每一个时间步 ,数据通过单个包进

行传输.控制输入和状态必须满足

- u ≤u( j1 + p) ≤�u ,

- Ψ ≤Ψx ( j1 + p + 1) ≤ �Ψ , Π p ≥0 . (3)

其中

u : = [ u1 , u2 , ⋯, um ]T , ui > 0 ,

�u : = [ �u1 , �u2 , ⋯, �um ]T , �ui > 0 , i ∈m;

Ψ: = [Ψ1 ,Ψ2 , ⋯,Ψq ]T , Ψj > 0 ,

�Ψ: = [ �Ψ1 , �Ψ1 , ⋯, �Ψq ]T , �Ψj > 0 , j ∈q;

Ψ ∈Rq×n ;

j1 是控制器从采样器成功接收第一个数据的时刻.

　　令 J : = { j1 , j2 , ⋯}为{ 0 ,1 , ⋯}的子序列 ,表示

从传感器到控制器成功数据传输时间点序列. d : =

max
j k ∈J

( j k+1 - j k ) 为最大丢包上界.如果 j1 > 1 ,则初始

输入设定为零 ,即 u( i) = 0 ,0 < i < j1 < 1 .

　　如果 j k+1 - j k , Πk > 1 ,在有限集 D : = { 1 ,2 ,

⋯, d} 上任意取值 ,则丢包为任意的.本文只考虑任

意丢包过程. 结合文献 [4 ] 中的“Theorem9”和

“Theorem 13”,可推广到马尔可夫丢包过程.

　　在网络鲁棒预测控制综合中 ,采用状态反馈控

制器 u(·) = F( j k ) x (·) ,其中 F( j k ) 在每个 j k 时刻

进行优化.给出两种不同的方法 :不带自由控制作用

(方法 1) 和带一个自由控制作用 (方法 2) .

　　对于方法 1 ,执行控制输入为

u( l) = u( j k ) = F( j k ) x ( j k ) ,

j k < l < j k+1 - 1 . (4)

因此 ,闭环系统变换为

x ( l + 1) = A ( l) x ( l) + B ( l) F( j k ) x ( j k ) .

j k < l < j k+1 - 1 , j k ∈J. (5)

方法 1的目标是寻找式 (4) 使 (5) 达到原点 x =

0 ,且在每个 j k 时刻求解

　 min
F( j k

) [ A ( j k + p)
max

| B ( j k + p) ]∈Ω, j k+1 ∈J
J x ( j k ) . (6a)

　 s. t . - u ≤u( j k + p | j k ) ≤�u ,

　 　　 - Ψ ≤Ψx ( j k + p + 1 | j k ) ≤ �Ψ ,

　　　　　　Π p ≥0 ;

(6b)

　　 　x ( j k + p + 1 | j k ) =

　　 　A ( j k + p) x ( j k + p | j k ) +

　　 　B ( j k + p) u( j k + p | j k ) , Π p ≥0 ; (6c)

　　 u( j k+ i + h | j k ) = u( j k+1 | j k ) =

　　 F( j k ) x ( j k+1 | j k ) ,

　　 j k+i < h < j k+ i+1 - 1 , i > 0 . (6d)

其中

J ∞ ( j k ) = ∑
∞

i = 1
[ ‖x ( j k+1 | j k ) ‖2

Q +

‖u( j k+1 | j k ) ‖2
R ] ;

Q , R > 0为权矩阵.在采样时刻执行控制律 (4) ,在

j k+1 时刻再一次求解问题 (6) .

　　对于方法 2 ,实际控制输入为

u( l) = u( j k ) , j k < l < j k+1 - 1 . (7)

从优化的自由度来看 ,该实际控制输入是“自由的”.

因此 ,闭环系统变换为

x ( l + 1) = A ( l) x ( l) + B ( l) u( j k ) ,

j k < l < j k+1 - 1 , j k ∈J. (8)

　　方法 2的目标是寻找控制律 (7) 使 (8) 能够达

到原点 x = 0 ,且在每个 j k 时刻求解

min
u( J k

) , F( j k
)

max
[ A ( j k + p) | B ( j k + p) ]∈Ω, j k+i ∈J

J ∞ ( j k ) . (9a)

s. t .式 (6b) 和 (6c) ; (9b)

　　u( j k+ i + h | j k ) = u( j k ) ,

　　　　0 < h < j k+1 - j k - 1 ; (9c)

　　u( j k+ i + h | j k ) =

　　u( j k+ i | j k ) = F( j k ) x ( j k+ i | j k ) ,

　　j k+i < h < j k+ i+1 - 1 , i > 1 . (9d)

在采样时刻执行控制律 (7) ,在 j k+1 时刻再一次求解

问题 (9) .

3　不带自由控制作用的鲁棒预测控制
　　为了得到性能目标的上界和求解式 (6) ,选取

V ( j k , j k+ i ) = x ( j k+i | j k ) T Px ( j k+ i | j k ) (10)

为 L yap unov函数 ,其中 P为对称正定矩阵.鲁棒稳

定性约束为

V ( j k , j k+ i+1 ) - V ( j k , j k+ i ) ≤

- ‖x ( j k+1 | j k ) ‖2
Q - ‖u( j k+1 | j k ) ‖2

R ,

Π j k+ i+1 - j k+ i ∈D , Πi > 0 . (11)

　　引理1　假设存在标量γ,使对称正定矩阵 Q =

γP - 1 和矩阵 Y = F( j k ) Q满足

Q 3 3 3

A
lt ⋯l1 l0
t+1 Q + Bl t ⋯l1 l0t+1 Y Q 3 3

R1/ 2 Q 0 γI 3
R1/ 2 Y 0 0 γI

≥0 ,

Π l0 , l1 , ⋯, l t ∈L , Π t + 1 ∈D. (12)

其中
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A
lt ⋯l1 l0
t+1 : = ∏

t

s = 0
Al t- s

, Bl t ⋯l1 l0t+1 : = ∑
t

r = 0
( ∏

t - r- 1

s = 0
A l t- s ) B l r

.

则不等式 (11) 成立.

　　证明 　根据式 (6) ,如果

( At+1 ( j k+i ) + Bt+1 ( j k+ i ) F( j k ) ) T P( At+1 ( j k+ i ) +

Bt+1 ( j k+ i ) F( j k ) ) - P ≤- Q - F( j k ) T R F ( j k ) ,

Πt + 1 ∈D , Π i ≥0 . (13)

其中

At+1 ( j k+i ) : = ∏
t

s = 0
A ( j k+ i + t - s) ,

Bt+1 ( j k+i ) : = ∑
t

r = 0
(∏

t - r- 1

s = 0
A ( j k+ i + t - s) ) B ( j k+ i + r) .

则约束 (11) 得到满足.

　　在不等式 (13) 两侧同乘以γ- 1/ 2 Q , 并应用

Schur补 ,式 (13) 就等价于

Q 3 3 3
At+1 ( j k+i ) Q + Bt+1 ( j k+ i ) Y Q 3 3

R1/ 2 Q 0 γI 3
R1/ 2 Y 0 0 γI

≥0 ,

Πt + 1 ∈D. (14)

　　定义

[ At+1 ( j k+1 ) | Bt+1 ( j k+ i ) ] : =

Co{ [ Al t ⋯l1 l0t+1 | Bl t ⋯l1 l0t+1 ] , Π l0 , l1 , ⋯, l t ∈L} .

由于多包描述为凸的 ,不等式 (14) 等价于 (12) .

　　对于稳定闭环系统 ,有

lim
i→∞

x ( j k+ i | j k ) = 0 ,

lim
i→∞

u( j k+ i | j k ) = 0 ,

lim
t→∞

V ( j k+i | j k ) = 0 .

将式 (11) 从 i = 0到 i = ∞求和 ,可以得到 J ∞ ( j k )

≤V ( j k | j k ) .定义

V ( j k | j k ) ≤γ. (15)

代入定理 1 ,若

1 3
x ( j k ) Q

≥0 , (16)

则式 (12) 成立. □

　　引理 2　假设存在标量γ,对称矩阵 Z ,Γ, Q和

Y ,使得

Z 3
Y T Q
≥0 , Z jj ≤u2

j ,inf , j ∈m; (17)

Γ 3
ΨAl t ⋯l1 l0t+1 Q +ΨBl t ⋯l1 l0t+1 Y Q

≥0 ,

Π l0 , l1 , ⋯, l t ∈L , Πt + 1 ∈D ,

Γss ≤Ψ2
s , inf , s ∈q (18)

和式 (12) , (16) 成立. 其中 : u2
j , inf = min ( uj , �u j ) ,

Ψ2
s , inf = min (Ψs , �Ψs) , Zij (Γss ) 是 Z(Γ) 中第 j ( s) 个

对角元素 ,则式 (6b) 成立.

　　证明 　在 j k 时刻同时满足式 (12) 和 (16) ,结

合文献[3 ,5 ]的结果可得

1 3
x ( j k + p | j k ) Q

≥0 , Π p ≥0 , (19)

因此 ,可处理控制输入约束和状态约束 ,并可证式

(17) 使 (6) 中的控制输入约束满足[4 ] .

　　针对状态约束 ,定义ξs为 q维单位矩阵第 s行.

利用式 (6c) , (6d) , (19) 可以得到

min
t≥0

|ξsΨx ( j k+i + t + 1 | j k ) | 2 =

min
t≥0

|ξsΨ[ At+1 ( j k+i ) +

Bt+1 ( j k+ i ) F( j k ) ]Q1/ 2 Q- 1/ 2 x ( j k+ i | j k ) | 2 ≤

min
t≥0

|ξsΨ[ At+1 ( j k+i + Bt+1 ( j k+1 ) Fj k
) ]Q1/ 2 | 2 .

假设存在对称矩阵Γ,使得

Γ - Ψ[ At+1 ( j k+ i ) + Bt+1 ( j k+ i ) F( j k ) ]Q[ At+1 ( j k+i ) +

Bt+1 ( j k+i ) F( j k ) ]TΨi ≥0 ,

Γss < Ψ2
s , inf , s ∈q, (20)

则式 (6b) 成立.应用 Schur补和多包描述的凸性 ,可

知不等式 (20) 等价于 (18) . □

　　总之 ,问题 (6) 可以近似处理为以下 L MI优化

问题 :

min
γ, Q , Y , Z ,Γ
γ,

s. t .式 (12) , (16) ～ (18) . (21)

　　定理 1[5 ] 　假设式 (21) 在 j1 时刻可行 ,则滚动

执行控制律 (4) (其中 F( j k ) = YQ - 1 ) 保证式 (3) 成

立且闭环系统渐近稳定.

4　带一个自由控制作用的鲁棒预测控制
　　对于所有 i ≥1 ,为了得到性能目标的上限和求

解式 (9) ,选取式 (10) 为 L yap unov函数 ,式 (11) 为

鲁棒稳定性约束条件.引理 1可以直接使用.

　　对于稳定的闭环系统 ,将式 (11) 从 i = 1到 i =

∞求和 ,得到

J ∞ ( j k ) ≤‖x ( j k ) ‖2
Q + ‖u( j k ) ‖2

R + V ( j k , j k+1 ) .

定义

V ( j k , j k+1 ) ≤γ, (22)

‖u( j k ) ‖2
R ≤γ1 , (23)

其中γ1 > 0为一标量.

　　式 (22) 与 x ( j k+ i | j k ) T Q- 1 x ( j k+i | j k ) ≤1是等

价的 ,其中

x ( j k+i | j k ) = Aj k+1 - j k
( j k ) x ( j k ) +

Bj k+1 - j k
( j k ) u( j k ) .

因此 ,应用多包描述的凸性和引理 1中对 Q的定义 ,

当
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1 3
Al t ⋯l1 l0t+1 x ( j k ) + Bl t ⋯l1 l0t+1 u( j k ) Q

≥0 ,

Π l0 , l1 , ⋯, l t ∈L , Πt + 1 ∈D (24)

成立时 ,式 (22) 成立.

　　式 (23) 等价于

1 3
R1/ 2 u( j k ) I

≥0 . (25)

　　引理 3　假设存在标量γ,向量 u( j k ) ,对称矩

阵 Z ,Γ, Q和 Y ,使得

- u ≤u( j k ) ≤�u ; (26)

- Ψ ≤ΨAl t ⋯l1 l0t+1 x ( j k ) +ΨBl t ⋯l1 l0t+1 u( j k ) ≤ �Ψ ,

Π l0 , l1 , ⋯, l t ∈L , Πt + 1 ∈D (27)

和式 (3) , (17) , (18) , (24) 成立 ,则式 (6b) 成立.

　　证明 　当 0 ≤p ≤ j k+1 - j k - 1时 ,式 (26) 和

(27) 保证 (6b) 成立.根据引理 2 ,当 0 ≤p ≤ j k+1 -

j k - 1时 ,式 (3) , (17) , (18) , (24) 保证 (6b) 成立. □

　　这样 ,问题 (19) 可近似处理为以下L MI优化问

题 :

min
γ, Q , Y , Z ,Γ
γ,

s. t .式 (3) , (17) , (18) , (24) , (27) . (28)

　　定理 2[6 ] 　假设式 (28) 在 j1 时刻可行 ,则滚动

地执行控制律 (7) 保证了式 (3) 成立以及闭环系统

渐近稳定.

　　注 1　若选取 u( j k ) = F( j k ) x ( j k ) ,则式 (17)

～ (19) 保证了 (24) , (26) , (27) 成立. 故相比于

(21) , (28) 更易有解 ,且能得到更加优化的控制作

用 ,即在反馈控制律之前加入一个自由控制作用可

以改进可行性和最优性.

　　L MI优化问题 (21) 或 (28) 的复杂度是时间多

项式 ,采用最快的内点法时 ,与 K3 L成正比.其中 : K

是标量变量数 ,L是全局L MI系统[2 ]的行数.参量 K

在式 (21) 中为

K = 1 + nm +
1
2

n( n + 1) +
1
2

m ( m +

1) +
1
2

q( q + 1) ,

在式 (28) 中为

K = 2 + nm +
1
2

n( n + 1) +
1
2

m ( m +

1) +
1
2

q( q + 1) ,

参量 L在式 (21) 中为

L = (4 n + m + q) ∑
d

t = 1
L i + 2 n + 2 m + q + 1 ,

在式 (28) 中为

L = (5 n + 3 m + q + 1) ∑
d

t = 1
L t + n + 5 m + q + 1 .

当 n = m = q时 ,式 (28) 的计算复杂度为式 (21) 的

1 . 5倍.

5　数值仿真
　　考虑

x ( k + 1) =β
1 0 . 2

ρ( k) 1
+

1

0
u( k) .

其中 :丢包上限为 d = 3 ,ρ( k) ∈[0 . 5 ,1 . 5 ]为不确

定参数 ,β> 0为一常量 ,约束 | u | ≤2 .取 Q = I , R

= 1 .

　　对于式 (21) 或 (28) 提出的网络鲁棒预测控制

方法 ,定义吸引域 P为使闭环系统渐近稳定的 x ( j1 )

的所在区域.对于所有的 x ( j1 ) ∈P ,存在可行控制

序列使闭环系统渐近稳定. P是凸的 ,通常为非椭圆

形.对于β= 1 ,采用式 (21) 所对应的吸引域 P如图

1中点线区域 ,采用式 (28) 所对应的吸引域 P如图 1

中实线区域.随机选取了这些吸引域中 300个点 ,并

将其作为 x ( j1 ) .求解式 (21) 300次耗时 5/ 3 min ,求

解式 (28) 300次耗时 7/ 3 min .

图 1　吸引域

　　选取 x (0) = [ - 4　5 ]T和 j1 = 0 .当β≤1 . 01

时 ,式 (21) 存在可行解 ;当β≤1 . 06时 ,式 (28) 存在

可行解.进一步选取

ρ( k) = 1 + 0 . 5 sin ( k) ,

j k+1 = j k + 2 . 5 + 0 . 5 ( - 1) k .

　　对于β= 1 . 01时 ,采用式 (21) 所对应的闭环状

态轨迹为图 2 中的虚线 ;对于β = 1 . 06 时 ,采用式

(28) 所对应的闭环状态轨迹为图 2中的实线.

图 2　闭环状态轨迹

　　由图 2可知 ,两种控制方法皆可使闭环系统达

到渐近稳定.由图 1可知 ,方法 2的吸引域大于方法

1 .
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　　仿真是基于 Matlab5. 3 的 L MI 工具箱完成

的[10 ] . 硬件平台为 1. 5 G PentiumV CPU ,256M

Memory.

6　结 　　论
　　本文对网络环境下带任意有界丢包的多包描述

系统的鲁棒预测控制进行了研究.将文献[4 ,6 ]中的

基本方法进行了扩展 ,综合了不带自由控制作用和

带一个自由控制作用的鲁棒预测控制方法.由本文

方法可方便地得到带多个自由控制作用的鲁棒预测

控制和离线型鲁棒预测控制.
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