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机器人手眼关系、基坐标系和世界坐标系关系的同时标定

张　旭，李爱国，马　孜，胡　英

（大连海事大学 自动化研究中心，辽宁 大连１１６０２６）

摘　要：提出了同时确定手眼关系以及机器人坐标系到世界坐标系关系的两种算法．算法１基于矩阵直积理论，可

一次算出标定方程的旋转部分和平移部分，与现有的４元数法相比，不存在误差的传递问题；算法２基于粒子群优化

理论，同样能一次计算出标定方程的旋转部分和平移部分，与采用ＬｅｖｅｎｂｅｒｇＭａｒｑｕａｒｄｔ的算法相比，该方法只需指

定参数的范围．仿真结果表明了算法的有效性，并对于类似问题具有一定参考价值．
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１　引　　言
近几年来，手眼式机器人系统在电子装配［１］、逆

向工程［２］、焊接工程［３］等领域得到了应用．在手眼式

视觉系统中，摄像机通常安装在机器人的末端执行

器上，获得空间中物体的位置信息；然后，通过控制

系统作出决策，命令机器人执行相应的动作．这其中

关键的环节是获取摄像机与机器人末端执行器的坐

标转换关系，即手眼标定．

手眼标定问题通常归结为求解齐次矩阵方程

犃犡 ＝犡犅
［４］．目前，求解手眼标定方程的方法主要

有两种：两步法和单步法．两步法是将标定方程分

解，首先求解旋转部分，然后利用旋转部分的结果求

解平移部分［４，５］．该方法存在误差传递问题，即旋转

矩阵的误差会影响到平移向量的精度．单步法可同

时求得旋转部分和平移部分，以非线性优化方法居

多．单步法虽然不存在误差传递问题，但却存在初值

的选择问题［６］．

文献［７］提出了通过求解齐次矩阵方程犃犡 ＝

犣犅 来同时确定手眼关系犡 以及机器人坐标系和世

界坐标系关系犣的方法．文献［７］使用４元数法求解

方程犃犡 ＝犣犅．整个过程分两步：首先计算标定方

程的旋转部分；然后计算平移部分，并要求矩阵犃所

对应的旋转角不等于π．文献［８］对该问题给出了两

种求解方法：一是建立关于方程犃犡＝犣犅的误差函

数，得到了使误差函数极小化的闭式解；二是将标定

方程转化为非线性优化问题，采用非线性最小二乘

进行求解．

本文给出了齐次方程犃犡 ＝犣犅 的两种新解
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法：

方法１：使用向量化算子作用于犃犡＝犣犅，得到

关于犡，犣的线性方程．考虑到一般情况下测量数据

存在噪声，采用整体最小二乘法求解线性方程．和文

献［７］中的方法相比较，本文提出的方法可同时求

出旋转矩阵和平移向量，避免了误差的传递．

方法２：基于改进的粒子群优化算法，和非线性

最小二乘方法（ＬｅｖｅｎｂｅｒｇＭａｒｑｕａｒｄｔ）相比较，本文

提出的方法只需指定各个参数的范围，减小了对初

值的依赖程度．

２　 问题描述

图１　 标定系统图

由图１可得

犃犡 ＝犣犅． （１）

对于摄像机而言，矩阵犃可通过外参数标定得到，矩

阵犅可通过机器人的正向运动学方程得到
［１５］．令

犚犃，犚犡，犚犣，犚犅 分别代表齐次变换矩阵犃，犡，犣，犅

的旋转部分；狋犃，狋犡，狋犣，狋犅 分别代表齐次变换矩阵犃，

犡，犣，犅的平移部分．式（１）可表示为

犚犃 狋犃［ ］
０ ０

犚犡 狋犡［ ］
０ １

＝
犚犣 狋犣［ ］
０ １

犚犅 狋犅［ ］
０ １

．（２）

将该齐次方程展开得

犚犃犚犡 ＝犚犣犚犅， （３）

犚犃狋犡 ＋狋犃 ＝犚犣狋犅＋狋犣． （４）

这样，式（１）的求解就转化为以上两个方程的求解．

３　 问题的解
３．１　 基于矩阵直积

定义１　 若犃＝［犪犻犼］是一个犿×狀矩阵，则犃

的向量化函数ｖｅｃ（犃）是一个狀×犿维向量，即

ｖｅｃ（犃）＝ ［犪１１，犪１２，…，犪１狀，…，犪犿狀］
Ｔ． （５）

定义２　犿 ×狀 矩阵犃 和狆 ×狇矩阵犅 的

Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ积定义为

犃犅＝ ［犪犻犼犅］＝

犪１１犅 … 犪１狀犅

  

犪犿１犅 … 犪犿狀

熿

燀

燄

燅犅

．（６）

引理１　 若犃∈犚
犿×狆，犅∈犚

狆×狇，犆∈犚
狇×狀，则

ｖｅｃ（犃犅犆）＝ （犃犆
Ｔ）ｖｅｃ（犅）． （７）

将向量化函数ｖｅｃ（·）作用于式 （３）和（４），应

用引理１可得

［犚犃 犐３，－犐３ 犚
Ｔ
犅］
ｖｅｃ（犚犡）

ｖｅｃ（犚犣
［ ］）＝０， （８）

［犐３ 狋
Ｔ
犅，－犚犃，犐３］

ｖｅｃ（犚犣）

狋犡

狋

熿

燀

燄

燅犣

＝狋犃， （９）

其中犐３ 代表３×３单位矩阵．令ｖｅｃ（犚犡）＝狓，

ｖｅｃ（犚犣）＝狕，式（８）和（９）可简化为

犚犃 犐３ －犐３ 犚
Ｔ
犅 ０９×３ ０９×３

０３×９ 犐３ 狋
Ｔ
犅 －犚犃 犐

［ ］
３

狓

狕

狋犡

狋

熿

燀

燄

燅犣

＝
０９

狋
［ ］
犃

．

（１０）

式（１０）是一个典型的具有犆犢 ＝犫形式的线性

方程组，只要测量数据足够多（文献［７］研究表明，

唯一确定犚犡，犚犣，狋犡，狋犣 至少需要３组数据），就可以

通过最小二乘法求解．考虑到一般情况下测量数据

存在噪声，即标定方程（７）左右两边均有扰动，本文

采用整体最小二乘法［１３］．基本步骤如下：

１）对增广［－犫，犆］进行奇异值分解，记最小奇

异值所对应的特征向量为狏＝ ［狏１，狏２，…，狏２５］
Ｔ；

２）式（１０）的整体最小二乘解为

狔＝
１

狏１
［狏２，狏３，…，狏２５］

Ｔ． （１１）

３．２　 具有变异操作的粒子群优化算法（犕犘犛犗）

粒子 群 优 化 算 法 （ＰＳＯ）是 由 Ｅｂｅｒｈａｒｔ和

Ｋｅｎｎｅｄｙ
［９］提出的一种基于群体智能理论的演化计

算方法，通过种群粒子间的合作与竞争产生群体智

能指导优化搜索．与常规的ＧＡ算法相比较，它具有

算法简单、易实现、计算量小和计算效率高的优点．

同遗传算法类似，粒子群算法首先初始化一群随机

粒子，每个粒子都代表着优化问题的一个可能解．它

有自己的位置和速度，粒子位置坐标对应的目标函

数作为该粒子的适应度［９，１０］．在每次迭代中，各个粒

子记忆并追随当前最优粒子，通过跟踪两个“极值”

更新自己：一个是粒子本身所找到的最优解，即个体

极值；另一个是整个种群目前找到的最优解，称为全

局极值．在找到这两个最优值后，粒子进行迭代并更

新自己的位置［９１１］．

设在犱维的搜索空间中，种群粒子数为狀，狓犼 ＝

［狓犼１，狓犼２，…，狓犼犱］，狏犼 ＝ ［狏犼１，狏犼２，…，狏犼犱］分别表示

第犼个粒子位置及速度，则每个粒子的速度和位置

更新为

狏犼（犽＋１）＝

狑狏犼（犽）＋犮１ｒａｎｄ１（）（狆犼－狓犼（犽））＋

犮２ｒａｎｄ２（）（犌－狓犼（犽））， （１２）

狓犼（犽＋１）＝狓犼（犽）＋狏犼（犽）． （１３）

２３５１
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其中：犽，犽＋１分别为进化代数为当前代和下一代；

狆犼为第犼个粒子自身搜索到的最佳点；犌为整个种

群目前搜索到的最佳点；狑为惯性系数，可用来控制

算法的收敛特性［１２］，通常按式（１４）调节；犮１，犮２ 为加

速度因子，通常设犮１＝犮２＝２
［１１］；ｒａｎｄ（）为［０，１］之

间的随机数．为了减少粒子飞离搜索空间的可能性，

将速度狏犼限制在［－狏ｍａｘ，狏ｍａｘ］之间，狏ｍａｘ ＝σ狓ｍａｘ，σ

∈ ［０．１，１］
［１１］，有

狑＝狑ｍａｘ－
狑ｍａｘ－狑ｍｉｎ

ｉｔｅｒｍａｘ
×ｉｔｅｒ． （１４）

其中：ｉｔｅｒｍａｘ为最大进化代数，ｉｔｅｒ为当前进化代数．

标准ＰＳＯ算法与常规遗传算法相似，在算法后

期也存在易陷入局部极值点的现象．虽然一些改进

方法如增加粒子群规模，动态调整ＰＳＯ的惯性系数

等对算法性能有一定的改善，但不能从根本上克服

早熟收敛的现象．本文提出一种改进ＰＳＯ算法，将

遗传算法中的变异思想引入到标准的ＰＳＯ算法中．

在算法出现早熟收敛时，能使变异粒子在解空间的

其他区域进行搜索，尽量避免算法陷入极小值点．

对粒子狓＝［狓１，狓２，…，狓犱］执行变异后的结果

为

狓狋＝
狓狋，ｒａｎｄ３（０，１）＜１／犱；

狓犽＋犌（０，１／犽），ｏｔｈｅｒｓ
｛ ．

（１５）

其中：犌（０，１／犽）为高斯分布的随机数，犽为进化代

数．

具有变异操作的粒子群算法的伪代码如下：

ｂｅｇｉｎ

　ｉｎｉｔｉａｌｉｚｅｔｈｅｐｏｐｕｌａｔｉｏｎ

ｗｈｉｌｅ（ｔｅｒｍｉｎａｔｉｏｎｃｏｎｄｉｔｉｏｎ＝＝ｆａｌｓｅ）

ｄｏ

ｆｏｒ（犻＝１ｔｏｎｕｍｂｅｒｏｆｐａｒｔｉｃｌｅｓ）

ｅｖａｌｕａｔｅｔｈｅｆｉｔｎｅｓｓ∶＝犳（狓）

ｕｐｄａｔｅ狆犻ａｎｄ犌

ｃａｌｃｕｌａｔｅｎｅｗｖｅｌｏｃｉｔｙ∶＝狏犻

ｕｐｄａｔｅｔｈｅｐｏｓｉｔｉｏｎ

ｅｘｅｃｕｔｅｍｕｔａｔｉｏｎ

ｉｎｃｒｅａｓｅ犻

ｅｎｄｄｏ

ｅｎｄ．

设机器人手腕运动到狀个位置得到狀组测量数

据（犃犻，犅犻），应用 ＭＰＳＯ求解标定方程（１），定义适

应度函数为

犳（犚犡，犚犣，狋犡，狋犣）＝

μ１∑
狀

犻＝１

（‖犚犃犻犚犡 －犚犅犻犚犣‖
２）＋

μ２∑
狀

犻＝１

（‖犚犃犻狋犡 ＋狋犃犻－犚犣狋犅犻－狋犣‖
２）＋

μ３‖犚犡犚
Ｔ
犡 －犐‖

２
＋μ４‖犚犣犚

Ｔ
犣 －犐‖

２． （１６）

其中：μ１，μ２，μ３，μ４为正数；前两项对应式（３）和（４）；

最后两项是惩罚项，用来保证犚犡和犚犣为旋转矩阵．

为了降低搜索空间的维数，本文用４元数表示旋转

矩阵［１４］．这样待优化的参数由２４个（两个旋转矩阵

对应１８个参数，两个平移向量对应６个参数）降到

了１４个（两个旋转矩阵对应８个参数，两个平移向

量对应６个参数）．

４　 仿真研究
采用ＰＵＭＡ５６０机器人作为仿真模型，表１给

出了该机器人的ＤｅｎａｖｉｔＨａｒｔｅｎｂｅｒｇ参数．

表１　犘犝犕犃５６０机器人犇犲狀犪狏犻狋犎犪狉狋犲狀犫犲狉犵参数

犻 α犻／ｄｅｇ 犪犻／ｍｍ 犱犻／ｍｍ θ犻／ｄｅｇ

１

２

３

４

５

６

９０

０

－９０

９０

－９０

０

０

４３１．８

２０．３

０

０

０

０

０

１５０．０５

４３１．８

０

０

θ１

θ２

θ３

θ４

θ５

θ６

设世界坐标系到机器人基坐标系，摄像机坐标

系到手腕坐标系的齐次变换矩阵分别为

　犣＝

　

－０．９９９０８ －０．０３２６６ ０．０２７８６ １６４．２２６

０．０２７３７ ０．０１５５３ ０．９９９５０ ３０１．６３８

－０．０３３０８ ０．９９９３５ －０．０１４６２ －９６２．８４１

０．０００００ ０．０００００ ０．０００００ １．

熿

燀

燄

燅０００００

，

（１７ａ）

　犡＝

－０．９７６５１ －０．０９４６８ ０．１９３５６ ９．１９０

０．０６３６２ －０．９８４９３ ０．１６０８２ ５．３９７

－０．２０５８７ ０．１４４７３ ０．９６７８２ ６２．６４８

０．０００００ ０．０００００ ０．０００００ １．

熿

燀

燄

燅０００００

．

（１７ｂ）

为了验证算法的性能以及尽量模拟实际状况，

进行的实验分为４种情况：１）无噪声；２）摄像机的

外参数矩阵犃存在噪声；３）机器人末端关节的位姿

矩阵犅存在噪声；４）摄像机的外参数矩阵犃和机器

人末端关节的位姿矩阵犅都存在噪声．

具体地，姿态噪声随机分布在犝（－０．５，０．５），

单位为ｄｅｇ；位置噪声随机分布在犝（－１，１），单位

为ｍｍ．摄像机外参数矩阵的误差与摄像机的标定

精度有关，以 Ｔｓａｉ两步法为例，平均精度可达

１／４０００
［５］．经过标定的机器人，其定位精度可达

０．１ｍｍ
［１６］．这些误差均大于仿真时设定的随机误

差．

仿真过程如下：

３３５１
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１）给定狀组关节角，由ＰＵＭＡ５６０机器人的正

向运动学方程得到机器人末端关节的狀个姿态矩阵

犅犻；

２）由犃犻＝犣犅犻犡
－１计算出摄像机的狀个外参数

矩阵犃犻；

３）在摄像机的外参数矩阵犃犻或机器人末端关

节的姿态矩阵犅犻加入随机噪声；

４）分别使用４元数法
［７］（需要检验矩阵犃犻对应

的 旋 转 角 ）， 非 线 性 最 小 二 乘

ＬｅｖｅｎｂｅｒｇＭａｒｑｕａｒｄｔ
［８］（初值为４元数法的计算结

图２　 误差和测量数据量关系曲线

果），以及文中的ＬＭ，ＭＰＳＯ方法计算 犡^ 和犣^；

５）计算误差ｅｒｒｏｒ＝ ‖^犡 －犡‖
２
＋ ‖^犣－

犣‖
２．

实验结果如图２所示，从而可得如下结果：

１）当数据无噪声时，ＬＭ，ＭＰＳＯ和Ｌｅｖｅｎｂｅｒｇ

Ｍａｒｑｕａｒｄｔ的计算精度相当，由于舍入误差的传递，

４元数法的精度略逊于其他３种方法．

２）当数据存在噪声时，ＫｒｏｎｅｃｋｅｒＰｒｏｄｕｃｔ的

精度明显优于４元数法，并且对数据无特别限制．

３）当数据存在噪声时，优化方法的整体精度优

于解析方法．

４）ＭＰＳＯ得到的结果和ＬｅｖｅｎｂｅｒｇＭａｒｑｕａｒｄｔ

算法的结果精度相当，ＬｅｖｅｎｂｅｒｇＭａｒｑｕａｒｄｔ算法

需要指定初值，ＭＰＳＯ算法只需指定参数的范围．

５）由于 ＭＰＳＯ和ＬｅｖｅｎｂｅｒｇＭａｒｑｕａｒｄｔ需要

进行多次迭代，导致其计算效率低于 Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ

Ｐｒｏｄｕｃｔ和４元数法，ＫｒｏｎｅｃｋｅｒＰｒｏｄｕｃｔ和４元数

法的计算效率无明显区别．

５　结　　论
机器人手眼矩阵计算是机器人视觉、机器人校

准以及视觉伺服等研究领域共同的课题．通过齐次

矩阵方程犃犡＝犣犅能同时获得手眼关系以及机器

人坐标系和世界坐标系关系．本文基于矩阵直积和

粒子群优化理论，给出了该方程的两种解法．这两种

方法均能一次性计算出标定方程的旋转部分和平移

部分，因而不存在误差传递问题．仿真结果表明，本

文给出的方法具有较高的求解精度，对于噪声具有

一定的鲁棒性．
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