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摘　要：针对控制向量参数化方法敏感度方程求解耗时长、时间节点数难确定等问题，提出一种改进的控制向量参

数化方法．首先利用分段常数对系统敏感度方程进行近似处理，有效地得到了敏感度方程的近似解析解，避免了对高

维敏感度方程数值积分的计算负担；然后根据目标函数关于控制参数的敏感度来选择需要细化的控制参数，得到满

足优化精度要求的最优时间节点数．针对非线性ＣＳＴＲ的仿真研究验证了所提出算法的可行性和有效性．
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１　引　　言
　　工业过程模型大都是复杂的非线性模型，存在

各种约束条件，一般用间接方法和迭代动态规划方

法难以解决这类模型的动态优化问题．近年来，动态

优化算法的研究主要集中在直接方法上［１］．控制向

量参数化方法（ＣＶＰ）是一种解决过程动态优化问题

的有效方法［２］．该方法首先将控制变量离散化为有

限时间段；然后在优化时域内对系统模型积分，将优

化问题中的系统模型约束完全消去，减少了非线性

规划（ＮＬＰ）中的变量个数；最后用ＮＬＰ方法求解，

以得到优化控制参数．

ＣＶＰ的优点在于它是一种可行路径方法，寻优

变量少．但在每次优化迭代中，ＣＶＰ都需要对系统

模型进行数值积分，耗时长．因此，ＣＶＰ比较适合解

决具有多状态低自由度的优化问题，而不适宜解决

具有长优化时域和多自由度的优化问题［１］．近几年

出现了一些ＣＶＰ的改进算法：Ｂｉｎｄｅｒ
［３］等提出一种

自适应ＣＶＰ方法，该方法通过小波函数分析前一时

刻得到的优化控制参数，自适应地选择需要细化的

控制参数，降低了整体优化的计算量；Ｓｃｈｌｅｇｅｌ
［４］对

该方法做了进一步改进，并将其应用于间歇过程动

态实时优化［５］和非线性预测控制［６］；ＢａｌｓａＣａｎｔｏ
［７］

等提出了一种基于二阶导数信息的ＣＶＰ方法，并利

用改进的截断牛顿法求解ＮＬＰ问题
［８］，其结果表明

算法具有较高的精度．

为有效地求解动态优化问题，本文提出一种改
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进的控制向量参数化算法（ＥＣＶＰ）．该算法通过对

系统敏感度方程的分析，提出用分段常数对敏感度

方程进行近似处理，得到其近似解析解，避免了对高

维敏感度方程进行数值积分计算，有效地得到了

ＮＬＰ的梯度信息．另外，在分析影响目标函数因素

的基础上，根据目标函数与控制参数的敏感度选择

需要细化的控制参数，得到了满足优化精度要求的

最佳时间节点数．最后通过仿真研究表明了所提出

算法的可行性和有效性．

２　动态优化问题描述
　　工业过程模型通常可以用非线性微分方程组

（ＯＤＥｓ）或微分代数方程组（ＤＡＥｓ）描述．由于

ＤＡＥｓ在一定条件下可转化为 ＯＤＥｓ，这里只考虑

系统模型为ＯＤＥｓ的情况．动态优化是指对过程的

操作变量实施控制，使其经济性能指标最优［１，９］．典

型的连续过程动态优化问题Ｐ１可表示为

ｍｉｎ
狌
犑（狌）＝Φ（狓（狋犳），狋犳）＋

　　 　　　∫
狋
犳

０
Ψ（狓（狋），狌（狋））ｄ狋． （１）

ｓ．ｔ．
ｄ狓
ｄ狋
＝犳（狓（狋），狌（狋），狋），狓（０）＝狓０； （２）

　　犺（狓（狋），狌（狋））≤０． （３）

式中：狓∈犚
狀狓，狌∈犚

狀狌 分别为状态变量和控制变

量；犳（·）和犺（·）为相应维数的连续可微非线性函

数，并假设目标函数是关于狌的光滑函数．式（２）定

义了系统模型和状态初值条件；式（３）为状态变量

和控制变量的路径约束．

ＣＶＰ首先通过控制参数将控制变量离散化；然

后利用离散的控制量在优化时域内对模型（２）积

分，将优化问题中的系统模型约束完全消去．一般可

用分段常数函数、分段线性函数或高阶Ｂ样条函数

进行参数化［３，４］，且大多情况下分段常数函数能够

很好地完成对控制量的逼近［３，４，７］．

将优化时域［０，狋犳］分割为犖 个时间单元，在各

时间单元内用分段常数函数逼近连续控制量，即

狌（狋）＝狌犻，狋犻－１ ≤狋＜狋犻，犻＝１，２，…，犖． （４）

式中：狋犻－狋犻－１ 为时间单元犻的长度，犖 为时间节点

数．状态变量在相邻两个时间单元处连续，即

狓（狋＋犻）＝狓（狋
－
犻）． （５）

式中：狋－犻 为第犻个时间单元的末端时刻，狋
＋
犻 为第犻＋１

个时间单元的起始时刻．参数化后，对于狀狌 维控制

量而言，优化变量的维数为狀狌×犖 维，是一个复杂

的高维ＮＬＰ问题．用序列二次规划（ＳＱＰ）等梯度优

化算法求解时，需要计算目标函数关于控制参数的

梯度，甚至海森矩阵，计算量将随着节点数犖 的增

加而急剧增加．因此，如何快速有效地计算这些梯度

信息，选择合适的节点数犖便成为ＣＶＰ成功实施的

关键［３］．

３　 敏感度方程计算
　　 目标函数关于控制参数的梯度计算方法主要

有有限差分法、伴随方程法和敏感度方程法．文献

［１０］对这３种方法进行了比较，认为与伴随方程法

相比，敏感度方程方法具有更高的效率．定义状态变

量关于控制参数狌犼的敏感度为

狊犼（狋）＝
狓（狋）

狌犼
，狓

（０）

狌犼
＝０，

狋犻－１ ≤狋＜狋犻，犻，犼＝１，…，犖． （６）

对系统模型关于控制参数求偏导，由微分链式法则

得系统敏感度方程

狓（狋）

狌犼
＝ （犳
狓
）狓（狋）
狌犼

＋（犳
狌
）狌（狋）
狌犼

． （７）

将式（６）代入（７）得

狊犼（狋）＝ （犳
狓
）狊犼（狋）＋（犳

狌
）狌（狋）
狌犼

． （８）

为获得敏感度方程（８）的解，一般是将式（８）与（２）

联立，得到一个狀狓×（狀狌×犖＋１）维的增广微分方

程，然后用数值积分算法求解［７，８］．但这在每次优化

迭代中都要求解一个高维微分方程，积分运算量大，

有时甚至占整个优化时间的９０％ 以上
［１，７］．

式（８）实际上是一个线性连续时变系统，其初

值为狓（０）／狌犼 ＝０．输入狌（狋）／狌犼 是一个脉冲函

数，即

狌（狋）

狌犼
＝
犐，狋∈ ［狋犼－１，狋犼］；

０，｛ ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ．
（９）

如果参数化节点数足够多，则在每个时间单元

内，敏感度方程都可以近似为一个线性时不变系统．

进而对整个优化时域而言，可以用分段常数函数来

近似敏感度方程中的（犳／狓）和（犳／狌），得到敏感

度方程（８）的近似解析解．其具体推导过程如下：

定义

犳狓（狋犻）＝ （犳
犜

狓
）狘狓犻，狌犻，犳狌（狋犻）＝ （犳

犜

狌
）狘狓犻，狌犻，

犃犻＝ｅ
犳狓
（狋犻
）τ，犅犻＝∫

Δ狋犻

０
ｅ犳狓

（狋犻
）τｄτ犳狌（狋犻），

狕犻，犼 ＝
狓（狋犻）

狌犼
，狏犻，犼 ＝

狌（狋犻）

狌犼
，

则可以得到式（８）的离散化形式为

狕犻＋１，犼 ＝犃犻狕犻，犼＋犅犻狏犻，犼． （１０）

因为未来的控制量对当前状态量没有影响，所以当犻

＝犼时，狏犻，犼＝犐，狕犻，犼＝０；当犻＞犼时，狏犻，犼＝０．因此有

狕犻＋１，犼 ＝
犃犻狕犻，犼，犻＞犼；

犅犼，犻＝犼
｛ ．

递推得

８５７１
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狕犻＋１，犼 ＝犃犻犃犻－１…犃犼＋１犅犼， （１１）

即得狊犼（狋）＝狕犻，犼，狋犻－１ ≤狋＜狋犻，犻，犼＝１，２，…，犖．

由狊犼（狋）可以进一步计算得到目标函数关于控

制参数的导数

犑（狌）

狌犻
＝

（ Φ
狓（狋犳）

）狊犻（狋犳）＋

∫
狋
犳

０
［（Ψ
狓（狋）

）狊犻（狋）＋（Ψ
狌（狋）

）狌（狋）
狌犻

］ｄ狋． （１２）

在求解敏感度方程的过程中需计算大量的导数

信息．利用有限差分求解时，耗时长，精度较低，有时

甚至导致优化提前收敛或无法求解［１１］．自动微分

（ＡＤ）是采用链式求导法则对函数精确求导的一项

技术［１２］，当过程模型比较复杂时，可使用ＡＤ计算所

需导数信息．

４　 时间节点选择
　　 一般而言，选择的时间节点数犖 越大，划分优

化时域得到的时间单元越小，控制参数逼近控制量

的效果越好，优化结果越精确．但这也将导致敏感度

方程和ＮＬＰ问题维数越高，计算负担加重．因此，在

保证一定优化计算精度的前提下，希望选择尽量少

的节点数犖１，以降低计算量．本文提出一种新的时

间单元划分方法．该方法首先使用较少的节点数

犖１，优化结束后根据目标函数关于控制参数敏感度

的绝对值，选择需要进一步细化的时间单元，增加相

应时间节点，最终得到满足精度要求的节点数．

为简化推导过程，这里只考虑控制量是一维的

情况．定义狌１ ＝ ［狌
１
１ ，…，狌

１
犖
１
］和犑１ （狌

１）是节点

数为犖１ 时的最优控制参数和最优目标函数．当优

化结果不满足精度要求时，需要细化优化时域，则应

选择增加那些使优化目标函数下降最大的控制参

数．定义狌２ ＝ ［狌
２
１ ，…，狌

２
犖
２
］和犑２ （狌

２）是节点数

为犖２ 时的最优控制参数和目标函数．不失一般性，

假设在狋犖犻－１≤狋≤狋犖１ ＝狋犳 内增加一个节点，即犖２

＝犖１＋１，如图１示．因为犑
（狌）是关于狌 的光滑

函数，所以将（犑２ －犑

１ ）一阶泰勒展开，得

Δ犑

＝犑


２ －犑


１ ＝

犑（狌２）－犑（狌
１）≈

犑

狌犻 狌犻＝狌
１
Δ狌

， （１３）

式中

Δ狌

＝［（狌

２
１ －狌

１
１ ），…，（狌

２
犖
１
－狌

１
犖
１
），

（狌２犖
１＋１－狌

１
犖
１
）］．

由式（１３）可知，目标函数下降幅度（Δ犑）与敏

感度的近似关系，从而可通过设定一个敏感度阈值

ε≥ ０ 来判断控制参数狌犻 是否需要细化：当

狘犑／狌犻狘≥ε时，细化控制参数狌犻；当狘犑／狌犻狘＜

ε时，保持狌犻不变．

图１　 优化时域的细化过程（犖１ →犖２）

５　 仿真研究
　　 针对连续搅拌反应器ＣＳＴＲ

［８］进行仿真研究．

该ＣＳＴＲ内发生４个化学反应，控制量为３个进料流

量和１个电机驱动电量，其模型如下：

狓１ ＝狌４－（狌１＋狌２＋狌４）狓１－

１７．６狓１狓２－２３狓１狓６狌３，

狓２ ＝狌１－（狌１＋狌２＋狌４）狓２－

１７．６狓１狓２－１４６狓２狌３

狓３ ＝狌２－（狌１＋狌２＋狌４）狓３－７３狓２狌３，

狓４ ＝－（狌１＋狌２＋狌４）狓４＋

３５．２狓１狓２－５１．３狓４狌５，

狓５ ＝－（狌１＋狌２＋狌４）狓５＋

２１９狓２狓３－５１．３狓４狓５，

狓６ ＝－（狌１＋狌２＋狌４）狓６＋

１０２．６狓４狓５－２３狓１狓６狌３，

狓７ ＝－（狌１＋狌２＋狌４）狓７＋４６狓１狓６狌３． （１４）

其动态实时优化问题可描述为

ｍａｘ
狌
犑＝

　　∫
狋
犳

０
｛５．８［（狌１＋狌２＋狌４）狓１－狌４］－

　　３．７狌１－４．１狌２＋（狌１＋狌２狌４）（２３狓４＋

　　１１狓５＋２８狓６＋３５狓７）－５狌
２
３－０．０９９｝ｄ狋；

ｓ．ｔ．［０，０，０，０］Ｔ ≤狌（狋）≤ ［２０，６，４，２０］
Ｔ，

　　狓（０）＝

　　［０．１８８３，０．２５０７，０．０４６７，０．０８９９，

　　０．１８０４，０．１３９４，０．１０４６］
Ｔ，

０≤狋≤狋犳，狋犳 ＝０．２． （１５）

定义目标函数为一个新的状态变量狓８，则目标

函数转化为ｍａｘ
狌
犑 ＝狓８（狋犳），选择控制变量初值

狌（０）＝ ［１０，３，２，６］Ｔ，此时目标函数初值犑０ ＝

１６．８５３７．使用ＯＤＥ４５进行积分运算，选择绝对积分

误差为１．０×１０
－５，利用Ｍａｔｌａｂ优化工具箱ｆｍｉｎｃｏｎ

函数求解ＮＬＰ问题，其容许误差为１．０×１０－
５，设定

敏感度阈值ε＝０．０２．最终优化平均耗时２８１ｓ，得到

的最优节点数犖＝２５，优化结果如图２～图４所示．

由图２可以看出，当节点数犖 ＝２５时，目标函

数关于控制参数敏感度满足阈值条件，优化迭代结

９５７１
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束，得到了设定精度下的最小节点数．图３是在优化

时域［０，０．２］内的最优控制轨迹，相应的目标函数

随优化时间的变化曲线如图４示．在同样的计算时

间内，ＥＣＶＰ 得 到 的 目 标 值 为 ２１．８１１５，优 于

ＢａｌｓａＣａｎｔｏ等采用基于二阶敏感度信息的ＣＶＰ算

法［７］所得到的２１．８０７，接近于文献［８］所报道的最

好结果２１．８１６７．

图２　目标函数关于控制参数的敏感度（犖＝２５）

图３　最优控制轨迹 （犖＝２５）

图４　目标函数值随优化时间变化

６　结　　论
　　基于过程动态模型的动态优化，对于提升产品

质量、增加企业效益具有重要意义．为有效地求解动

态优化问题，本文提出了一种改进的控制向量参数

化方法．该方法利用分段常数对系统敏感度方程进

行近似处理，得到了敏感度方程的近似解析解以及

ＮＬＰ问题的梯度信息，避免了用于数值积分的大量

计算时间．另外，利用目标函数与控制参数的敏感度

来选择需要细化的控制参数，得到了最佳时间节点

数．ＣＳＴＲ的仿真结果验证了所提出算法的可行性

和有效性．
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