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具有时延的多个体系统的一致性问题综述

刘成林，田玉平

（东南大学 自动化学院，南京２１００９６）

摘　要：考察了具有时延的多个体系统的一致性问题．根据不同的分析方法，介绍了关于具有通信时延的多个体系

统一致性问题的结果，并对各种分析方法的特点进行了比较．此外，对具有输入时延的多个体系统的现有一致性结果

也作了介绍．最后评述了该研究领域存在的问题以及今后的研究方向．
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１　引　　言
　　近年来，多个体系统的协调控制引起了众多研

究领域学者的研究兴趣［１，２］，如生物、人工智能、自

动控制等．目前，作为多个体系统的协调控制中最基

本的问题之一，一致性问题受到了科学工作者的广

泛关注．在多个体系统中，一致性是指空间分布的几

个个体或者处理器，在没有中央协调控制或者全局

通信的情况下，个体之间通过局部的相互耦合作用，

达到一个相同的状态或输出．为了达到一致，个体之

间通过通信或传感网络相互交换共同感兴趣的信

息，并通过一定的分散耦合算法来实现状态一致．该

算法被称为一致性算法．个体之间交换的状态信息

代表多个体系统的协调变量，它可以表示群集运动

的方向、编队的中心信息等［３］．此外，一致性协调控

制的研究在多个体系统的其他研究课题中起到了非

常重要的作用，如耦合同步、群集算法的设计、多机

器人系统的编队控制等．

在多个体系统的协调控制网络中，个体之间通

过传感器或通信设备进行信息传输而产生的通信时

延，对系统集体行为的影响不容忽视．目前，具有通

信时延的多个体系统的一致性问题引起了广泛关

注．除通信时延外，多个体系统还存在另外一种不容

忽视的时延：个体自身对于外部作用或信号的处理

或连接时间，称之为输入时延．输入时延问题在经典

控制理论中已经得到了深入的研究［４］，但目前关于

具有输入时延的多个体系统的一致性问题的研究相

对较少．

２　多个体系统的一致性问题
　　一致性问题的研究已有很长一段时间，在管理

科学与统计研究领域一直备受关注［５，６］．１９９５年，

Ｖｉｃｓｅｋ等
［７］提出了一个离散时间模型来刻画多自

动个体系统，模型中个体方向的一致性现象激发了
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众多学者对多个体系统一致性问题的研究兴趣．

２．１　个体动态

目前，在多个体系统的一致性问题研究中，个体

动态的描述有单积分、双积分等．

２．１．１　单 积 分
狓犻＝狌犻，犻＝１，…，狀， （１）

其中：狓犻∈犚和狌犻∈犚分别表示个体犻的状态和控

制输入．模型（１）描述了个体质点的运动学方程．在

任意的初始状态下，对于任意犻，犼＝１，…，狀，如果

ｌｉｍ
狋→∞

（狓犻－狓犼）＝０，则称系统（１）渐近达到一致；如果

最终收敛的一致状态为所有个体初始值的平均值，

则称系统（１）渐近达到平均一致．此外，系统（１）通

常被称为一阶多个体系统．

在一致性问题研究中，如下个体动态为单积分

的离散时间多个体系统也深受关注：

狓犻（犽＋１）＝狓犻（犽）＋狌犻（犽），犻＝１，…，狀．（２）

２．１．２　 双 积 分
狓犻＝狏犻，狏犻＝狌犻，犻＝１，…，狀． （３）

其中：狓犻∈犚，狏犻∈犚和狌犻∈犚分别表示个体犻的位

置、速度和加速度．模型（３）刻画了个体质点的动力

学模型．在任意的初始状态下，对于任意犻，犼＝１，

…，狀，如果ｌｉｍ
狋→∞

（狓犻（狋）－狓犼（狋））＝０且ｌｉｍ
狋→∞

（狏犻（狋）－

狏犼（狋））＝０，则称系统（３）渐近达到一致．通常，系统

（３）被称为二阶多个体系统．

除单积分和双积分之外，个体动态还可以采用

其他模型来描述，如高阶积分器［８］、轮式小车的运动

学模型［９］、非完整链式系统［１０］等．然而，目前关于时

延作用下的一致性分析仍主要针对一阶和二阶多个

体系统．

２．２　 连接拓扑描述

狀阶加权有向图犌 ＝ （犞，犈，犃）由节点集犞 ＝

｛１，２，…，狀｝，边集犈犞×犞 和加权邻接矩阵犃 ＝

［犪犻犼］∈犚
狀×狀（犪犻犼≥０）组成

［１１］．节点指标属于一个有

限指标集犔＝｛１，２，…，狀｝．在犌中，从节点犻到节点

犼的有向边表示犲犻犼 ＝（犻，犼）∈犈．假定犪犻犼 ＞ 犲犻犼 ∈

犈且犪犻犻＝０，犻∈犔，则节点犻的邻居节点集为犖犻＝

｛犼∈犞∶（犻，犼）∈犈｝．在有向图犌中，如果（犻，犼）∈

犈（犼，犻）∈犈，则称犌为无向图或双向图．

在图犌中，节点犻的输出度和输入度分别为

ｄｅｇ
ｏｕｔ

（犻）＝∑
狀

犼＝１

犪犻犼，ｄｅｇ
ｉｎ

（犻）＝∑
狀

犼＝１

犪犼犻．

节点犻是平衡的，当且仅当ｄｅｇ
ｏｕｔ

（犻）＝ｄｅｇ
ｉｎ

（犻）；图犌是

平衡的，当且仅当每个节点都是平衡的．图犌的度矩

阵犇为对角阵，其对角元素为图犌中对应节点的输

出度．图犌的Ｌａｐｌａｃｉａｎ矩阵定义为犔＝犇－犃．

在图犌中，如果从节点犻到节点犼之间有一条路

径，则犼称为从节点犻可达的；否则，犼称为从节点犻不

可达的．如果一个节点从有向图中任意其他节点都

是可达的，则称该节点为全局可达的．若有向图中任

意节点都是全局可达的，则该有向图为强连通．对于

一个无向图，如果它含有一个全局可达节点，则称该

无向图为连通的．

此外，关于切换连接拓扑图相结合的描述方法

主要有图合并［１２，１３］和图合成［１４］．

３　 具有通信时延的多个体系统的一致性
３．１　 具有通信时延的一致性协调控制

在多个体系统的一致性研究中，一致性算法的

协调控制项对通信时延的处理方式主要有两种：

１）在协调控制项中，个体用自身的延时状态与

延时邻居状态信息相比，且个体自身状态的时延与

对应邻居状态的通信时延大小相同，即

狌犻－犮（狋）＝

∑
犼∈犖犻

犪犻犼（狓犼（狋－犜犻犼）－狓犻（狋－犜犻犼））． （４）

其中：狌犻－犮（狋）表示协调控制项，犪犻犼 ＞０，犼∈犖犻，通信

时延犜犻犼 ＞０对应于从个体犼到个体犻的信息流．在

算法（４）中，邻居个体之间实现了状态的同步匹配，

因此该算法在静态一致和动态一致研究中都得到了

广泛应用．由于个体需确切知道邻居个体的通信时

延大小，算法（４）对通信时延不确定性的鲁棒性比

较弱．

２）在协调控制项中，个体用自身当前状态与延

时邻居状态信息相比，即

狌犻－犮（狋）＝∑
犼∈犖犻

犪犻犼（狓犼（狋－犜犻犼）－狓犻（狋））． （５）

与算法（４）不同，由于个体采用的是自身当前状态，

算法（５）对通信时延的不确定性具有很强的鲁棒

性．尽管如此，由于邻居个体之间状态不是同步匹

配，该算法只在静态一致性问题中得到了广泛应用，

而在动态一致研究中却很难采用．

对于相同的一致性协调控制算法，若通信时延

的处理方式不同，则通信时延对一致性收敛的影响

也不相同．

３．２　 具有通信时延的多个体系统一致性分析

目前，人们利用不同的分析方法，对具有通信时

延的多个体系统的一致性问题进行了广泛研究．下

面按照不同的分析方法来介绍相关的研究成果．

３．２．１　 频域方法
在频域分析法中，主要通过考察系统的特征方

程，根据频域判据来分析特征根在复平面内的分布

情况，从而确定系统状态的收敛特性．

２０６１
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Ｓａｂｅｒ等
［１５］考察了具有通信时延的一阶多个体

系统的一致性问题

狓犻（狋）＝∑
犼∈犖犻

犪犻犼（狓犼（狋－犜犻犼）－狓犻（狋－犜犻犼））．（６）

其中：犪犻犼 ＞０，犼∈犖犻，且犜犻犼 ＞０为通信时延．文献

［１５］分析了在相同通信时延作用下的一致性收敛

问题，即犜犻犼 ＝τ，有

狓犻（狋）＝∑
犼∈犖犻

犪犻犼（狓犼（狋－τ）－狓犻（狋－τ））． （７）

根据Ｎｙａｕｉｓｔ判据得：在无向连通、权值对称（犪犻犼 ＝

犪犼犻）的拓扑结构下，系统（７）渐近收敛一致的充要条

件为τ∈ （０，τ
），τ ＝π／（２λｍａｘ（犔））．

Ｗａｎｇ等
［１６］考察了具有不同通信时延的一阶多

个体系统

狓犻（狋）＝∑
犼∈犖犻

犪犻犼（狓犼（狋－犜犻犼）－狓犻（狋））． （８）

其中：犪犻犼＞０，犼∈犖犻，犜犻犼＞０为通信时延．根据圆盘

定理和最大模原理，文献［１６］证明了：当连接拓扑

为强连通时，系统（８）渐近收敛一致．同时，文献

［１６］求出了系统最终一致状态的表达式．

Ｌｉｎ等
［１７］分析了具有相同通信时延的二阶多个

体系统的一致性问题

狓犻（狋）＝狏犻（狋），

狏犻（狋）＝

∑
犼∈犖犻

犪犻犼［犽１（狓犼（狋－τ）－狓犻（狋－τ））＋

犽２（狏犼（狋－τ）－狏犻（狋－τ））］

烅

烄

烆 ．

（９）

其中：犪犻犼 ＞０，犼∈犖犻，控制参数犽１ ＞０和犽２ ＞０，τ

＞０为通信时延．根据Ｎｙｑｕｉｓｔ判据得到：在无向连

通、权值对称的拓扑结构下，系统（９）渐近达到一致

的充要条件为τ∈ （０，τｍａｘ）．其中τｍａｘ与犽１，犽２ 以及

Ｌａｐｌａｃｉａｎ矩阵的最大特征值有关
［１７］．

利用频域分析法，Ｙａｎｇ等
［１８］考察了具有不同

时变通信时延的二阶多个体系统一致性问题

狓犻（狋）＝狏犻（狋），

狏犻（狋）＝

∑
犼∈犖犻

犪犻犼［（狓犼（狋－犜犻犼（狋））－狓犻（狋））＋

γ（狏犼（狋－犜犻犼（狋））－狏犻（狋））］

烅

烄

烆 ．

（１０）

其中：犪犻犼＞０，犼∈犖犻，且∑
狀

犼＝１

犪犻犼 ＝１，通信时延犜犻犼（狋）

＞０，控制参数γ＞０．根据小增益稳定性定理，文献

［１８］分别得到了具有时不变和时变通信时延的系

统（１０），在含有全局可达节点的拓扑结构下的频域

一致性判据，判据与通信时延最大界限、Ｌａｐｌａｃｉａｎ

矩阵特征值相关．此外，文献［１８］已将结论推广应

用于具有时延的高阶多个体系统一致性分析．

根据频域方法，Ｌｅｅ等
［１９］考察了个体动态为一

般线性模型的多个体系统在具有不同通信时延的协

调算法（５）作用下的静态一致性问题．在系统的有

向连接拓扑含有全局可达节点的条件下，根据多变

量反馈系统的谱半径定理，文献［１９］得到了分散形

式的频域一致性收敛条件，该条件与通信时延无关．

此外，利用Ｂａｃｋｓｔｅｐｐｉｎｇ方法，Ｄｏｎｇ等
［１０］设计

了个体动态为非完整链式模型的多个体系统的一致

性算法，在具有相同通信时延的一致性协调控制（４）

作用下，利用频域分析法得到了系统的一致性条件，

并给出了系统在权值对称无向连通拓扑结构下的最

大时延界限．

３．２．２　犔狔犪狆狌狀狅狏函数法
在时延系统稳定性分析中，Ｌｙａｐｕｎｏｖ第二方法

是广 泛 采 用 的 时 域 分 析 法， 主 要 通 过 构 造

ＬｙａｐｕｎｏｖＫｒａｓｏｖｓｋｉｉ和 ＬｙａｐｕｎｏｖＲａｚｕｍｉｋｈｉｎ函

数，并根据函数关于时间的导数的性质来确定系统

状态的收敛特性．

Ｗａｎｇ等
［２０］考察了个体动态在多变量描述下，

即狓犻∈犚
犿 和犪犻犼 为对称正定阵，具有不同通信时延

的多个体系统（８）的一致性问题．根据压缩理论和

波形变量法，并通过构造ＬｙａｐｕｎｏｖＫｒａｓｏｖｓｋｉｉ泛

函证明了：在连接拓扑为权值对称的双向连通图或

者权值相同的闭环无向图的条件下，不管通信时延

犜犻犼 的大小，系统（８）都能渐近收敛一致．

此外，Ｍｕｎｚ等
［２１］考察了具有不同时变通信时

延的一阶多个体系统一致性问题

　狓犻（狋）＝犽犻∑
犼∈犖犻

犵犻犼（狓犼（狋－犜犻犼（狋））－狓犻（狋））． （１１）

其中：犽犻＞０，犜犻犼（狋）＞０为通信时延，犵犻犼（·）为局部

无源连续非线性函数．根据ＬｙａｐｕｎｏｖＲａｚｕｍｉｋｈｉｎ

函数的不变集原理，文献［２１］证明了：如果连接拓

扑在连续有界时间间隔内的合并图含有全局可达节

点，则系统（１１）渐近收敛一致．

Ｌｉｎ等
［２２，２３］考察了具有相同通信时延的多个体

系 统 （７） 的 平 均 一 致 问 题． 通 过 构 造

ＬｙａｐｕｎｏｖＫｒａｓｏｖｓｋｉｉ函数，文献［２２］和［２３］分别给

出了具有相同时不变与时变时延的多个体系统（７）

在强连通平衡有向图之间分段任意切换的一致性收

敛充分条件．同时，［２３］还给出了具有相同变化时

延的多个体系统（７）在动态切换强连通平衡有向拓

扑结构下渐近收敛平均一致的充分条件．在［２２］和

［２３］中，一致性条件都是时延相关的，并以线性矩

阵不等式表示．此外，Ｌｉｎ等
［２４］考察了具有相同时不

变时延的多个体系统（７）存在连接权值不确定和输

入干扰时的一致性问题．在连接拓扑含有全局可达
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节点的条件下，［２４］以线性矩阵不等式的形式，给

出了系统满足一定犎∞ 性能指标要求的一致性收敛

充分条件．

Ｈｕ等
［２５］考察了具有通信时延的二阶多个体系

统（３）领导跟随一致性问题

狓犻（狋）＝狏犻（狋），

狏犻（狋）＝

∑
犼∈犖犻

犪犻犼（狓犼（狋－τ）－狓犻（狋－τ））＋

犫犻（狓０（狋－τ）－狓犻（狋－τ））＋

犽（狏０－狏犻（狋））

烅

烄

烆 ．

（１２）

其中：犪犻犼＞０，犼∈犖犻，控制参数犽＞０，τ＞０为通信

时延，犫犻≥０表示个体与领导者之间的连接权值．领

导者的动态为狓０（狋）＝狏０，其中狏０为一常数．假定个

体与领导者构成的连接拓扑以领导者为全局可达节

点，文献［２５］利用ＬｙａｐｕｎｏｖＲａｚｕｍｉｋｈｉｎ函数法，分

别考察了系统（１２）在静态有向连接拓扑与分段切

换平衡有向连接拓扑结构下一致性问题，并相应地

给出了时延相关的一致性收敛条件．

除一阶和二阶多个体系统之外，Ｃｈｏｐｒａ等
［２６］

考察了个体动态为输入输出无源的仿射非线性模型

的多个体系统

狓犻＝犳犻（狓犻）＋犵犻（狓犻）狌犻，

狔犻＝犺犻（狓犻）
｛ ．

（１３）

其中：狓犻∈犚
狀，狌犻∈犚

犿 和狔犻∈犚
犿 分别为输入和输

出，且函数犳犻（·）∈犚
狀，犵犻（·）∈犚

狀×犿 和犺犻（·）∈犚
犿

充分光滑．个体采用具有不同通信时延的一致性协

调控制

狌犻＝∑
犼∈犖犻

犓（狔犼（狋－犜犻犼）－狔犻）． （１４）

其中：控制参数犓 ＞０，犜犻犼 ＞０为通信时延．利用

ＬｙａｐｕｎｏｖＫｒａｓｏｖｓｋｉｉ泛函分析法，文献［２６］展示

了：当连接拓扑为强连通且平衡时，系统（１３）在算

法（１４）作用下渐近达到输出一致．利用Ｌｙａｐｕｎｏｖ

函数法，文献［２６］进一步分析了在非线性耦合一致

性算法作用下，系统（１３）渐近达到输出一致的拓扑

连通条件．

３．２．３　 时延图法
在一致性分析中，如下具有通信时延的离散时

间一阶多个体模型也深受关注：

狓犻（犽＋１）＝ ∑
犼∈犖犻∪

｛犻｝

犪犻犼狓犼（犽－犜犻犼）． （１５）

其中：犪犻犼＞０，犼∈犖犻，犪犻犻≥０且∑
狀

犼＝１

犪犻犼 ＝１，犖犻∪｛犻｝

表示个体犻与其邻居的并，犜犻犼＞０为通信时延且犜犻犻

＝０．记珡犃＝ ｛犪犻犼｝狀×狀，则珡犃为随机矩阵．由于延时状

态的有限性，系统（１５）可以通过状态扩张转化为非

时延系统［２７３１］．因此，系统（１５）可以重新表示为
［２８］

狓（犽＋１）＝

（珡犇＋犉０）狓（犽）＋犉１狓（犽－１）＋

…＋犉τｍａｘ狓（犽－τｍａｘ），

狓（犽）＝狓（犽），

　

狓（狋－τｍａｘ＋１）＝狓（狋－τｍａｘ＋１）

烅

烄

烆 ．

其中

狓＝ ［狓１，…，狓狀］
Ｔ，τｍａｘ＝ｍａｘ

犻，犼∈犔
犜犻犼，

珡犇＝ｄｉａｇ｛犪犻犻，犻∈犔｝，

犉犿 为对应于时延犿 的系统矩阵．记

狕（犽）＝ ［狓（犽＋τｍａｘ）
Ｔ，…，狓（犽）Ｔ］Ｔ，

则系统（１５）等价于

狕（犽＋１）＝Ξ狕（犽）， （１６）

其中矩阵Ξ为一随机矩阵
［２８］．系统（１６）可看作（τｍａｘ

＋１）狀个个体构成的离散时间多个体系统，狕（犽）中

的每个状态对应一个个体，则随机矩阵Ξ对应的连

接拓扑可描述为一个有向图，文献［１４］称之为时延

图．利用时延图与对应随机矩阵Ξ 之间的关系，

Ｗａｎｇ等
［２８］证明了：当系统（１５）的连接拓扑为强连

通时，如果珡犇≠０，则系统渐近收敛一致；如果珡犇 ≥

μ犐，其中μ＞０，则系统（１５）在有界时变时延（犜犻犼（犽）

≤τｍａｘ）作用下，渐近收敛一致的充要条件是连接拓

扑含有全局可达节点．此外，文献［２８］考察了具有

相同通信时延的多个体系统（１５）在切换拓扑结构

下的一致性问题

狓（犽＋１）＝

珡犇犾狓（犽）＋（珡犃犾－珡犇犾）狓（犽－τ）． （１７）

如果所有珡犇犾≥μ犾犐（μ犾＞０）且珡犃犾对应的连接拓扑含

有全局可达节点，则系统（１７）在任意切换下都渐近

收敛一致．此外，Ｘｉａｏ等
［３２，３３］在离散通信结构（个体

异步接收邻居信息）下，将该时延图法应用于具有

通信时延的连续时间多个体模型（８）的一致性分

析，并展示了：在有界通信时延作用下，多个体系统

渐近收敛一致，当且仅当系统的有向连接拓扑结构

含有全局可达节点．

Ｃａｏ等
［１４，３４］考察了具有不同通信时延的线性化

Ｖｉｃｓｅｋ模型的一致性问题

狓犻（犽＋１）＝
∑

犼∈犖犻
（犽）∪｛犻｝

狓犼（犽－犜犻犼（犽））

１＋狀犻（犽）
． （１８）

其中：犜犻犼（犽）＞０为时刻犽的通信时延，且犜犻犻＝０．根

据模型自身特点，文献［１４］采用每个节点都有一个

自环的有向图来描述模型（１８）的连接拓扑．通过状

态扩张，将时延系统转化为非时延系统（与式（１６）

相似），用时延图来描述扩张系统的连接拓扑，并将
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原时延系统（１８）的连接拓扑称为商图．通过引入图

合成和等级图的概念，文献［１４］完善地证明了：如

果系统（１８）的连接拓扑在连续有界的时间间隔内

的合成图为含有全局可达节点的有向图，则具有不

同有界通信时延的线性化Ｖｉｃｓｅｋ模型（１８）渐近收

敛一致．此外，Ｃａｏ等
［３５］利用图合成和等级图分析

了线性化Ｖｉｃｓｅｋ模型的异步一致性（个体异步感知

邻居信息）：如果系统连接拓扑在连续有界时间间隔

内的合成图含有全局可达节点，则系统渐近达到一

致．

３．２．４　 其他分析方法
在具有通信时延的一阶多个体系统的一致性研

究中，还有根据系统自身特点提出的特殊分析法．

Ｂｌｉｍａｎ等
［３６］考察了具有对称通信时延（犜犻犼 ＝

犜犼犻）的多个体系统（６）．记时延的集合为φ＝ ｛τ１，

…，τ犿｝，则系统（６）按照不同的通信时延重新表示

为

狓（狋）＝∑
τ犽∈φ

犔犽狓（狋－τ犽）． （１９）

其中：狓＝［狓１，…，狓狀］
Ｔ，犔犽表示通信时延为τ犽的所

有连接构成的子图的Ｌａｐｌａｃｉａｎ矩阵．在无向连通、

权值对称的拓扑结构下，具有相同时不变通信时延

（τ犽 ＝τ）的多个体系统（１９）渐近收敛一致的充要条

件与文献［１５］相同．当具有相同时变通信时延（τ犽

＝τ（狋））时，系统（１９）渐近收敛一致的充要条件为

τ（狋）∈ （０，３／（２λｍａｘ（犔））．结合频域分析法，文献

［３６］得到了具有不同时不变通信时延的多个体系

统（１９）在无向对称连接拓扑结构下渐近达到一致

的充要条件τ犽 ∈ （０，π／（２λｍａｘ（犔）），τ犽 ∈φ．利用

Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数分析法，文献［３６］分析了具有不同时

变通信时延的多个体系统（１９）在权值对称的无向

连接拓扑结构下渐近收敛一致的充分条件，并给出

了时延上界的表达式．

对于系统（８），Ｍｏｒｅａｕ
［３７］考察了具有相同通信

时延的一致性问题

狓犻（狋）＝ ∑
犼∈犖犻

（狋）

犪犻犼（狋）（狓犼（狋－τ）－狓犻（狋）），（２０）

其中τ＞０为通信时延．利用最大值与最小值的差

值，文献［３７］构造了一个Ｌｙａｐｕｎｏｖ泛函

犞（狓狋）＝ ｍａｘ
σ∈［狋－τ，狋］

｛狓１（σ），…，狓狀（σ）｝－

ｍｉｎ
σ∈［狋－τ，狋］

｛狓１（σ），…，狓狀（σ）｝，

其中狓狋 表示在区间σ∈ ［狋－τ，狋］内的时间函数

狓（σ），并证明了：在连续有界的时间间隔 犜 内，

∫
狋＋犜

狋
犃（狊）ｄ狊对应的连接图都含有一个全局可达节点

（犃（狋）为时刻狋的连接矩阵），则系统（２０）渐近收敛

一致与通信时延τ的大小无关．

上述最大值与最小值的差值分析法同样可应用

于离散时间一阶多个体系统［３８］

狓犻（犽＋１）＝

∑
犼∈犖犻

（犽）∪｛犻｝

犪犻犼（犽）狓犼（犽－犜犻犼（犽））． （２１）

其中：犪犻犼（犽）＞０，犼∈犖犻，犪犻犻（犽）＞０且∑
狀

犼＝１

犪犻犼（犽）＝

１，犜犻犼（犽）＞０为通信时延且犜犻犻 ＝０．记

犿（犽）＝ｍｉｎ
犻∈犔

ｍｉｎ
狊＝犽，犽－１，…，犽－犅

狓犻（狊），

犕（犽）＝ｍａｘ
犻∈犔

ｍａｘ
狊＝犽，犽－１，…，犽－犅

狓犻（狊），

其中犅＝ｍａｘ
犻，犼∈犔
犜犻犼．通过考察差值犕（犽）－犿（犽）的变

化，文献［３８］证明了：在不同的有界通信时延作用

下，如果系统（２１）的连接拓扑在连续有界的时间间

隔内的合并图为强连通，则系统（２１）渐近达到一

致．通过分析最大值与最小值的差值的收敛特性，

Ｇａｚｉ
［３９］将文献［３８］的结论推广到更一般的连接拓

扑结构，如果系统（２１）的连接拓扑在连续有界的时

间间隔内的合并图含有全局可达节点，则系统渐近

收敛一致．

３．２．５　 一致性分析方法小结
在具有通信时延的时不变多个体系统的一致性

分析中，采用频域分析法得到的一致性条件保守性

相对较弱，在有些情况下所得时延相关一致性条件

是充分必要的［１５，１７］，而且可以得到分散一致性充分

条件［１６，１９］．然而，频域分析法很难应用于具有切换

拓扑结构的多个体系统的一致性分析．

相对于频域分析法，Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数法应用比较

广泛．对于在算法（４）作用下的多个体系统，利用

Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数法不仅可以分析具有时不变和时变

通信时延的一致性问题，还可以考察在切换拓扑结

构下具有相同通信时延的一致性问题，但所得时延

相关一致性条件相对比较保守．对于在算法（５）作

用下的多个体系统，Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数法可以考察不同

通信时延作用下的一致性问题，并得到时延无关一

致性条件［２０，２１，２６］．

在具有通信时延的一阶多个体系统（１５）和

（２０）的一致性分析中，时延图法、最大值与最小值

的差值分析法发挥了良好的作用．然而，将这两种方

法推广到二阶多个体系统的一致性问题的研究，则

具有一定的挑战性．

由以上概述可知，一阶多个体系统（８）和（１５）

渐近收敛一致与通信时延大小无关，即对于任意大

小的通信时延都具有鲁棒性，系统的连接拓扑的连

通性是一致性收敛的充要条件．此外，通过设计协调

控制算法和选择合适参数，同样可以实现具有通信
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时延的二阶多个体系统渐近达到静态一致与通信时

延无关［１９，２６］．然而，在耦合算法（４）作用下（如系统

（６），（９）和（１２）），多个体系统的一致性收敛取决于

通信时延的大小［１５，１７，２５］，且当时延大于一个上限时，

系统将产生振荡或发散．

４　 具有输入时延的多个体系统的一致性
　　目前，Ｓａｂｅｒ等

［１５，１７，２２２４，４０］关于具有相同通信时

延的一致性研究，可看作具有相同输入时延的一致

性分析．仿真表明：一致性收敛具有输入时延相关

性，且对其比较敏感．然而，在具有不同输入时延的

多个体系统中，时延的存在性和多样性使得时延图

法、最大值与最小值差值分析法、Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数法

很难应用．

根据频域分析法，Ｔｉａｎ等
［４１］考察了具有不同

输入时延的一阶多个体系统

狓犻（犽＋１）＝

狓犻（犽）＋∑
犼∈犖犻

犪犻犼（狓犼（犽－犜犻）－狓犻（犽－犜犻））．

（２２）

其中：犪犻犼 ＞０，犼∈ 犖犻，输入时延 犜犻 ＞０．利用

Ｖｉｎｎｉｃｏｍｂｅ引理
［４２］以及Ｔｉａｎ等

［４３］关于具有顺时

针特性的时延系统Ｎｙｑｕｉｓｔ曲线的凸组合的研究成

果，文献［４１］得到了系统（２２）在具有对称连接权值

的无向拓扑结构下，输入时延相关的分散一致性条

件．文献［４１］考察了连接拓扑为有向图，同时具有

不同通信时延和不同输入时延的一阶多个体系统

狓犻（犽＋１）＝

狓犻（犽）＋∑
犼∈犖犻

犪犻犼（狓犼（犽－犜犻－犜犻犼）－狓犻（犽－犜犻）），

（２３）

其中通信时延犜犻犼 ＞０，得到了分散一致性条件．该

条件与输入时延有关，而与通信时延大小无关．

此外，Ｔｉａｎ等
［４４］分析了具有不同输入时延的二

阶多个体系统领导跟随一致性问题

狓犻（狋）＝狏犻（狋），

狏犻（狋）＝

犽犻（∑
犼∈犖犻

犪犻犼［（狏犼（狋－犜犻）－狏犻（狋－犜犻））＋

γ（狓犼（狋－犜犻）－狓犻（狋－犜犻））］＋

犫犻［（狏０－狏犻（狋－犜犻））＋

γ（狓０（狋－犜犻）－狓犻（狋－犜犻））］）

烅

烄

烆 ．

（２４）

其中：控制参数犽犻＞０与γ＞０，犪犻犼＞０，犼∈犖犻，犫犻≥

０为个体犻到领导者的连接权值．领导者的动态为狓０

＝狏０，狓０∈犚为领导者位置，狏０∈犚为一常数，表示

期望速度．利用Ｖｉｎｎｉｃｏｍｂｅ引理
［４２］以及Ｔｉａｎ等

［４５］

关于二阶时延系统 Ｎｙｑｕｉｓｔ曲线的凸组合研究成

果，首先得到了系统在具有对称连接权值的无向拓

扑结构下分散一致性条件；其次，根据线性分式变换

和小增益定理，考察了具有对称权值系统对于非对

称权值干扰的鲁棒性，得到了干扰矩阵的最大奇异

值作为鲁棒一致性条件．

５　问题与展望
　　近几年，具有时延的多个体系统一致性问题得

到了广泛研究，并取得了许多比较好的研究成果．然

而，时延的存在性和多样性给一致性算法的设计与

分析都带来了一定的困难，还有许多具有挑战性的

工作值得进一步深入研究：

１）对于具有不同输入时延的二阶多个体系统，

目前仅得到了系统在双一致协调控制算法作用下的

一致性收敛条件，而系统在其他一致性算法（如由速

度镇定项和位置（位置和速度）一致协调项［４６，４７］构

成的算法）作用下，一致性分析也同样具有相当重要

的研究意义．

２）在实际的工程应用中，由于受到传感器等通

信设备局限性的约束，连接拓扑结构通常是随时间

变化的．目前，关于具有不同通信时延的一阶多个体

系统在动态拓扑结构下的一致性分析已有良好的结

果［１４１６，２０２４，２８，３２，３３，３６３９］．然而，关于具有不同通信时延

的二阶或更高阶多个体系统以及具有不同输入时延

的多个体系统，在动态切换拓扑结构下的一致性分

析结果几乎无人问津，是有待努力研究的方向．

３）目前，关于具有时延的多个体系统的协调控

制研究，主要集中在一阶或二阶多个体系统的线性

耦合一致性分析．在多个体系统编队控制与群集算

法研究中，个体动态通常为复杂的非线性模型，如非

完整约束的轮式小车模型［９，４８，４９］，而且协调控制算

法通常为非线性耦合算法［４８，４９］．如何将已有的具有

时延的一致性分析结果推广到具有时延的编队控制

与群集中，以及如何进一步分析具有时延的多个体

系统的编队控制与群集，将是更具应用前景的研究

课题．

４）在多个体系统中，客观存在的通信时延和输

入时延不仅使一致性分析变得困难，而且使得系统

的性能变差，如周期振荡、发散等［１５，１７，４０］．然而，时延

对系统性能的影响并不全是负作用，适当地引入时

延也能够改善系统的性能，如混沌控制中广泛采用

的自时延反馈控制．针对具有通信时延的多个体系

统的一致性问题，Ｌｉｕ等
［５０，５１］提出了一种引入自时

延的一致性算法，并根据广义 Ｎｙｑｕｉｓｔ判据和

Ｇｅｒｓｃｈｇｏｒｉｎ圆盘定理得到了分散一致性条件．该条

件与自时延相关，而与通信时延无关．在所得一致性
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条件下，通信时延虽不影响系统的收敛，但影响系统

动态性能，如延长收敛时间．然而，在算法中引入的

自时延能够加速一致性收敛速度．尽管如此，多个体

系统中如何引入时延以及如何选择时延大小来达到

比较好的控制效果，都有待于进一步探索．

另外，需要指出的是，除直接的通信时延和输入

时延外，网络中的数据包丢失［５２５４］、通信异步［５５］等

有时也可以当作时延来处理，但这些时延通常具有

时变和随机的性质．这类问题的研究目前也得到了

较广泛的关注，限于篇幅，本文未作详细介绍．
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