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摘　要：针对传统贝叶斯粗糙集理论只能处理二决策类的不足，提出一种基于多决策类的贝叶斯粗糙集．在此基础

上定义一个衡量条件属性对决策属性影响程度的γ依赖度函数，并证明了该函数具有随条件属性的增加而单调递增

的性质．最后基于γ依赖度函数的单调特性，提出一种确定属性权重的算法．以某钢厂１５０ｔ转炉的实际生产数据为

例，仿真结果表明了模型的有效性和实用性．
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１　引　　言
　　粗糙集理论（ＲＳＴ）是由波兰学者Ｐａｗｌａｋ于

１９８２年提出的，仅利用数据本身提供的信息，无需

任何先验的专家知识，因而在实际的决策中得到较

为广泛的应用．许多学者在经典的Ｐａｗｌａｋ粗糙集

理论的基础上进行改进，主要有以下两方面：一是将

模糊集与粗糙集相结合，解决数据的连续性或不确

定性等问题［１４］，如Ｄｕｂｏｉｓ和Ｐｒａｄｅ等；二是对不可

分辨关系进行扩充［５８］，如Ｚｉａｒｋｏ和Ｓｌｅｚａｋ等．

经典的Ｐａｗｌａｋ粗糙集理论
［９１１］在处理分类关

系时过于严格，易将有用的信息也剔出掉，不利于决

策分析．Ｚｉａｒｋｏ等将概率理论与粗糙集理论相结合，

提出了变精度粗糙集和贝叶斯粗糙集，在判断集合

间隶属关系时，引入了一个不确定度，能够更好地描

述集合间的依赖关系，弥补了经典粗糙集的不足．但

是，Ｚｉａｒｋｏ等提出的理论只能处理决策属性是二分

类的情况，对于决策属性是多分类的情况则无能为

力，从而限制了它的应用范围．

针对上述问题，本文将Ｓｌｅｚａｋ和Ｚｉａｒｋｏ提出的

贝叶斯粗糙集扩展到多决策类的情况，提出一个属

性间依赖度函数．证明了该依赖度函数具有随属性

的增加单调递增的性质，并利用这个性质计算属性

权重．采用某钢厂实际生产数据来确定吹氧量各影

响因素的权重，仿真结果表明了所提出模型的有效

性和实用性．

２　传统贝叶斯粗糙集
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　　Ｓｌｅｚａｋ和Ｚｉａｒｋｏ提出的传统贝叶斯粗糙集模

型（ＢＲＳＭ）
［６］，通过比较引入条件后目标集发生的

条件概率与引入条件前目标集发生的先验概率之间

的关系来分析该条件对决策的影响．整个过程完全

依赖数据本身的性质，并不需要限制参数，从而避免

了主观因素的引入．

设犝为有限论域，犚为犝上的一个等价关系．犝

按等价关系犚进行不可分辨划分犝／ＩＮＤ（犚），得到

犚的基本集犈 ＝犝／ＩＮＤ（犚）＝ ｛犈１，犈２，…，犈狀｝．其

中犈犻为按ＩＮＤ（犚）划分得到的等价类，对于任意犻

≠犼，满足犈犻∩犈犼 ＝，且犝 ＝∪
狀

犻＝１

犈犻．

犘为定义在犝 的子集类构成的σ代数上的概率

测度，对于犝 的任意非空子集犡 犝，都满足０＜

犘（犡）＜１．设犡和犢为犝上非空子集，犘（犡狘犢）表

示犢发生的条件下犡 发生的概率，可以反映犢对犡

的影响程度．

贝叶斯粗糙集模型对目标集 犡 犝 的正域

ＰＯＳ（犡），负域ＮＥＧ（犡）和边界域ＢＮＲ（犡）的

定义如下：

ＰＯＳ（犡）＝

∪ ｛犈犻∈犈：犘（犡狘犈犻）＞犘（犡）｝， （１）

ＮＥＧ（犡）＝

∪ ｛犈犻∈犈：犘（犡狘犈犻）＞犘（犡）｝， （２）

ＢＮＲ（犡）＝

∪ ｛犈犻∈犈：犘（犡狘犈犻）＞犘（犡）｝． （３）

３　 改进的贝叶斯粗糙集
　　 传统的贝叶斯粗糙集可以处理二决策的情况，

但不能用于处理多决策类的情况．设犛＝ （犝，犚）为

一个决策表．其中：犝 为非空的有限论域，是所有样

本的集合；犚＝犆∪犇，且犆∩犇＝，是非空的等价

关系有限集，这里指所有属性的集合．犆＝ ｛犮１，犮２，

…，犮狊｝为条件属性集，犇＝ ｛犱｝为决策属性．犝 按等

价关系犆进行不可分辨划分犝／ＩＮＤ（犆），得到犆的

基本集

犈＝犝／ＩＮＤ（犆）＝ ｛犈１，犈２，…，犈狀｝．

在决 策 属 性 为 二 分 类 犝／ＩＮＤ（犇）＝ ｛犡，

瓙犡｝，即有两个目标集的情况下，根据Ｓｌｅｚａｋ和

Ｚｉａｒｋｏ提 出 的 传 统 贝 叶 斯 粗 糙 集，当 犈犻 ∈

ＰＯＳ（犡）时，有

犘（瓙犡狘犈犻）＝

１－犘（犡狘犈犻）＜１－犘（犡）＝犘（瓙犡），

则犈犻ＰＯＳ
（瓙犡）．因此，任何犈犻都不会同时划

分到ＰＯＳ（犡）和ＰＯＳ（瓙犡）中．而在决策属性

是多分类犝／ＩＮＤ（犇）＝ ｛犡犼狘犼＝１，２…，犿｝，即有

多个目标集的情况下，其中犿为按决策属性划分的

类别数，犡犼为第犼个决策类，如果仍按传统贝叶斯粗

糙集划分各区域，则可能产生同一个犈犻被划分到不

同决策类的正域中的情况，即在同一个条件下，却产

生了多个决策．这与经典Ｐａｗｌａｋ粗糙集理论相悖．

为了弥补以上不足，本文对原始贝叶斯粗糙集

进行改进．引入一个评价函数
［６］

犵（犡狘犢）＝
犘（犡狘犢）－犘（犡）

犘（犡）
， （４）

并用该函数衡量犢对犡的影响程度．各决策类犡犼的

正 域 ＰＯＳ犕（犡犼）， 负 域 ＮＥＧ犕（犡犼）和 边 界 域

ＢＮＲ犕（犡犼）定义为

ＰＯＳ犕（犡犼）＝∪ ｛犈犻∈犈：犵（犡犼狘犈犻）＝

ｍａｘ（犵（犡１狘犈犻），…，犵（犡犿狘犈犻））＞０｝， （５）

ＮＥＧ犕（犡犼）＝∪ ｛犈犻∈犈：犵（犡犼狘犈犻）＝

ｍｉｎ（犵（犡１狘犈犻），…，犵（犡犿狘犈犻））＜０｝， （６）

ＢＮＲ犕（犡犼）＝∪ ｛犈犻∈犈：ｍｉｎ（犵（犡１狘犈犻），

…，犵（犡犿狘犈犻））≤犵（犡犼狘犈犻）≤

ｍａｘ（犵（犡１狘犈犻），…，犵（犡犿狘犈犻））｝． （７）

并定义一个决策犇的全局边界域ＧＢＮＲ犕（犇）为

ＧＢＮＲ犕（犇）＝∪ ｛犈犻∈犈：犵（犡１狘犈犻）＝

犵（犡２狘犈犻）＝ … ＝犵（犡犿狘犈犻）＝０｝． （８）

全局边界域是一种特殊的区域，对于某些决策

表可能不存在．

根据改进后的贝叶斯粗糙集的定义，可以得到

以下命题：

命题１　ｍａｘ（犵（犡１狘犈犻），…，犵（犡犿狘犈犻））≥０，

ｍｉｎ（犵（犡１狘犈犻），…，犵（犡犿狘犈犻））≤０，当且仅当犈犻

∈ＧＢＮＲ
犕（犇）时等号成立，即

ｍａｘ（犵（犡１狘犈犻），…，犵（犡犿狘犈犻））＝

ｍｉｎ（犵（犡１狘犈犻），…，犵（犡犿狘犈犻））＝０．

证明 　 因为

∑
犿

犼＝１

（犘（犡犼狘犈犻）－犘（犡犼））＝

∑
犿

犼＝１

（犘（犡犼狘犈犻）－∑
犿

犼＝１

（犘（犡犼）＝１－１＝０，

故必然存在狌和狏，使得犘（犡狌狘犈犻）－犘（犡狌）≥０，

犘（犡狏狘犈犻）－犘（犡狏）≤０．犵（犡犼狘犈犻）是在犘（犡犼狘

犈犻）－犘（犡犼）的基础上，除以一个大于零的分母，不

影响最终的符号．因此，ｍａｘ（犵（犡１狘犈犻），…，犵（犡犿狘

犈犻））≥０且ｍｉｎ（犵（犡１狘犈犻），…，犵（犡犿狘犈犻））≤０．

当犈犻∈ＧＢＮＲ
犕（犇）时，对于任意犡犼都满足犵（犡犼狘

犈犻）＝０，得到ｍａｘ（犵（犡１狘犈犻），…，犵（犡犿狘犈犻））＝

ｍｉｎ（犵（犡１狘犈犻），…，犵（犡犿狘犈犻））＝０．

命题２　犈犻∈ＧＢＮＲ
犕（犇），则犈犻同时属于每

个决策类犡犼的边界域ＢＮＲ
犕（犡犼）．

命题３　犈犻ＧＢＮＲ
犕（犇），都划分到某个决

６１６１
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策类的正域，且同一个犈犻不会划分到多个决策类的

正域；犈犻ＧＢＮＲ
犕（犇），不会划分到任何一个决

策类的正域．

证明 　 由 命 题 １ 可 得， 对 于 犈犻 

ＧＢＮＲ犕（犇），都存在狌使得犵（犡狌狘犈犻）＝ｍａｘ（犵（犡１

狘犈犻），…，犵（犡犿 狘犈犻））＞ ０，并 将 犈犻 划 分 到

ＰＯＳ犕（犡狌）．由式（５）的定义可知，犈犻 不会划分到其

他决策类的正域．这个性质也符合实际要求，对于一

种情 况 最 终 只 能 对 应 一 种 决 策． 当 犈犻 ∈

ＧＢＮＲ犕（犇）时，ｍａｘ（犵（犡１狘犈犻），…，犵（犡犿狘犈犻））＝

０，而正域的定义要求其大于０，所以这时犈犻不会划

分到任何一个决策类的正域．□

为了衡量条件属性集犆对决策属性犇的影响程

度，将犆对每个决策类犡犼 的影响程度求和，定义为

犇对犆依赖度γ（犇狘犆），即

γ（犇狘犆）＝∑
犿

犼＝１
∑

犈犻∈ＰＯＳ
犕（犡

犼
）

犘（犈犻）犵（犡犼狘犈犻）．（９）

命题４　γ（犇狘犆）可改写为

γ（犇狘犆）＝

∑
狀

犻＝１

ｍａｘ（犘（犈犻狘犡１），…，犘（犈犻狘犡犿））－１．

（１０）

证明 　 由贝叶斯定理可得

犘（犈犻）犵（犡犼狘犈犻）＝

犘（犈犻）

犘（犈犻狘犡犼）犘（犡犼）

犘（犈犻）
－犘（犡犼）

犘（犡犼）
＝

犘（犈犻狘犡犼）－犘（犈犻）．

对于 犈犻  ＧＢＮＲ
犕（犇），满足 ｍａｘ（犵（犡１狘犈犻），

…，犵（犡犿狘犈犻））＝０，则

γ（犇狘犆）＝

∑
犿

犼＝１
∑

犈犻∈ＰＯＳ
犕（犡

犼
）

犘（犈犻）犵（犡犼狘犈犻）＋

∑
犈犻∈ＧＢＮＲ

犕（犇）

犘（犈犻）ｍａｘ（犵（犡１狘犈犻），…，犵（犡犿狘犈犻））．

再根据定义（５），可得

γ（犇狘犆）＝

∑
犿

犼＝１
∑

犈犻∈ＰＯＳ
犕（犡

犼
）

犘（犈犻）ｍａｘ（犵（犡１狘犈犻），…，

犵（犡犿狘犈犻））＋ ∑
犈犻∈ＧＢＮＲ

犕（犇）

犘（犈犻）ｍａｘ（犵（犡１狘犈犻），

…，犵（犡犿狘犈犻））．

由命题３可知，对于犈犻∈犈，不是唯一地划分

到某个决策类的正域，就是划分到ＧＢＮＲ犕（犇）．由

此可得

γ（犇狘犆）＝

∑
犈
犻∈
ＧＢＮＲ

犕（犇）

犘（犈犻）ｍａｘ（犵（犡１狘犈犻），…，犵（犡犿狘犈犻））＋

∑
犈
犻∈
ＧＢＮＲ

犕（犇）

犘（犈犻）ｍａｘ（犵（犡１狘犈犻），…，犵（犡犿狘犈犻））＝

∑
狀

犻＝１

犘（犈犻）ｍａｘ（犵（犡１狘犈犻），…，犵（犡犿狘犈犻））＝

∑
狀

犻＝１

ｍａｘ（（犘（犈犻狘犡１）－

犘（犈犻）），…，（犘（犈犻狘犡犿）－犘（犈犻）））＝

∑
狀

犻＝１

ｍａｘ（犘（犈犻狘犡１），…，犘（犈犻狘犡犿））－１．

命题５　 对于 犅犆，满足如下关系：

γ（犇狘犅）≤γ（犇狘犆）． （１１）

等号成立的条件是任意决策类犡犼满足

ＰＯＳ犕犆（犡犼）ＰＯＳ
犕
犅（犡犼）．

证明　设犝／ＩＮＤ（犅）＝｛犉１，犉２，…，犉犽｝，可以
看出每个犉犼都是由一些犈犻组成的，即

犉犼 ＝∪
狀

犻＝１

｛犈犻：犈犻犉犼｝．

要证明命题５，只需证明下面不等式成立：

ｍａｘ（犘（犉犼狘犡１），…，犘（犉犼狘犡犿））≤

∑
犈犻犉犼

ｍａｘ（犘（犈犻狘犡１），…，犘（犈犻狘犡犿））．

设

犘（犉犼狘犡狉）＝

ｍａｘ（犘（犉犼狘犡１），…，犘（犉犼狘犡犿））＝

∑
犈犻犉犼

犘（犈犻狘犡狉）≤

∑
犈犻犉犼

ｍａｘ（犘（犈犻狘犡狉），…，犘（犈犻狘犡犿）），

因此γ（犇狘犅）≤γ（犇狘犆）成立．换言之，γ依赖度函

数随着条件属性的增加是单调递增的．当 犈犻 

犉犼，犘（犈犻狘犡狉）＝ｍａｘ（犘（犈犻狘犡１），…，犘（犈犻狘犡犿））

成立时，γ（犇狘犅）＝γ（犇狘犆）．可以看出，它是在条

件属性犆的各决策类正域划分的基础上，可能将一

些犈犻∈ＧＢＮＲ
犕（犇）也划分到某些决策类的正域．

即对于任意决策类犡犼，满足

ＰＯＳ犕犆（犡犼）ＰＯＳ
犕
犅（犡犼）． □

利用命题５可以进行属性约简、确定属性权重

等．下面具体介绍属性权重的确定过程．

４　 属性权重确定算法
　　利用本文提出的γ依赖度函数随条件属性的增

加单调递增的性质，可以确定各条件属性的权重．在

计算属性权重的过程中，完全依赖数据本身的特征，

不需引入人为的因素，使结果更加客观．因为粗糙集

理论无法处理连续的属性数据，因此引入模糊犮均

值聚类算法，将连续的属性离散化．

４１　 模糊犮均值聚类算法

模糊犮均值（ＦＣＭ）聚类算法是基于目标函数的

７１６１
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聚类算法，目标函数［１２］

犑犿 ＝∑
犮

犻＝１
∑
狀

犽＝１

（狌犻犽）
犿（犱犻犽）

２． （１２）

其中：犮为分类个数；犿 为加权指数；狀为样本个数；

狌犻犽 为第犽个样本对于第犻类的隶属度；犱犻犽 为第犽个

样本与第犻类的典型样本之间的失真度，通常用两

个矢量间的距离来衡量．最终使目标函数达到最小

值，并作为最终的分类结果．

ＦＣＭ算法步骤如下：

Ｓｔｅｐ１：确定聚类类别数犮，２≤犮＜狀，狀为数据

个数．设定迭代停止阈值ε，初始化聚类原型模式

犘
（０），设置迭代计数器犫＝０．

Ｓｔｅｐ２：计算出新的隶属度矩阵犝
（犫＋１）．矩阵中

各元素狌
（犫＋１）
犻犽 可通过下式求出：

狌
（犫＋１）
犻犽 ＝

１

∑
犮

犼＝１

（犱
（犫）
犻犽

犱
（犫）
犼犽

）
２
犿－１

． （１３）

如果存在犻和犽，使得犱
（犫）
犻犽 ＝０，则狌

（犫＋１）
犻犽 ＝１，且对于

犾≠犽，狌
（犫＋１）
犻犾 ＝０．可以证明各元素对应于各分类的

隶属度之和为１．

Ｓｔｅｐ３：更新聚类原型模式犘
（犫＋１），矩阵中各分

类的新聚类中心可通过下式计算：

狆
（犫＋１）
犻 ＝

∑
狀

犽＝１

（狌
（犫＋１）
犻犽 ）犿·狓犽

∑
狀

犽＝１

（狌
（犫＋１）
犻犽 ）犿

， （１４）

式中狓犽 为第犽条样本数据．

Ｓｔｅｐ４：如果‖犘
（犫）
－犘

（犫＋１）
‖＜ε，则算法停止；

否则，令犫＝犫＋１，转Ｓｔｅｐ２继续执行．

４２　 属性权重确定过程

决策表中各条件属性的权重求解过程如下：

Ｓｔｅｐ１：对决策表中的连续属性离散化．当属性

连续时，采用ＦＣＭ聚类算法按该属性对数据聚类，

初步选择分类数的范围，并将取各分类数时的分类

结果代入有效性评价函数［１３］，以使该函数值最小的

分类数作为最佳的分类数．有效性评价函数具体形

式如下：

犞犡犅 ＝
∑
犮

犻＝１
∑
犖

犼＝１
μ
２
犻犼‖狓犼－狏犻‖

２

狀（ｍｉｎ
犻≠犽
‖狏犻－狏犽‖

２）
． （１５）

其中：犮为分类个数，犖 为数据个数，狓犼 为第犼条数

据，狏犻为第犻个聚类中心，μ犻犼 为第犼条数据对应第犻

类的隶属度．最后将各条数据划分到其隶属度最大

的那个分类．

Ｓｔｅｐ２：根据式（９）计算决策属性犇对所有条件

属性犆的依赖度γ（犇狘犆），以及缺失某一条件属性

犮犻的依赖度γ（犇狘犆－｛犮犻｝）．

Ｓｔｅｐ３：计算各条件属性犮犻 的重要度ＳＩＧ（犮犻）．

因为γ依赖度函数具有单调性，所以可通过下式进

行计算：

ＳＩＧ（犮犻）＝γ（犇狘犆）－γ（犇狘犆－｛犮犻｝）．（１６）

Ｓｔｅｐ４：对各重要度进行归一化处理，得到各条

件属性权重

狑（犮犻）＝
ＳＩＧ（犮犻）

∑
狊

犼＝１

ＳＩＧ（犮犼）

． （１７）

５　 计算实例
　　 表１为某钢厂１５０ｔ转炉实际生产数据．被控制

量为吹氧量，是连续属性．铁水碳含量、铁水硅含量

和目标钢种是影响吹氧量的３个因素，其中铁水碳

含量和铁水硅含量是连续属性，目标钢种是离散属

性．

表１　 转炉生产数据

序号

条件属性

铁水碳含量

（０．０１％）

铁水硅含量

（０．０１％）
钢 种

决策属性

吹氧量／ｍ３

１ ４５０ １００ ＤＣ０１ ８６９２

２ ４３８ ５０ Ｑ２３５Ｂ ７５６４

３ ４８７ ５８ ＤＣ０１ ８９３１

    

１８ ４７８ ８０ Ｑ２３５Ｂ ８８１４

１９ ４３０ ６８ Ｑ２３５Ｂ ８４３２

２０ ４５６ １１９ ＤＣ０１ ８７８１

设条件属性集犆＝｛犮１，犮２，犮３｝，分别代表铁水碳

含量、铁水硅含量和钢种，决策属性犇 为吹氧量．采

用模糊犮均值聚类算法分别对连续条件属性犮１，犮２

和决策属性犇进行离散化，分类数选取范围为２～４

类．根据式（１５）的有效性评价函数确定的最佳分类

数分别为３，３，４．对于离散属性犮３，标记Ｑ２３５Ｂ为１，

标记ＤＣ０１为２．离散化后的结果如表２所示．

按决策属性犇进行划分，可得

犝／ＩＮＤ（犇）＝

｛｛１，３，１０，１２，１８，２０｝，｛２，１１，１３，１４，１６｝，

｛４，８，１７，１９｝，｛５，６，７，９，１５｝｝；

按所有条件属性犆进行划分，可得

犝／ＩＮＤ（犆）＝

｛｛１，２０｝，｛２｝，｛３，９｝，｛４，６，１３，１５，１７｝，｛５，７｝，

｛８｝，｛１０｝，｛１１，１９｝，｛１２，１８｝，｛１４｝，｛１６｝｝；

删除条件属性犮１ 后进行划分，可得

犝／ＩＮＤ（犆－｛犮１｝）＝

｛｛１，２０｝，｛２，１６｝，｛３，４，６，９，１３，１４，１５，

８１６１
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表２　 离散化后的决策表

序号
条件属性

犮１ 犮２ 犮３

决策属性

犱

１ ３ １ ２ ４

２ ２ ３ １ １

３ １ ３ ２ ４

４ ３ ３ ２ ３

５ ３ ２ １ ２

６ ３ ３ ２ ２

７ ３ ２ １ ２

８ ３ １ １ ３

９ １ ３ ２ ２

１０ ３ ２ ２ ４

１１ ２ ２ １ １

１２ １ ２ １ ４

１３ ３ ３ ２ １

１４ ２ ３ ２ １

１５ ３ ３ ２ ２

１６ ３ ３ １ １

１７ ３ ３ ２ ３

１８ １ ２ １ ４

１９ ２ ２ １ ３

２０ ３ １ ２ ４

１７｝，｛５，７，１１，１２，１８，１９｝，｛８｝，｛１０｝｝；

删除条件属性犮２ 后进行划分，可得

犝／ＩＮＤ（犆－｛犮２｝）＝

｛｛１，４，６，１０，１３，１５，１７，２０｝，｛２，１１，１９｝，

｛３，９｝，｛５，７，８，１６｝，｛１２，１８｝，｛１４｝｝；

删除条件属性犮３ 后进行划分，可得

犝／ＩＮＤ（犆－｛犮３｝）＝

｛｛１，８，２０｝，｛２，１４｝，｛３，９｝，｛４，６，１３，１５，

１６，１７｝，｛５，７，１０｝，｛１１，１９｝，｛１２，１８｝｝．

根据式（９）计算决策属性犇对各条件属性集的

依赖度为

γ（犇狘犆）＝２．０３３，

γ（犇狘（犆－｛犮１｝））＝１．１５０，

γ（犇狘（犆－｛犮２｝））＝１．０３３，

γ（犇狘（犆－｛犮３｝））＝１．４１７．

进而求得各条件属性的重要度为

ＳＩＧ（犮１）＝０．８８３，

ＳＩＧ（犮２）＝１．０００，

ＳＩＧ（犮３）＝０．６１６．

归一化得到各条件属性的权重为狑１ ＝０．３５３，

狑２ ＝０．４００，狑３ ＝０．２４７．结果表明，铁水硅含量对

吹氧量的影响最大，铁水碳含量次之，钢种影响最

小，这完全符合实际生产经验．

６　结　　论
　　本文提出的改进的贝叶斯粗糙集，将传统贝叶

斯粗糙集扩展到了多决策类的情况，大大拓宽了应

用范围．采用引入概率理论定义的γ依赖度函数，可

以很好地评价条件属性对决策属性的影响程度，而

且可利用γ依赖度函数随条件属性的增加单调递增

的性质，计算属性的权重．
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