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离散随机奇异系统的最优融合全阶状态估值器
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摘　要：研究带多传感器和相关观测噪声的离散随机奇异系统的分布式融合状态估计问题．核心思想是将带多传感

器的随机奇异系统转化为一个等价的非奇异系统组．在得到局部非奇异系统的状态估计后，利用线性最小方差意义

下的最优加权融合算法，得到原系统的全阶最优融合滤波器和平滑器．仿真算例表明，融合估值器优于每个局部估值

器．
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１　引　　言
近年来，随机奇异系统的状态估计问题引起了

学者们的关注［１］．文献［２６］给出了单传感器随机奇

异系统的几种状态估值器．当随机奇异系统带有多

个传感器时，如何融合各个传感器的数据得到系统

的状态估计是一个重要问题．

解决状态融合估计问题有两种基本方法：集中

式融合和分布式融合．奇异系统的集中式融合状态

估值器很容易得到：将所有的观测方程合并成一个

增广的观测方程，再用文献［２６］中的结果即可．这

种方法需要计算高维矩阵的逆，计算负担很重．已有

学者研究了多传感器离散随机奇异系统的分布式融

合状态估计问题，并得到了初步的结果［７，８］，但所用

的方法都是将原系统分解为两个耦合的子系统，再

去进行状态估计，是一种降阶的估计方法．

对于单传感器离散随机奇异系统，文献［９］给出

一种无需降阶而直接进行状态估计的方法，即一种

全阶状态估值器（滤波器和平滑器）．对于多传感器

随机奇异系统，如何进行全阶状态融合估计，文献

［９］并未涉及．要解决多传感器系统的状态分布式融

合估计问题，难点在于局部估计误差互协方差阵的

计算，当各个传感器的量测噪声互相关时，问题会

变得尤为复杂．

本文利用文献［９］的方法，将带多传感器和相关
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量测噪声的奇异系统转化为等价的非奇异系统组

（不必进行结构分解）．给出了系统组内每个子系统

的状态预报器、滤波器和平滑器，进而给出了原系统

的局部全阶滤波器和平滑器，并成功地求出了局部

估计误差互协方差阵．在此基础上，利用线性最小

方差意义下的最优加权融合算法［１０］，得到了原系统

的全阶最优融合滤波器和平滑器．

２　问题描述
考虑多传感器离散随机奇异系统

犕狓（狋＋１）＝Φ狓（狋）＋犅狌（狋）＋Γ狑（狋）， （１ａ）

狔犻（狋）＝犎犻狓（狋）＋狏犻（狋），犻＝１，２，…，犔．（１ｂ）

其中：状态狓（狋）∈犚
狀；控制输入狌（狋）∈犚

狆；量测

狔犻（狋）∈犚
犿犻；白噪声狑（狋）∈犚

狉，狏犻（狋）∈犚
犿犻；犕，Φ，

犅，Γ和犎犻为适维矩阵；犔为传感器数目．

本文以犐狀 表示狀阶单位阵，⊥ 表示正交．

假设１　ｒａｎｋ犕 ＝狀１ ＜狀，即犕 为奇异阵．

假设２　 系统（１）是正则的．

假设３　狑（狋）和狏犻（狋）（犻＝１，２，…，犔）是零均

值白噪声，其相关性为

犈
狑（狋）

狏犻（狋
［ ］）［狑Ｔ（犾）　狏Ｔ犽（犾｛ ｝）］＝

犙狑 ０

０ 犙
［ ］

狏犻犽

δ（狋－犾）． （２）

其中：δ（０）＝１，δ（狋）＝０（狋≠０），犙狏犻犻 ＝犙狏犻，犙
Ｔ
狏犻犽 ＝

犙狏犽犻．

假设４　 系统（１）的每个子系统完全可观，即

ｒａｎｋ
狕犕 －Φ

犎
［ ］

犻

＝狀，ｒａｎｋ
犕

犎
［ ］

犻

＝狀． （３）

其中：狕为任意复数，犻＝１，２，…，犔．

假设５　 系统初值狓（０）的均值为μ０，方差为

犘０，且独立于狑（狋）和狏犻（狋），犻＝１，２，…，犔．

假定所有的传感器都没有故障．要解决的问题

是：基于量测（狔犻（狋＋犖），…，狔犻（０）），犻＝１，２，…，犔，

寻求狓（狋）的分布式最优（在线性最小方差意义下）

融合估值器（滤波器和平滑器）^狓０（狋狘狋＋犖），犖≥０．

由假设４知，存在矩阵犜犻（犻＝１，２，…，犔）使犕

＋犜犻犎犻非奇异
［９］，因而系统（１）可变换为

狓（狋＋１）＝

Ψ犻狓（狋）＋珚犅犻狌（狋）＋Ψ１犻狔犻（狋＋１）－

Ψ１犻狏犻（狋＋１）＋珚Γ犻狑（狋），犻＝１，２，…，犔． （４）

其中

Ψ犻 ＝ （犕＋犜犻犎犻）
－１
Φ，珚犅犻＝ （犕＋犜犻犎犻）

－１犅，

Ψ１犻 ＝ （犕＋犜犻犎犻）
－１犜犻，珚Γ犻 ＝ （犕＋犜犻犎犻）

－１
Γ．

令α犻（狋）＝狓（狋）－Ψ１犻狔犻（狋），则式（４）可进一步

改写为

α犻（狋＋１）＝Ψ犻α犻（狋）＋珚犅犻狌（狋）＋Ψ犻Ψ１犻狔犻（狋）－

　　　　　Ψ１犻狏犻（狋＋１）＋珚Γ犻狑（狋）， （５ａ）

狕犻（狋）＝犎犻α犻（狋）＋狏犻（狋），犻＝１，２，…，犔． （５ｂ）

其中狕犻（狋）＝ （犐犿犻 －犎犻Ψ１犻）狔犻（狋）．

系统（１）已等价变换为一组非奇异系统（５）．与

普通的随机线性系统不同，系统（５）中出现了下一

时刻的噪声狏犻（狋＋１）．根据投影理论
［１１］，由文献［９］

的定理１，基于新量测（狕犻（狋），…，狕犻（０）），可得α犻（狋）

的一步预报器如下：

引理１　 在假设１～ 假设５下，非奇异系统组

（５）第犻（犻＝１，２，…，犔）个子系统的状态一步预报器

如下：

α^犻（狋＋１狘狋）＝Ψ犻^α犻（狋狘狋－１）＋珚犅犻狌（狋）＋

　　　　　　Ψ犻Ψ１犻狔犻（狋）＋犓狆犻（狋）ε犻（狋），（６）

ε犻（狋）＝狕犻（狋）－犎犻^α犻（狋狘狋－１）， （７）

犓狆犻（狋）＝

Ψ犻（犘犻（狋狘狋－１）犎
Ｔ
犻 －Ψ１犻犙狏犻）犙

－１
ε犻 （狋）， （８）

犙ε犻（狋）＝

犎犻犘犻（狋狘狋－１）犎
Ｔ
犻 －犎犻Ψ１犻犙狏犻－

犙狏犻Ψ
Ｔ
１犻犎

Ｔ
犻 ＋犙狏犻， （９）

犘犻（狋＋１狘狋）＝

犻（狋）犘犻（狋狘狋－１）
Ｔ
犻（狋）＋Ψ１犻犙狏犻Ψ

Ｔ
１犻＋

珚Γ犻犙狑
珚Γ
Ｔ
犻 ＋犓狆犻（狋）犙狏犻犓

Ｔ
狆犻（狋）＋

犻（狋）Ψ１犻犙狏犻犓
Ｔ
狆犻（狋）＋犓狆犻（狋）犙狏犻Ψ

Ｔ
１犻

Ｔ
犻（狋）． （１０）

其中：犻（狋）＝Ψ犻－犓狆狋（狋）犎犻，^α犻（狋狘狋－１）的初值为

α^犻（０狘－１）＝μ０－Ψ１犻狔犻（０），犘犻（狋狘狋－１）为α犻（狋）的

一步预报误差方差阵，犓狆犻（狋）为预报增益矩阵，新息

ε犻（狋）的方差阵为犙ε犻（狋）．

由引理１和文献［９］，可得到系统组（５）的局部

滤波器和平滑器如下：

引理２　系统组（５）的第犻（犻＝１，２，…，犔）个局

部滤波器（或平滑器）可递推计算为

α^犻（狋狘狋＋犖）＝

α^犻（狋狘狋＋犖－１）＋犕犻（狋狘狋＋犖）ε犻（狋＋犖），

（１１）

其中犖≥０；滤波（或平滑）增益犕犻（狋狘狋＋犖）计算

如下：

犕犻（狋狘狋）＝ ［犘犻（狋狘狋－１）犎
Ｔ
犻 －Ψ１犻犙狏犻］犙

－１
ε犻 （狋），

（１２ａ）

犕犻（狋狘狋＋犖）＝

［犘犻（狋狘狋－１）
Ｔ
犻（狋）－Ψ１犻（犛

Ｔ
犻
珚Γ
Ｔ
犻 －犙狏犻犓

Ｔ
狆犻（狋））］×

Ψ
Ｔ
犻（狋＋犖，狋＋１）犎

Ｔ
犻犙

－１
ε犻 （狋＋犖）． （１２ｂ）

其中Ψ
Ｔ
犻（狋＋犖，狋＋１）定义为

　　Ψ
Ｔ
犻（狋＋犖，犽）＝

　　∏
狋＋犖－１

狊＝犽

（Ψ犻－犓狆犻（狊）犎犻）
Ｔ，Ψ犻（犽，犽）＝犐狀； （１３）

４６２
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估计误差方差阵可递推计算为

犘犻（狋狘狋＋犖）＝

犘犻（狋狘狋＋犖－１）－犕犻（狋狘狋＋

犖）犙ε犻（狋＋犖）犕
Ｔ
犻（狋狘狋＋犖）， （１４）

其中初值犘犻（狋狘狋－１）由式（１０）计算．

推论１　对于系统组（５），其第犻（犻＝１，２，…，犔）

个局部平滑器的非递推形式为

　^α犻（狋狘狋＋犖）＝

　^α犻（狋狘狋－１）＋∑
犖

犽＝０

犕犻（狋狘狋＋犽）ε犻（狋＋犽）， （１５）

第犻个局部平滑误差方差阵的非递推形式为

犘犻（狋狘狋＋犖）＝犘犻（狋狘狋－１）－∑
犖

犽＝０

犕犻（狋狘狋＋

　　　　　　　　犽）犙ε犻（狋＋犽）犕
Ｔ
犻（狋狘狋＋犽）．（１６）

推论２　对于系统（１），狓（狋）的第犻（犻＝１，２，…，

犔）个局部估值器（滤波器或平滑器）为

狓^犻（狋狘狋＋犖）＝α^犻（狋狘狋＋犖）＋Ψ１犻狔犻（狋），

犖 ≥０． （１７）

其估计误差方差阵也是犘犻（狋狘狋＋犖）（参见式（１４）

或（１６））．狓（狋）的第犻个和第犽个子系统之间的估计

误差互协方差阵，与α犻（狋）和α犽（狋）之间的估计误差

互协方差阵相同，可统一记为犘犻犽（狋狘狋＋犖），即

犘α犻犽（狋狘狋＋犖）＝犘
狓
犻犽（狋狘狋＋犖）＝

犘犻犽（狋狘狋＋犖）． （１８）

其中

　犘
狓
犻犽（狋狘狋＋犖）＝

　犈［珟狓犻（狋狘狋＋犖）珟狓
Ｔ
犽（狋狘狋＋犖）］， （１９ａ）

　犘
α
犻犽（狋狘狋＋犖）＝

　犈［珘α犻（狋狘狋＋犖）珘α
Ｔ
犽（狋狘狋＋犖）］， （１９ｂ）

　珟狓犼（狋狘狋＋犖）＝狓（狋）－狓^犼（狋狘狋＋犖）， （２０ａ）

　珘α犼（狋狘狋＋犖）＝α犼（狋）－珘α犼（狋狘狋＋犖）． （２０ｂ）

证明略．

３　 主要结果
由推论２可得狓^犻（狋狘狋＋犖）．现在利用文献［１０］

中的融合规则，求得融合估计狓^（狋狘狋＋犖）．这就要

求必须知道犘犻犽（狋狘狋＋犖），而要得到犘犻犽（狋狘狋＋犖），

必须求出犘犻犽（狋＋１狘狋）．利用以上各引理可得如下定

理：

定理１　在假设１～假设５下，系统组（５）的第

犻个和第犽个（犻，犽＝１，２，…，犔，犻≠犽）子系统之间的

一步预报误差互协方差阵可递推计算为

犘犻犽（狋＋１狘狋）＝

犻（狋）犘犻犽（狋狘狋－１）
Ｔ
犽（狋）＋珚Γ犻犙狑

珚Γ
Ｔ
犽 ＋

犓狆犻（狋）犙狏犻犽犓
Ｔ
狆犽（狋）＋Ψ１犻犙狏犻犽Ψ

Ｔ
１犽＋

犻（狋）Ψ１犻犙狏犻犽犓
Ｔ
狆犽（狋）＋犓狆犻（狋）犙狏犻犽Ψ

Ｔ
１犽

Ｔ
犽（狋）．（２１）

其中：犘犻犽（狋狘狋－１）的初值为犘犻犽（０狘－１）＝犘０，犼（狋）

见引理１．

证明 　 由式（５ｂ）和（７），新息ε犻（狋）可表示为

ε犻（狋）＝犎犻珘α犻（狋狘狋－１）＋狏犻（狋）． （２２）

由式（５ａ），（６）和（２２）得

珘α犻（狋＋１狘狋）＝

犻（狋）珘α犻（狋狘狋－１）－Ψ１犻狏犻（狋＋１）＋

珚Γ犻狑（狋）－犓狆犻（狋）狏犻（狋）， （２３）

因而

犘犻犽（狋＋１狘狋）＝

犻（狋）犘犻犽（狋狘狋－１）
Ｔ
犽（狋）＋犻（狋）犈［珘α犻（狋狘狋－

１）狑Ｔ（狋）］珚Γ
Ｔ
犽 －犻（狋）犈［珘α犻（狋狘狋－１）狏

Ｔ
犽（狋）］犓

Ｔ
狆犽（狋）＋

Ψ１犻犙狏犻犽Ψ
Ｔ
１犽＋珚Γ犻犈［狑（狋）珔α

Ｔ
犽（狋狘狋－１）］

Ｔ
犽（狋）＋

珚Γ犻犙狑
珚Γ
Ｔ
犽 ＋犓狆犻（狋）犙狏犻犽犓

Ｔ
狆犽（狋）－

犓狆犻（狋）犈［狏犻（狋）珘α
Ｔ
犽（狋狘狋－１）］

Ｔ
犽（狋）， （２４）

其中用到珘α犻（狋狘狋－１）⊥狏犽（狋＋１）．由式（２３）知

犈［珘α犻（狋狘狋－１）狏
Ｔ
犽（狋）］＝－Ψ１犻犙狏犻犽， （２５）

其中用到珘α犻（狋－１狘狋－２）⊥狏犽（狋），狑（狋－１）⊥狏犽（狋）

和狏犻（狋－１）⊥狏犽（狋）．由式（２５）知

犈［狏犻（狋）珘α
Ｔ
犽（狋狘狋－１）］＝

犈［珘α犽（狋狘狋－１）狏
Ｔ
犻（狋）］

Ｔ
＝－犙狏犻犽Ψ

Ｔ
１犽， （２６）

由式（２３）知

犈［珘α犻（狋狘狋－１）狑
Ｔ（狋）］＝０， （２７）

其中用到珘α犻（狋－１狘狋－２）⊥狑（狋），狑（狋－１）⊥狑（狋）

和狏犻（狋－１）⊥狑（狋）．由式（２７）知

犈［狑（狋）珘α
Ｔ
犽（狋狘狋－１）］＝０． （２８）

将式（２５）～ （２８）代入（２４），可知式（２１）成立．□

定理２　 在假设１～ 假设５下，系统（１）第犻个

和第犽个（犻，犽＝１，２，…，犔，犻≠犽）子系统之间的滤

波（或平滑）误差互协方差阵有非递推形式

犘犻犽（狋狘狋＋犖）＝

犘犻犽（狋狘狋－１）＋∑
犖

犼１＝０
∑
犖

犼２＝０

犕犻（狋狘狋＋

犼１）Δ犻犽０（狋，犼１，犼２）犕
Ｔ
犽（狋狘狋＋犼２）－∑

犖

犼１＝０

犕犻（狋狘狋＋

犼１）Δ犻犽１（狋，犼１）－∑
犖

犼２＝０

Δ犻犽２（狋，犼２）犕
Ｔ
犽（狋狘狋＋犼２）．（２９）

其中

Δ犻犽１（狋，犼１）＝

犎犻β犻（狋＋犼１，狋）犘犻犽（狋狘狋－１）－犙狏犻犽Ψ
Ｔ
１犽δ（犼１）＋

犎犻β犻（狋＋犼１，狋＋１）犓狆犻（狋）犙狏犻犽Ψ
Ｔ
１犽χ（犼１－１）， （３０）

Δ犻犽２（狋，犼２）＝

犘犻犽（狋狘狋－１）β
Ｔ
犽（狋＋犼２，狋）犎

Ｔ
犽 －Ψ１犻犙狏犻犽δ（犼２）＋

Ψ１犻犙狏犻犽犓
Ｔ
狆犽（狋）β

Ｔ
犽（狋＋犼２，狋＋１）犎

Ｔ
犽χ（犼２－１），（３１）

Δ犻犽０（狋，犼１，犼２）＝

犎犻β犻（狋＋犼１，狋）犘犻犽（狋狘狋－１）β
Ｔ
犽（狋＋犼２，狋）犎

Ｔ
犽 ＋

５６２
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犎犻［β犻（狋＋犼１，狋）Ψ１犻犙狏犻犽犓
Ｔ
狆犽（狋）β

Ｔ
犽（狋＋犼２，狋＋１）犎

Ｔ
犽 ＋

β犻（狋＋犼１，狋＋犼２）Ψ１犻犙狏犻犽χ（犼１－犼２）］χ（犼２－１）＋

［犎犻β犻（狋＋犼１，狋＋１）犓狆犻（狋）犙狏犻犽Ψ
Ｔ
１犽β

Ｔ
犽（狋＋犼２，狋）＋

犙狏犻犽Ψ
Ｔ
１犽β

Ｔ
犽（狋＋犼２，狋＋犼１）χ（犼２－犼１）］犎

Ｔ
犽χ（犼１－

１）－犙狏犻犽犓
Ｔ
狆犽（狋＋犼１）β

Ｔ
犽（狋＋犼２，狋＋犼１＋

１）犎Ｔ
犽χ（犼２－１－犼１）－犎犻β犻（狋＋犼１，狋＋犼２＋

１）犓狆犻（狋＋犼２）犙狏犻犽χ（犼１－１－犼２）＋

犎犻［∑
狋＋珓犼

犾＝狋
β犻（狋＋犼１，犾＋１）Ψ１犻犙狏犻犽犓

Ｔ
狆犽（犾＋１）β

Ｔ
犽（狋＋犼２，

犾＋２）］犎Ｔ
犽χ（珘犼）＋犎犻［∑

狋＋犼
≈

犾＝狋
β犻（狋＋犼１，犾＋２）犓狆犻（犾＋

１）犙狏犻犽Ψ
Ｔ
１犽β

Ｔ
犽（狋＋犼２，犾＋１）］犎Ｔ

犽χ（犼
≈）＋

犎犻［ ∑
狋＋ｍｉｎ（犼１

，犼２
）－１

犾＝狋
β犻（狋＋犼１，犾＋１）（珚Γ犻犙狑

珚Γ
Ｔ
犽 ＋

犓狆犻（犾）犙狏犻犽犓
Ｔ
狆犽（犾））β

Ｔ
犽（狋＋犼２，犾＋１）］犎Ｔ

犽χ（ｍｉｎ（犼１，

犼２）－１）－犎犻β犻（狋＋犼１，狋）Ψ１犻犙狏犻犽δ（犼２）－

犙狏犻犽Ψ
Ｔ
１犽β

Ｔ
犽（狋＋犼２，狋）犎

Ｔ
犽δ（犼１）＋犙狏犻犽δ（犼１－犼２）．（３２）

式中

χ（犽）＝
１，犽≥０；

０，犽＜０｛ ；
（３３ａ）

珘犼＝
犼１－１，犼１ ＜犼２；

犼２－２，犼１ ≥犼２
｛ ；

（３３ｂ）

犼
≈

＝
犼２－１，犼２ ＜犼１；

犼１－２，犼２ ≥犼１
｛ ；

（３３ｃ）

β犻（狋＋犼，狋）＝∏
狋＋犼－１

狊＝狋

（Ψ犻－犓狆犻（狊）犎犻）； （３４ａ）

β犻（狋，狋）＝犐狀，β犻（狊，狋）＝０，狊＜狋． （３４ｂ）

初值犘犻犽（狋狘狋－１）由定理１计算．

证明 　 由推论１可知

　珘α犻（狋狘狋＋犖）＝

　珘α犻（狋狘狋－１）－∑
犖

犼＝０

犕犻（狋狘狋＋犼）ε犻（狋＋犼）． （３５）

因而

犘犻犽（狋狘狋＋犖）＝

犘犻犽（狋狘狋－１）＋∑
犖

犼１＝０
∑
犖

犼２＝０

犕犻（狋狘狋＋犼１）×

犈［ε犻（狋狘狋＋犼１）ε
Ｔ
犽（狋狘狋＋犼２）］犕

Ｔ
犽（狋狘狋＋犼２）－

∑
犖

犼２＝０

犈［珘α犻（狋狘狋－１）ε
Ｔ
犽（狋＋犼２）］犕

Ｔ
犽（狋狘狋＋犼２）－

∑
犖

犼１＝０

犕犻（狋狘狋＋犼１）犈［ε犻（狋＋犼１）珘α
Ｔ
犽（狋狘狋－１）］．（３６）

由式（２２）知

ε犻（狋＋犼）＝

犎犻珘α犻（狋＋犼狘狋＋犼－１）＋狏犻（狋＋犼）， （３７）

由式（２３）知

珘α犻（狋＋犼狘狋＋犼－１）＝

β犻（狋＋犼，狋）珘α犻（狋狘狋－１）＋

∑
狋＋犼－１

犾＝狋
β犻（狋＋犼，犾＋１）［－Ψ１犻狏犻（犾＋

１）＋珚Γ犻狑（犾）－犓狆犻（犾）狏犻（犾）］， （３８）

其中β犻（狋＋犼，狋）由式（３４）定义．将式（３８）代入式

（３７），可得

ε犻（狋＋犼）＝

犎犻β犻（狋＋犼，狋）珘α犻（狋狘狋－１）＋

犎犻∑
狋＋犼－１

犾＝狋
β犻（狋＋犼，犾＋１）［－Ψ１犻狏犻（犾＋

１）＋珚Γ犻狑（犾）－犓狆犻（犾）狏犻（犾）］＋狏犻（狋＋犼）．（３９）

由式（３９）知

Δ犻犽１（狋，犼１）＝

犎犻β犻（狋＋犼１，狋）犘犻犽（狋狘狋－１）＋犎犻β犻（狋＋犼１，

狋＋１）珚Γ犻犈［狑（狋）珘α
Ｔ
犽（狋狘狋－１）］χ（犼１－１）－

犎犻β犻（狋＋犼１，狋＋１）犓狆犻（狋）犈［狏犻（狋）珘α
Ｔ
犽（狋狘狋－

１）］χ（犼１－１）＋犈［狏犻（狋）珘α
Ｔ
犽（狋狘狋－１）］δ（犼１）．

（４０）

将式（２６）和（２８）代入（４０），可知式（３０）成立．

类似地，可知式（３１）和（３２）成立，故式（２９）成

立．□

由定理１，定理２和文献［１０］中的融合规则，可

得系统（１）的全阶最优融合滤波器和平滑器如下：

定理３　在假设１～假设５下，系统（１）分别由

矩阵、标量和对角阵加权的最优融合滤波器和平滑

器如下：

１）矩阵加权

狓^犿０（狋狘狋＋犖）＝∑
犔

犻＝１

犃犻^狓犻（狋狘狋＋犖），犖 ≥０．

（４１）

加 权 矩 阵 犃犻 ∈ 犚狀×狀， ［犃１，犃２，…，犃犔］ ＝

（犲Ｔ犘－１犲）－１犲Ｔ犘－１．其中：犘 ＝ （犘犻犽（狋狘狋＋犖））∈

犚狀犔×狀犔，犲＝［犐狀，…，犐狀］
Ｔ
∈犚

狀犔×狀．式中犘犻犻（狋狘狋＋犖）

＝犘犻（狋狘狋＋犖）由式（１６）计算，犘犻犽（狋狘狋＋犖）由式

（２９）计算，^狓犻（狋狘狋＋犖）由式（１７）计算．融合估计误

差方差阵犘犿０ ＝ （犲
Ｔ犘－１犲）－１，且有ｔｒ犘犿０ ≤ｔｒ犘犻．

２）标量加权

狓^狊０（狋狘狋＋犖）＝∑
犔

犻＝１

犪犻^狓犻（狋狘狋＋犖），犖 ≥０．

（４２）

加权系数［犪１，…，犪犔］＝犲
Ｔ犘－１狋狉／（犲

Ｔ犘－１狋狉犲）．其中：犘狋狉

＝（ｔｒ犘犻犽（狋狘狋＋犖））∈犚
犔×犔，犲＝［１，…，１］

Ｔ
∈犚

犔．

融合估计误差方差阵 犘狊０ ＝ ∑
犔

犻＝１
∑
犔

犽＝１

犪犻犪犽犘犻犽，且有

６６２
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ｔｒ犘狊０ ≤ｔｒ犘犻．

３）对角阵加权

狓^犱０（狋狘狋＋犖）＝∑
犔

犻＝１

犃犻^狓犻（狋狘狋＋犖），犖 ≥０．

（４３）

加 权 对 角 阵 犃犻 ∈ 犚狀×狀， ［犃１，犃２，…，犃犔］＝

（犲Ｔ珚犘－１犲）－１犲Ｔ珚犘－１．其中：珚犘 ＝ （珚犘犻犽（狋狘狋＋犖））∈

犚狀犔×狀犔，犲＝［犐狀，…，犐狀］
Ｔ
∈犚

狀犔×狀，珚犘犻犽（狋狘狋＋犖）为由

犘犻犽（狋狘狋＋犖）的对角元素构成的对角阵．融合估计

误差方差阵

犘犱０ ＝ （犲
Ｔ珚犘－１犲）－１犲Ｔ珚犘－１犘珚犘－１犲（犲Ｔ珚犘－１犲）－１，

且有ｔｒ犘犱０ ≤ｔｒ犘犻．

证明略．

注１　 就精度而言，矩阵加权优于对角阵加权，

对角阵加权优于标量加权．就计算效率而言，恰好相

反．因为矩阵加权需要计算一个狀犔×狀犔 高维矩阵

的逆，对角阵加权需要计算狀组犔×犔矩阵的逆，而

标量加权只需计算一个犔×犔矩阵的逆，由此计算

加权系数．这与文献［１２］的结果相同．

注２　 上述３种加权融合算法都要求计算某些

矩阵的逆来求加权系数．如果需要求逆的矩阵不可

逆，则预定的融合过程无法进行．此时可选取最优的

局部估计作为融合估计，与文献［１３］的情形相同．

４　 仿真算例
考察经济学中的随机动态投入产出系统［９］

狓（狋）＝犃狓（狋）＋犅［狓（狋＋１）－

　　　狓（狋）］＋犱（狋）＋犆狑（狋）， （４４ａ）

狔犻（狋）＝犎犻狓（狋）＋狏犻（狋），犻＝１，２． （４４ｂ）

其中：狓（狋）为二维产出向量；犱（狋）为二维消费向量；

犃为消费矩阵；犅为投资矩阵（一般为奇异阵）；犎犻（犻

＝１，２）为量测矩阵；狑（狋）为一维零均值白噪声，其

方差为犙狑；狔犻（狋）（犻＝１，２）为二维量测向量；狏犻（狋）

为独立于狑（狋）的二维量测噪声，且有

狏１（狋）＝ ［０．５　０．５］
Ｔ
θ（狋）＋ξ１（狋），

狏２（狋）＝ ［０．９　０．９］
Ｔ
θ（狋）＋ξ２（狋）．

式中：θ（狋）为一维零均值白噪声，其方差为犙θ；ξ犻（狋）

为独立于θ（狋）的二维零均值白噪声，其方差为犙ξ犻．

设计目标是求出最优融合滤波器狓^０（狋狘狋）和一

步滞后平滑器狓^０（狋狘狋＋１）．式（４４ａ）可改写为

犅狓（狋＋１）＝

（犐２－犃＋犅）狓（狋）－犱（狋）－犆狑（狋）． （４５）

仿真过程中取

犃＝
０．８ ０．１

０ ０．
［ ］

６
，犅＝

６ ２［ ］
０ ０

，

犆＝
－１［ ］
１
，犱（狋）＝ ［］１

１
（１＋ρ）

狋，

犎１ ＝
０．５ ０．８［ ］
１ ３

，犎２ ＝
０．４ ０．７

０．
［ ］
８ ３

．

其中增长率ρ＝０．００１，犙狑 ＝１，犙θ＝１，μ０ ＝０，犘０

＝犐２，犙ξ１ ＝犙ξ２ ＝犐２．取

犜１ ＝
０ ０．１

０．１ ０．
［ ］

１
，犜２ ＝

０．４ ０．８

０．１ ０．
［ ］

２
，

则奇异系统（４５）和（４４ｂ）可变为系统组（５）．仿真过

程中取狋＝０～１５０．

对于系统（４４）的子系统犻（犻＝１，２），由推论２可

得到估值器 狓^犻（狋狘狋＋ 犖）和估计误差方差阵

犘犻（狋狘狋＋犖），犖 ＝０，１．由定理３，可得３种加权方

式下的全阶最优融合估值器狓^犿０（狋狘狋＋犖），^狓
犱
０（狋狘狋＋

犖），^狓狊０（狋狘狋＋犖），以及融合估计误差方差阵犘
犿
０（狋狘

狋＋犖），犘
犱
０（狋狘狋＋犖），犘

狊
０（狋狘狋＋犖）．

作为比较，本文给出了集中式融合估值器

狓^犮（狋狘狋＋犖）及其估计误差方差阵犘犮（狋狘狋＋犖）．某

些时刻的估计误差方差阵的迹分别如表１和表２所

示．

表１　 滤波器性能比较

ｔｒ
狋

３０ ６０ ９０ １２０ １５０

犘１（狋狘狋） ０．９３５９ ０．８８６４ ０．８７２２ ０．８６７９ ０．８６６６

犘２（狋狘狋） １．３９２６ １．４６４６ １．４８３８ １．４８８７ １．４８９９

犘狊０（狋狘狋） ０．８１５８ ０．７６５５ ０．７５０８ ０．７４６３ ０．７４５０

犘犱０（狋狘狋） ０．８０５９ ０．７５４３ ０．７３９４ ０．７３４８ ０．７３３５

犘犿０（狋狘狋） ０．７８１１ ０．７３１５ ０．７１７２ ０．７１２９ ０．７１１６

犘犮（狋狘狋） ０．６４６８ ０．５９０２ ０．５７６４ ０．５７２６ ０．５７１６

表２　 平滑器性能比较

ｔｒ
狋

３０ ６０ ９０ １２０ １５０

犘１（狋狘狋＋１）０．８９２６ ０．８４７４ ０．８３４４ ０．８３０５ ０．８２９２

犘２（狋狘狋＋１）１．３２６３ １．３９１６ １．４０９０ １．４１３３ １．４１４４

犘狊０（狋狘狋＋１）０．７７５２ ０．７２９５ ０．７１６１ ０．７１２０ ０．７１０８

犘犱０（狋狘狋＋１）０．７６６１ ０．７１９１ ０．７０５５ ０．７０１３ ０．７００１

犘犿０（狋狘狋＋１）０．７４４６ ０．６９９３ ０．６８６１ ０．６８２１ ０．６８０９

犘犮（狋狘狋＋１）０．５４６３ ０．４９４９ ０．４８２３ ０．４７８８ ０．４７７９

由表１和表２可得出如下结果：

ｔｒ（犘犮（狋狘狋＋犖））≤ｔｒ（犘
犿
０（狋狘狋＋犖））≤

ｔｒ（犘犱０（狋狘狋＋犖））≤ｔｒ（犘
狊
０（狋狘狋＋犖））≤

ｔｒ（犘犻（狋狘狋＋犖）），犖 ＝０，１，犻＝１，２．

５　 结 　 　论
本文针对一类多传感器离散随机奇异系统，探

讨了其最优融合滤波器和平滑器的设计问题．相对

于集中式融合方法，本文方法的核心思想是将奇异

系统转化为等价的非奇异系统组；在得到局部估值

７６２
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器的基础上，利用线性最小方差意义下的加权融合

算法，得到原奇异系统的全阶最优融合滤波器和平

滑器．由于方法本身的局限，本文未能给出该系统的

全阶最优融合预报器．这是一个值得进一步研究的

问题．
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