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摘 要: 定义了一种灰色隶属函数. 针对概率为区间数、准则值为区间灰数的灰色随机多准则决策问题,提出一种基

于最大隶属度的决策方法. 首先,运用区间数可能度排序向量将区间概率转化为点概率,并将其转化为无风险决策问

题;然后,计算各方案在负理想方案到正理想方案上的灰色隶属度,并计算各方案准则值的相对灰度,进而根据灰色

隶属度和相对灰度大小对方案进行排序;最后,通过算例验证了该方法的可行性和有效性.
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Abstract: The grey membership degree function is defined. As for the grey random multi-criteria decision-making problems,

in which probabilities are interval numbers and the attribute value of alternatives are interval grey numbers, a decision-making

approach based on maximum membership degree is proposed. Firstly, the decision-making problem is transformed into risk-

free problem by using the probability degree ranking vector of interval numbers to transform interval probabilities into point

probabilities. Then the grey membership degrees of each alternative to the domain between the anti-ideal alternative and

the ideal alternative are calculated, and the relative grey degrees are obtained. The order of the alternatives can be listed

by comparing the grey membership degree and the relative grey degree of each alternative. Finally, an example shows the

feasibility and effectiveness of this approach.
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1 引引引 言言言

多准则决策是现代决策理论的一个重要内容,主

要解决具有多个准则的有限备选方案的排序,择优和

评价问题,在经济、军事、管理、环境工程等众多领域

中有着广泛的实际应用背景. 然而,由于外部环境的

复杂性、事物本身的模糊性,人类认识的局限性导致

决策过程中有很多不确定性, 包括随机性, 模糊性和

灰色性等,因而实际多准则决策问题常常伴随着多重

不确定性. 目前,随着单一不确定多准则决策理论的

不断完善,双重甚至多重不确定性多准则决策问题的

研究也逐步展开. 关于模糊随机多准则决策问题以及

灰色模糊多准则决策问题的研究目前也逐渐成为焦

点. 然而,针对灰色随机多准则决策问题的研究目前

还比较少.

文献[1-7]对指标值为区间灰数, 以及指标值可

转化为区间灰数的多准则决策问题进行了深入研究,

这些研究主要是在概率为确定实数的情况下进行的.

[8, 9]对概率为区间数的风险型决策问题进行了研究;

[8]按最小期望损益值到最大期望损益值区间内区间

数排序方法进行决策; [9]根据最大熵原则将区间概率

转化为点概率对区间概率信息条件决策问题进行了

求解; [10]对概率为区间灰数的多目标风险型决策问

题进行了研究,而这些研究仅是针对准则值为确定型

实数进行的.
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对于概率与准则值同时不确定的灰色随机多准

则决策问题很少有文献报道. 然而,在实际的决策问

题中,决策者确切地预知事件发生或各自然状态出现

的可能性是比较困难的,同时备选方案在各准则下的

损益值也往往难以精确化. 因此,对此类问题的研究

在一定程度上具有普遍意义.为此, 本文提出相应的

决策方法以满足这类决策的需要.

2 区区区间间间灰灰灰数数数和和和灰灰灰色色色隶隶隶属属属度度度

只知其大概范围而不知其确切值的数被称为灰

数[11]. 在实际应用中, 灰数是指在某一个区间或某

个一般的数集内取值的不确定数,通常用记号“⊗”表

示. 既有下界𝑎又有上界 𝑎 的灰数称为区间灰数, 记

为⊗ ∈ [𝑎, 𝑎]. 区间灰数的运算见文献[11].

定定定义义义 1 当随机变量可能取到的值为有限个数,

并且各个值是以不同的区间灰数⊗形式出现,而所对

应的概率能够被确知, 且为区间数, 则称这样的随机

变量为离散型区间概率灰色随机变量(在本文中称

为灰色随机变量),用𝜁(⊗)表示,其取值的概率分布如

表1所示.
表 1 区间概率灰色随机变量𝜻(⊗)的概率分布

𝜁 (⊗) ⊗1 ⊗2 ⋅ ⋅ ⋅ ⊗𝑖 ⋅ ⋅ ⋅ ⊗𝑛

𝑝 𝑝1 𝑝2 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑝𝑖 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑝𝑛

表1中: 𝜁(⊗)为区间概率灰色随机变量; ⊗𝑖为灰

色随机变量可能取的第𝑖个值, ⊗𝑖 ∈ [𝑥𝑖, 𝑥𝑖]; 𝑝𝑖为灰色

随机变量取第𝑖个值时的概率, 𝑝𝑖 = [𝑝−𝑖 , 𝑝
+
𝑖 ]; 𝑛为区

间概率灰色随机变量可能取的所有值的个数. 其中,

本文考虑的是概率信息量完全的随机变量, 即𝑝𝑖满

足0 ⩽
∑

𝑝−𝑖 ⩽ 1 ⩽
∑

𝑝+𝑖 的条件
[9].

定定定义义义 2 𝑎和 𝑏 均为区间数, 设𝑎 = [𝑎−, 𝑎+],

𝑎− < 𝑎+, 𝑏 = [𝑏−, 𝑏+], 𝑏− < 𝑏+, 且记𝑙𝑎 = 𝑎+ − 𝑎−,

𝑙𝑏 = 𝑏+ − 𝑏−,则称[12]

𝑃 (𝑎 ⩾ 𝑏) =
min{𝑙𝑎 + 𝑙𝑏,max(𝑎+ − 𝑏−, 0)}

𝑙𝑎 + 𝑙𝑏
(1)

为𝑎 ⩾ 𝑏的可能度.

定定定义义义 3 设区间灰数⊗1 ∈ [𝑎, 𝑎], 𝑎 < 𝑎, ⊗2 ∈
[𝑏, 𝑏], 𝑏 < 𝑏, ⊗ ∈ [𝑥, 𝑥], 𝑥 < 𝑥. 其中: 𝑎 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝑏,

𝑎 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝑏. 即⊗2和⊗1分别称为⊗的上限和下限.本文

将文献[13]中确定型指标隶属度的确定方法进行推

广,并用于区间灰数隶属度的确定中. 记

𝜇(⊗) =
1

2

(
−
(𝑥− 𝑎

𝑏− 𝑎

)2(3(𝑥− 𝑏)

𝑏− 𝑎
− 𝑥− 𝑎

𝑏− 𝑎

)
−(𝑥− 𝑎

𝑏− 𝑎

)2(3(𝑥− 𝑏)

𝑏− 𝑎
− 𝑥− 𝑎

𝑏− 𝑎

))
. (2)

因此称𝜇(⊗)为⊗在区域[⊗1,⊗2]上的灰色隶属度.

由定义3可知, 当⊗ = ⊗2时的灰色隶属度为1;

当⊗ = ⊗1时的灰色隶属度为0,符合隶属函数的基本

特征. 当⊗1, ⊗2和⊗均为清晰数(即白数), ⊗1 = 𝑎 = 𝑎,

⊗2 = 𝑏 = 𝑏, ⊗ = 𝑥 = 𝑥时,所定义的灰色隶属度退化

为文献[13]中定义的确定型隶属度.因此确定型隶属

度灰色隶属度是个特例.

3 基基基于于于最最最大大大隶隶隶属属属度度度的的的灰灰灰色色色随随随机机机多多多准准准则则则决决决策策策
方方方法法法

设某灰色随机多准则决策问题中, 方案集为

𝐴 = {𝑎1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑎𝑖, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑎𝑚}, 准则集为𝐶 = {𝑐1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑐𝑗 ,
⋅ ⋅ ⋅ , 𝑐𝑛}, 且各准则相互独立, 准则的权重向量记

为𝑊 = {𝑤1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑤𝑗 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑤𝑛}T, 并满足约束条件:
𝑛∑

𝑗=1

𝑤𝑗 = 1, 𝑤𝑗 ⩾ 0, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.

由于决策环境的不确定性, 该决策问题面临𝑠种

可能的自然状态,状态集为Θ = {𝜃1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜃𝑘, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜃𝑠},

第 𝑘种状态𝜃𝑘发生的概率为区间数 𝑝𝑘 ∈ [𝑝−𝑘 , 𝑝
+
𝑘 ].

方案𝑎𝑖在准则𝑐𝑗下的值为𝑥𝑖𝑗 , 𝑥𝑖𝑗是信息量完全的

区间概率灰色随机变量. 方案𝑎𝑖的准则𝑐𝑗在𝜃𝑘状

态下的值为区间灰数𝑥𝑖𝑗𝑘(⊗) ∈ [𝑥𝑖𝑗𝑘, 𝑥𝑖𝑗𝑘]. 其中:

1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑚, 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑛, 1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑠. 从而可得决策

矩阵𝐷 = (𝑥𝑖𝑗𝑘)𝑚×𝑛×𝑠. 现欲确定方案集𝐴的最佳方案

或排序.

上述决策问题的决策步骤如下：

Step1 规范化处理. 为了消除不同的物理量纲

及数量级对决策结果的影响,对𝑥𝑖𝑗𝑘(⊗)进行如下规范

化处理[14].

效益型准则值

𝑟𝑘𝑖𝑗 = [𝑥𝑖𝑗𝑘/𝑥
max
𝑗𝑘 , 𝑥𝑖𝑗𝑘/𝑥

max
𝑗𝑘 ] , (3)

其中𝑥max
𝑗𝑘 = max

1⩽𝑖⩽𝑚
{𝑥𝑖𝑗𝑘}；

成本型准则值

𝑟𝑘𝑖𝑗 = [𝑥min
𝑗𝑘 /𝑥𝑖𝑗𝑘, 𝑥

min
𝑗𝑘 /𝑥𝑖𝑗𝑘] , (4)

其中𝑥min
𝑗𝑘 = min

1⩽𝑖⩽𝑚
{𝑥𝑖𝑗𝑘}.

从而可得到𝑠个自然状态的标准化风险决策矩

阵𝑅𝑘(⊗) = (𝑟𝑘𝑖𝑗)𝑚×𝑛, 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑠.

Step2 区间概率处理. 本文认为概率表示事件

发生的一种可能性,区间数可能度作为区间数大小比

较方式,能够很好地描述概率信息完全的情况. 基于

此, 𝑠个状态下的区间概率按照可能度式(1)进行两两

比较后, 建立可能度矩阵𝑃 = (𝑃𝑖𝑗)𝑠×𝑠, 则状态𝑘的概

率

𝑝𝑘 =
1

𝑠(𝑠− 1)

( 𝑠∑
𝑗=1

𝑃𝑘𝑗 +
𝑠

2
−1

)
, 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑠 . (5)

Step3 无风险灰色决策矩阵的建立. 利用决策

矩阵𝑅𝑘(⊗)及各自然状态𝑘的概率𝑝𝑘(𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑠),
依据区间灰数运算法则, 将𝑠个标准化的灰色矩阵

合并为一个无风险灰色多准则决策矩阵𝑅(⊗) =
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𝑠∑
𝑘=1

𝑝𝑘𝑟
𝑘
𝑖𝑗 (⊗) = (𝑟𝑖𝑗(⊗))𝑚×𝑛 .

Step4 正理想方案与负理想方案的确定. 确定

灰色正理想方案𝐺+(⊗) = (𝑔+1 , 𝑔
+
2 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑔+𝑛 )和灰色负

理想方案𝐺−(⊗) = (𝑔−1 , 𝑔
−
2 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑔−𝑛 ). 其中

𝑔+𝑗 = [𝑔+
𝑗
, 𝑔+𝑗 ] = [max

𝑖
(𝑟𝑖𝑗),max

𝑖
(𝑟𝑖𝑗)] ,

𝑔−𝑗 = [𝑔−
𝑗
, 𝑔−𝑗 ] = [min

𝑖
(𝑟𝑖𝑗),min

𝑖
(𝑟𝑖𝑗)] ,

𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛 .

Step5 建立描述方案准则值优劣的隶属函数.

根据备选方案越接近正理想方案(远离负理想方案)越

优, 其隶属程度越大的思想, 采用各准则值在其论

域上的隶属函数描述其优劣. 现将𝜇𝑖𝑗定义为: 在准

则𝑗下,方案𝑖的准则值𝑟𝑖𝑗在负理想值到正理想值之间

区域[𝑔−𝑗 , 𝑔
+
𝑗 ]上的灰色隶属度.利用式(2)可得

𝜇𝑖𝑗 =
1

2

(
−
(𝑟𝑖𝑗 − 𝑔−

𝑗

𝑔+
𝑗
− 𝑔−

𝑗

)2(3(𝑟𝑖𝑗 − 𝑔+
𝑗
)

𝑔+
𝑗
− 𝑔−

𝑗

−
𝑟𝑖𝑗 − 𝑔−

𝑗

𝑔+
𝑗
− 𝑔−

𝑗

)
−

(𝑟𝑖𝑗 − 𝑔−𝑗
𝑔+𝑗 − 𝑔−𝑗

)2(3(𝑟𝑖𝑗 − 𝑔+𝑗 )

𝑔+𝑗 − 𝑔−𝑗
− 𝑟𝑖𝑗 − 𝑔−𝑗

𝑔+𝑗 − 𝑔−𝑗

))
. (6)

计算方案𝑎𝑖的加权综合隶属度为

𝜇𝑖 =

𝑛∑
𝑗=1

𝑤𝑗𝜇𝑖𝑗 , 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚 . (7)

Step6 计算各方案的相对灰度.计算各方案各

准则值的灰度为[11]

𝑣𝑖𝑗 =
𝑙(𝑟𝑖𝑗(⊗))

𝑟𝑖𝑗(⊗)
=

𝑟𝑖𝑗 − 𝑟𝑖𝑗
1
2 (𝑟𝑖𝑗 + 𝑟𝑖𝑗)

. (8)

将准则𝑗下,准则值𝑟𝑖𝑗的灰度𝑣𝑖𝑗在最小灰度到最

大灰度之间区域[𝑣−𝑖𝑗 , 𝑣
+
𝑖𝑗 ] = [min

𝑖
𝑣𝑖𝑗 ,max

𝑖
𝑣𝑖𝑗 ]上的隶属

度定义为相对灰度,记作𝑣𝑖𝑗 . 这样即为确定型隶属度

的求解,利用文献[13]可得

𝑣𝑖𝑗 = −
(𝑣𝑖𝑗 − 𝑣−𝑖𝑗
𝑣+𝑖𝑗 − 𝑣−𝑖𝑗

)2(3(𝑣𝑖𝑗 − 𝑣+𝑖𝑗)

𝑣+𝑖𝑗 − 𝑣−𝑖𝑗
− 𝑣𝑖𝑗 − 𝑣−𝑖𝑗

𝑣+𝑖𝑗 − 𝑣−𝑖𝑗

)
. (9)

计算方案𝑎𝑖的加权综合相对灰度为

𝑣𝑖 =

𝑛∑
𝑗=1

𝑤𝑗𝑣𝑖𝑗 , 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚 . (10)

Step7 对各方案进行排序.按照最大隶属度原

则,灰度越小,方案越优的原则,定义区间灰数排序公

式为[1]

𝑧𝑖 = 𝜌𝜇𝑖 + (1− 𝜌)(1− 𝑣𝑖), 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚 . (11)

其中: 𝜌(0 < 𝜌 < 1)为平衡系数,可根据实际问题事先

给定,也可由文献[1]中给出的优化模型求得. 即

𝜌 = e
𝑚∑

𝑖=1

�̃�𝑖+𝑣𝑖−1/(
1 + e

𝑚∑
𝑖=1

�̃�𝑖+𝑣𝑖−1)
. (12)

这样, 将𝜌代入式(11)对方案进行排序, 其中𝑧𝑖最

大者对应的方案为最优方案.

4 算算算例例例分分分析析析

某企业计划投资建设一座新厂, 市场预测产品

的销售有 4 种可能的状况, 分别为畅销、偏好、稍差

和滞销. 现设计了 4 种方案, 考虑了 3 个指标, 分别

为直接收益𝐶1,间接收益𝐶2和污染损失𝐶3. 权重为

𝑤1 = 0.41, 𝑤2 = 0.32, 𝑤3 = 0.27. 各种指标的决策表

如表2∼表5所示,求最优方案.

1) 按照Step1∼Step3对已知决策表2∼表5进行标

准化处理后合并为一个无风险灰色多准则决策矩阵,

如表6所示.

表 2 市场畅销[0.1, 0.25]下的决策表

方案 𝐶1 𝐶2 𝐶3

𝑎1 [22 , 30] [90 , 112] [230 , 250]

𝑎2 [25 , 31] [90 , 116] [210 , 230]

𝑎3 [28 , 32] [95 , 105] [190 , 210]

𝑎4 [20 , 28] [90 , 100] [250 , 270]

表3 市场偏好[0.3, 0.6]下的决策表

方案 𝐶1 𝐶2 𝐶3

𝑎1 [27 , 35] [97 , 109] [235 , 255]

𝑎2 [30 , 36] [97 , 113] [215 , 235]

𝑎3 [28 , 32] [95 , 105] [195 , 215]

𝑎4 [25 , 33] [96 , 106] [255 , 275]

表4 市场稍差[0.15, 0.35]下的决策表

方案 𝐶1 𝐶2 𝐶3

𝑎1 [20 , 28] [101 , 111] [260 , 280]

𝑎2 [25 , 31] [97 , 113] [220 , 240]

𝑎3 [22 , 30] [104 , 116] [240 , 260]

𝑎4 [28 , 32] [95 , 105] [200 , 220]

表 5 市场滞销[0.5, 0.15]下的决策表

方案 𝐶1 𝐶2 𝐶3

𝑎1 [22 , 30] [104 , 116] [245 , 265]

𝑎2 [25 , 31] [97 , 113] [225 , 245]

𝑎3 [28 , 32] [95 , 105] [205 , 225]

𝑎4 [20 , 28] [115 , 125] [265 , 285]

表 6 无风险灰色多准则决策矩阵

方案 𝐶1 𝐶2 𝐶3

𝑎1 [0.710 4 , 0.950 2] [0.847 4 , 0.969 4] [0.766 2 , 0.831 0]

𝑎2 [0.800 3 , 0.980 2] [0.822 8 , 0.979 3] [0.831 0 , 0.907 7]

𝑎3 [0.839 4 , 0.959 3] [0.818 6 , 0.904 8] [0.907 7 , 1.000 0]

𝑎4 [0.650 5 , 0.890 3] [0.849 5 , 0.935 7] [0.710 5 , 0.766 2]

其中区间概率按照式(1)和(5)可得各状态下的点

概率为: 𝑝1 = 0.215 , 47, 𝑝2 = 0.366 67, 𝑝3 = 0.276 19,

𝑝4 = 0.141 67.

2)由表 6可得正、负理想方案分别为

𝐺+(⊗) ∈
([0.839 4, 0.980 2], [0.849 5, 0.979 3], [0.907 7, 1.000 0]),

𝐺−(⊗) ∈
([0.650 5, 0.890 3], [0.818 6, 0.904 8], [0.710 5, 0.766 2]).



496 控 制 与 决 策 第 25 卷

3)利用式(6)计算各方案各准则值在负理想值到

正理想值上的灰色隶属度,如表7所示.

表 7 各方案各准则值的灰色隶属度

方案 𝐶1 𝐶2 𝐶3

𝑎1 0.489 5 0.969 5 0.191 1

𝑎2 0.944 8 0.525 5 0.659 5

𝑎3 0.931 2 0.000 0 1.000 0

𝑎4 0.000 0 0.686 8 0.000 0

由式(7)可得各方案的加权综合隶属度为: 𝜇1 =

0.562 5, 𝜇2 = 0.733 6, 𝜇3 = 0.651 8, 𝜇4 = 0.219 8.

4) 按照式(8)计算各方案各准则值的灰度, 如表

8所示.
表 8 各方案各准则值的灰度

方案 𝐶1 𝐶2 𝐶3

𝑎1 0.288 8 0.134 3 0.081 1

𝑎2 0.202 0 0.173 6 0.088 2

𝑎3 0.133 3 0.100 0 0.096 8

𝑎4 0.311 3 0.096 5 0.075 5

采用式(9)和(10)得到各方案的加权综合相对灰

度为: 𝑣1 = 0.593 0, 𝑣2 = 0.630 5, 𝑣3 = 0.271 9, 𝑣4 =

0.410 0 .

5) 根据区间灰数排序式(11)可得: 𝑧1 = 0.487 6,

𝑧2 = 0.558 2, 𝑧3 = 0.688 6, 𝑧4 = 0.398 1. 其中排序公式

中平衡系数由式(12)可得,即𝜌 = 0.518 3.

由𝑧3 > 𝑧2 > 𝑧1 > 𝑧4可得,方案𝑎3为最优方案.

5 结结结 论论论

针对概率为区间数且准则值为区间灰数的灰色

随机多准则决策问题,提出了一种基于最大隶属度的

决策方法. 该方法处理区间概率的方式简单,满足概

率信息完全的条件.方案的排序过程同时考虑了方案

的灰色隶属度和相对灰度,提高了方法的合理性.
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