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摘 要: 研究线性时滞系统最优控制的前馈反馈近似设计问题.基于Taylor级数法,将系统的二次型最优控制问题

转化为线性代数方程组的求解问题,给出了系统前馈反馈次优控制律的存在唯一性条件和Taylor级数表示形式. 仿

真算例验证了方法的有效性.
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Abstract: A suboptimal design problem of feedforward and feedback optimal control for linear time-delay systems is

investigated. Based on the Taylor series approach, the quadratic suboptimal control problem of the original system is

transformed into a problem of solving linear equations. The existence and uniqueness conditions of the suboptimal controller

as well as its series-based representation are presented. A numerical example shows the effectiveness of the proposed

algorithm.
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1 引引引 言言言

几乎所有的实际控制系统都存在时滞现象. 时

滞系统的稳定性分析与综合是重要的研究课题之一.

近年来, 关于时滞系统的最优控制研究,无论是理论

研究还是工程应用, 都取得了一系列的成果.迭代动

态规划法[1]是时滞系统最优设计的有效方法之一.文

献 [2]在 delta域中基于动态规划法研究网络控制系

统,给出了随机时滞系统的最优控制设计方法. 文献

[3]利用模型预测控制方法来补偿网络控制系统中随

机时滞对系统性能的影响. 另外, 对偶原理[4]和无时

滞转换方法[5,6]是研究含控制时滞系统最优控制问题

的两种有效方法. 基于模糊控制[7,8]等智能控制方法

也越来越引起人们的重视.

针对可分离线性部分和非线性部分的非线性系

统及时滞系统,文献 [9-11]分别给出了时滞系统最优

控制律设计的逐次逼近方法和灵敏度法. 这两种方法

的特点在于将时滞项视为扰动并引入时滞补偿向量,

通过精确求解线性项和近似求解补偿项得到系统的

近似最优控制律.其中, 时滞补偿项依赖于对应两点

边值问题的求解. 通常,获得该问题的解析解非常困

难.如何通过求解两点边值问题的数值解提高算法精

度,进而得到系统高精度的次优控制律,有待于进一

步研究.

本文基于Taylor级数方法研究线性时滞系统的

最优控制问题,得到了系统的次优控制律.该方法将

两点边值问题的求解最终转化为线性方程组的求解,

算法简单,收敛速度快.
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2 问问问题题题描描描述述述

考虑线性时滞系统{
𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) +𝐴1𝑥(𝑡− 𝜏) +𝐵𝑢(𝑡),

𝑥(𝑡) = 𝜑(𝑡), − 𝜏 ⩽ 𝑡 ⩽ 0,
(1)

关于二次型性能指标泛函

𝐽 =
1

2

w ∞
0

[𝑥T(𝑡)𝑄𝑥(𝑡) + 𝑢T(𝑡)𝑅𝑢(𝑡)]d𝑡 (2)

的最优控制问题. 其中: 𝑥 ∈ 𝑅𝑛和𝑢 ∈ 𝑅𝑟分别为状

态向量和控制向量; 𝐴,𝐴1, 𝐵为适当维数的常数矩阵;

𝜏 > 0为时滞项; 𝜑(𝑡)为连续的初始向量函数.

易知系统 (1)关于 (2)的最优控制律为

𝑢(𝑡) = −𝑅−1𝐵T𝜆(𝑡). (3)

其中𝜆(𝑡)为下面两点边值问题的解:

𝑥̇(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) +𝐴1𝑥(𝑡− 𝜏) +𝐵𝑢(𝑡),

𝜆̇(𝑡) = −𝑓1(𝑥(𝑡), 𝜆(𝑡), 𝜆(𝑡+ 𝜏)),

𝑥(𝑡) = 𝜑(𝑡), −𝜏 ⩽ 𝑡 ⩽ 0, 𝜆(∞) = 0.

(4)

这里

𝑓1(𝑥(𝑡), 𝜆(𝑡), 𝜆(𝑡+ 𝜏)) ={
𝑄𝑥(𝑡) +𝐴T𝜆(𝑡) +𝐴T

1𝜆(𝑡+ 𝜏), 0 < 𝑡 ⩽ 𝑡𝑓 − 𝜏 ;

𝑄𝑥(𝑡) +𝐴T𝜆(𝑡), 𝑡𝑓 − 𝜏 < 𝑡 ⩽ 𝑡𝑓 , 𝑡𝑓 → ∞.

(5)

令

𝜆(𝑡) = 𝑃𝑥(𝑡) + 𝑔(𝑡). (6)

其中: 𝑃 为Riccati代数方程

𝑃𝐴+𝐴T𝑃 − 𝑃𝑆𝑃 +𝑄 = 0 (7)

的唯一正定解, 𝑆 = 𝐵𝑅−1𝐵T, 𝑔(𝑡) ∈ 𝑅𝑛为待求的伴

随向量.

由式 (6),最优控制律 (3)可表示为

𝑢(𝑡) = −𝑅−1𝐵T(𝑃𝑥(𝑡) + 𝑔(𝑡)). (8)

由式 (1), (4)及 (6)易得, 𝑔(𝑡)满足

𝑔̇(𝑡) = 𝑓2(𝑥(𝑡), 𝑔(𝑡)), 𝑔(∞) = 0. (9)

其中

𝑓2(𝑥(𝑡), 𝑔(𝑡)) =⎧⎨⎩
(𝑃𝑆 −𝐴T)𝑔(𝑡)− 𝑃𝐴1𝑥(𝑡− 𝜏)−𝐴T

1𝑔(𝑡+ 𝜏)−
𝐴T

1𝑃 (𝑡+ 𝜏)𝑥(𝑡+ 𝜏), 0 < 𝑡 ⩽ 𝑡𝑓 − 𝜏 ;

(𝑃𝑆 −𝐴T)𝑔(𝑡)− 𝑃𝐴1𝑥(𝑡− 𝜏), 𝑡𝑓 − 𝜏 < 𝑡 ⩽ 𝑡𝑓 .

(10)

这里𝑥(𝑡)满足

𝑥̇(𝑡) = (𝐴− 𝑆𝑃 )𝑥(𝑡) +𝐴1𝑥(𝑡− 𝜏)− 𝑆𝑔(𝑡),

𝑥(𝑡) = 𝜑(𝑡), − 𝜏 ⩽ 𝑡 ⩽ 0. (11)

于是, 方程 (9), (11)构成了关于𝑥(𝑡)和 𝑔(𝑡)的新的线

性两点边值问题.下面给出近似求解该问题的Taylor

级数方法,进而研究系统次优控制律的存在唯一性和

算法设计问题.

3 次次次优优优控控控制制制律律律设设设计计计

3.1 问问问题题题转转转化化化

为表示简便,令

𝑎0 = 0, 𝑎1 = 𝑡𝑓 , 𝑎2 = 𝑡𝑓 − 𝜏,

𝑎3 = 𝑡𝑓 + 𝜏, 𝑎4 = 𝑎5 = −𝜏, (12)

ℎ(𝑡) =

[
ℎ1(𝑡)

ℎ2(𝑡)

]
=

[
𝑥(𝑡)

𝑔(𝑡𝑓 − 𝑡)

]
. (13)

由式 (9)及式 (11) ∼ (13),易得

ℎ̇(𝑡) =⎧⎨⎩

3∑
𝑖=1

𝐴𝑖ℎ(𝑎𝑖 − 𝑡) +
∑

𝑖=0,4,5

𝐴𝑖ℎ(𝑎𝑖 + 𝑡),

0 < 𝑡 ⩽ 𝑎1 − 𝑎5;
2∑

𝑖=1

𝐴𝑖ℎ(𝑎𝑖 − 𝑡) +
∑
𝑖=0,4

𝐴𝑖ℎ(𝑎𝑖 + 𝑡),

𝑎1 − 𝑎5 < 𝑡 ⩽ 𝑎1;

ℎT(0) = [ 𝜑T(0) 𝑔T(𝑡𝑓 ) ].

(14)

其中

𝐴0 =

[
𝐴− 𝑆𝑃 0

0 𝐴T − 𝑃𝑆

]
, 𝐴1 =

[
0 −𝑆

0 0

]
,

𝐴2 =

[
0 0

𝑃𝐴1 0

]
, 𝐴3 =

[
0 0

𝐴T
1𝑃 0

]
,

𝐴4 =

[
𝐴1 0

0 0

]
, 𝐴5 =

[
0 0

0 𝐴T
1

]
. (15)

于是关于𝑥(𝑡)和 𝑔(𝑡)的线性两点边值问题转化为关

于向量ℎ(𝑡)的微分方程初值问题.

3.2 Taylor级级级数数数方方方法法法

设ℎ(𝑡)的Taylor展开式的前𝑚项部分和为

ℎ(𝑡) = 𝐻T𝑇 (𝑡). (16)

其中

𝐻T = (ℎ0, ℎ1, ⋅ ⋅ ⋅ , ℎ𝑚−1),

ℎT
𝑖 = (ℎ𝑖,1, ℎ𝑖,2, ⋅ ⋅ ⋅ , ℎ𝑖,𝑛

... ℎ𝑖,𝑛+1, ⋅ ⋅ ⋅ , ℎ𝑖,2𝑛),

𝑇 T(𝑡) = [𝑇0(𝑡), 𝑇1(𝑡), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑇𝑚−1(𝑡)] ,

𝑇𝑖(𝑡) = 𝑡𝑖, 𝑖 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚− 1. (17)

注意到

(𝑎+ 𝑏)𝑛 =

𝑛∑
𝑖=0

[
𝑛

𝑖

]
𝑎𝑖𝑏𝑛−𝑖,

𝑛 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚− 1, (18)

从而由式 (16)及 (18)可得

ℎ(𝑎𝑙 − 𝑡) = 𝐻T𝐾𝑙𝑇 (𝑡), 𝑙 = 1, 2, 3;

ℎ(𝑡+ 𝑎𝑝) = 𝐻T𝐾𝑃𝑇 (𝑡), 𝑝 = 4, 5. (19)

其中
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𝐾𝑙 = (𝐾̄
(𝑙)
𝑖𝑗 )𝑚×𝑚, 𝑙 = 1, 2, 3;

𝐾̄
(𝑙)
𝑖𝑗 =

⎧⎨⎩ (−1)𝑗

[
𝑖

𝑗

]
𝑎𝑖−𝑗
𝑙 , 𝑗 ⩽ 𝑖;

0, 𝑗 > 𝑖;

𝐾𝑝 = (𝐾̄
(𝑝)
𝑖𝑗 )𝑚×𝑚, 𝑝 = 4, 5;

𝐾̄
(𝑝)
𝑖𝑗 =

⎧⎨⎩
[
𝑖

𝑗

]
𝑎𝑖−𝑗
𝑝 , 𝑗 ⩽ 𝑖;

0, 𝑗 > 𝑖;

𝑖, 𝑗 = 0, 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚− 1. (20)

从而,微分方程 (14)可化为

ℎ̇(𝑡) = Ω(𝑡,𝐻)𝑇 (𝑡),

ℎT(0) = [ 𝜑T(0) 𝑔T(𝑡𝑓 ) ]. (21)

其中

Ω(𝑡,𝐻) =⎧⎨⎩
5∑

𝑙=0

𝐴𝑙𝐻
T𝐾𝑙, 0 < 𝑡 ⩽ 𝑡𝑓 − 𝜏 ;

2∑
𝑙=0

𝐴𝑙𝐻
T𝐾𝑙 +𝐴4𝐻

T𝐾4, 𝑡𝑓 − 𝜏 < 𝑡 ⩽ 𝑡𝑓 .

(22)

这里𝐾0为𝑚阶单位矩阵. 又w 𝑡

0
𝑇 (𝑠)d𝑠 ≈ 𝑃𝑇 (𝑡), (23)

其中

𝑃 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 0 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0

0 0 1/2 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0

0 0 0 1/3 ⋅ ⋅ ⋅ 0
...

...
...

...
. . .

...

0 0 0 0 ⋅ ⋅ ⋅ 1/𝑚

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
. (24)

对式 (21)两端从 0到 𝑡积分,并注意到 (23),易得

(𝐻T −𝑊 )𝑇 (𝑡) = Ω(𝑡,𝐻)𝑃𝑇 (𝑡). (25)

其中: 𝑊 = [ℎ(0) 0 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0], 0为 2𝑛阶零列向量.

比较式 (25)等号两边𝑇 (𝑡)的系数,可得代数方程组

𝐻T −Ω(𝑡,𝐻)𝑃 = 𝑊. (26)

由Kronecker直积的性质及式 (26), 可得关于

vec(𝐻T)的线性代数方程组

𝐺(𝑡)vec(𝐻T) = vec(𝑊 ). (27)

其中

𝐺(𝑡) =

⎧⎨⎩

𝐼 −
5∑

𝑙=0

[
(𝐾𝑙𝑃 )T ⊗𝐴𝑙

]
,

0 < 𝑡 ⩽ 𝑡𝑓 − 𝜏 ;

𝐼 −
2∑

𝑙=0

[
(𝐾𝑙𝑃 )T ⊗𝐴𝑙

]− (𝐾4𝑃 )T ⊗𝐴4,

𝑡𝑓 − 𝜏 < 𝑡 ⩽ 𝑡𝑓 .

(28)

这里 𝐼为 2𝑛𝑚阶单位矩阵. 因此,当矩阵𝐺(𝑡)非奇异

时,便可求出𝐻 .

3.3 前前前馈馈馈反反反馈馈馈次次次优优优控控控制制制律律律设设设计计计

下面给出系统次优控制律的设计方法. 令

𝐻(𝑚)
𝑥 =

⎡⎢⎢⎣
ℎ01 ℎ11 ⋅ ⋅ ⋅ ℎ𝑚−2,1 ℎ𝑚−1,1

...
...

...
...

...

ℎ0𝑛 ℎ1𝑛 ⋅ ⋅ ⋅ ℎ𝑚−2,𝑛 ℎ𝑚−1,𝑛

⎤⎥⎥⎦ , (29a)

𝐻(𝑚)
𝑔 =

⎡⎢⎢⎣
ℎ0,𝑛+1 ℎ1,𝑛+1 ⋅ ⋅ ⋅ ℎ𝑚−2,𝑛+1 ℎ𝑚−1,𝑛+1

...
...

...
...

...

ℎ0,2𝑛 ℎ1,2𝑛 ⋅ ⋅ ⋅ ℎ𝑚−2,2𝑛 ℎ𝑚−1,2𝑛

⎤⎥⎥⎦ .

(29b)

由式 (16), (17)可得系统的𝑚阶次优状态向量

𝑥(𝑚)(𝑡) = 𝐻(𝑚)
𝑥 𝑇 (𝑚)(𝑡), 𝑚 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ . (30)

相应地,其𝑚阶伴随向量为

𝑔(𝑚)(𝑡) = 𝐻(𝑚)
𝑔 𝑇 (𝑚)(𝑡𝑓 − 𝑡), 𝑚 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ . (31)

从而,由式 (8)可得系统的𝑚阶近似最优控制律为

𝑢(𝑚)(𝑡) =−𝑅−1𝐵T[𝑃𝐻(𝑚)
𝑥 𝑇 (𝑚)(𝑡)+

𝐻(𝑚)
𝑔 𝑇 (𝑚)(𝑡𝑓 − 𝑡)], 𝑚 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , (32)

其中

𝑇 (𝑚)(𝑡) = [𝑇0(𝑡) 𝑇1(𝑡) ⋅ ⋅ ⋅ 𝑇𝑚−1(𝑡)]
T
. (33)

综上所述,有下面结论:

定定定理理理 1 考虑线性时滞系统 (1)关于二次型性

能指标 (2)的最优控制问题,若:

1) (𝐴,𝐵)可控, (𝐴,𝑄1/2)可观;

2) 𝐺(𝑡)非奇异.

则系统的次优控制律由式 (32)唯一决定. 其中: 𝑃 为

Riccati代数方程 (7)的唯一正定解; 𝐻
(𝑚)
𝑥 , 𝐻

(𝑚)
𝑔 和

𝑇𝑚(𝑡)分别由式 (29), (34)确定.

证证证明明明 控制律的存在唯一性取决于Riccati代数

方程 (7)和线性代数方程组 (27)解的存在唯一性. 由

条件 1)和 2)易得证. 2
注注注 1 容易得到系统次优控制律的递推公式为

𝑢(1)(𝑡) = −𝑅−1𝐵T𝑃𝜑(𝑡),

𝑢(𝑚+1)(𝑡) = 𝑢(𝑚)(𝑡)−𝑅−1𝐵T𝑇𝑚(𝑡)ℎ𝑚,

𝑚 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ . (34)

其中

𝑇𝑚(𝑡) = [ 𝑡𝑚𝑃
... (𝑡𝑓 − 𝑡)𝑚 𝐼𝑛], (35)

𝐼𝑛为𝑛阶单位矩阵.

注注注 2 由上述递推公式可以看出,系统次优控制

律的求解过程非常简单, 每次迭代只需求解一 2𝑛阶

线性代数方程组. 因此,相对于逐次逼近方法 [9]和灵

敏度法 [11], 本文算法更为简单. 尽管当时滞 𝜏较大

且迭代次数较小时, 其误差相对较大;但随着迭代次



1726 控 制 与 决 策 第 25 卷

数𝑚的增大,由于非线性项的补偿作用,使得次优控

制律能快速逼近真值.

4 仿仿仿真真真算算算例例例

设线性时滞系统 (1)的系数矩阵为

𝐴 =

[
−1 1.2

−3 −2

]
, 𝐴1 =

[
0.5 0.8

0 1

]
, 𝐵 =

[
0

0.5

]
.

初始状态函数为𝜑(𝑡) = [ 0.1 −0.05 ]T, 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝜏 . 设

性能指标的权矩阵为𝑄 = diag(3, 5)和𝑅 = 0.5.

当系统的时滞 𝜏 = 0.2时, 表 1给出了采用本文

方法当𝑚取不同值时系统二次型性能指标值的各次

近似值.若给定容许误差为 𝜀 = 0.01,经过计算容易得

到 ∣(𝐽11 − 𝐽10)/𝐽11∣ < 𝜀. 此时, 𝑢11即可作为系统满足

精度要求的次优控制律.

图 1 ∼图 3给出了当𝑚 = 5, 7, 9和 11时系统的

控制变量和状态变量的仿真曲线.由表 1和图 1∼图 3

可以看出, Taylor级数法对于求解线性时滞系统的最

优控制问题是有效的.

表 1 系统二次型性能指标值的各次近似值

𝑚 1 3 5 7 9 10 11

𝐽𝑚 0.112 3 1.508 2 0.032 8 0.009 7 0.008 5 0.008 1 0.008 0

0.3
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0.1

0

0 1 2 3 4 5
t /s

u
t(
)

m=5
m=7
m=9
m=11

图 1 控制变量 u
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t /s

x
t

1
(

)
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m=9
m=11

0.04

0.08

0.12

0

图 2 状态变量 x1

-0.05
0 1 2 3 4 5

t /s

x
t

2
(

)

m=5
m=7
m=9
m=11

-0.03

-0.01

0.01

图 3 状态变量 x2

5 结结结 论论论

本文基于Taylor级数方法,研究了线性时滞系统

最优控制的近似设计问题.首先将既含超前项又含滞

后项的两点边值问题转化为微分方程初值问题;然后

给出了基于Taylor级数法的近似求解过程,从而将线

性时滞系统最优控制律的设计问题转化为线性代数

方程组的递推求解问题.该方法简单可行,易于实现,

具有较快的收敛速度.
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