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摘 要: 针对含有参数化和非参数化的高阶非线性系统,设计了一种重复学习控制方案.假设未知时变参数和参考

信号的共同周期是已知的,通过参数重组技巧,将所有未知时变项合并为一个周期时变向量. 将改进Backstepping方

法与分段积分机制相结合,构造了微分-差分参数自适应律和重复学习控制律,使跟踪误差在误差平方范数意义下渐

近收敛于零. 利用Lyapunov泛函,给出了闭环系统收敛的充分条件.仿真结果验证了该方法的有效性.
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Abstract: A repetitive learning control scheme is designed for high-order nonlinear systems with parametric and non-

parametric uncertainties. It is assumed that the common periodicity of unknown time-varying parameter and reference

signal are known. By regrouping the system parameters, all unknown time-varying terms are combined into a periodically

time-varying vector. Combining the modifying backstepping approach with the pointwise integral mechanism, a differential-

difference mixed-type adaptive law and an adaptive repetitive learning control one are constructed to ensure the asymptotic

convergence of the tracking error in the sense of square error norm. Also, a sufficient condition of the convergence of the

method is given. A simulation example shows the effectiveness of the proposed method.
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1 引引引 言言言

学习控制是一种控制策略,目的是在可重复的固

定有限时间区间或重复在无限时间区间上校正控制

输入,以便达到改善系统的性能.迄今为止,人们提出

了许多学习控制方法,其中两种主要的方法是: 迭代

学习控制[1,2]和重复学习控制[3,4]. 迭代学习控制是用

来处理有限时间区间上的跟踪任务,它要求控制行为

可以重复操作,并且要求统一初始条件.重复控制则

用来处理无限时间区间上的周期跟踪任务,它不要求

统一初始条件.它们都能在可重复控制环境下提高系

统的性能.自适应控制可以有效地处理线性或非线性

系统中含有常值或慢时变参数的不确定性,而对含有

时变参数不确定系统,实施自适应控制还是一个公开

的难题[5].

重复控制的概念首先由文献 [3]提出,针对一类

线性时不变系统,在频率域上, 利用小增益定理对它

进行收敛性分析.它能够有效地处理重复跟踪控制问

题或抑制周期性干扰问题, 并广泛应用到机器人系

统[4,6]. 当系统的不确定性参数的周期预先可知时,文

献[7]通过分段积分方法, 构造了自适应控制器的参

数周期自适应律,解决了一阶混合线性参数化不确定

性系统的周期自适应控制问题,但其仅对不确定参数

满足匹配条件的情况作了研究. [8]针对一类含非参

数化不确定的非线性系统,提出了一种重复学习控制

方法,但要求目标轨线是周期函数. [9]对具有周期和

拟周期时变参数不确定系统,利用Backstepping方法
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给出了鲁棒学习控制策略. [10]对于一类既有完全未

知的虚拟控制系数又有时变参数不确定性的不匹配

的非线性系统,给出一种自适应鲁棒重复学习控制策

略, 把Nussbaum-type函数与Backstepping方法相结

合, 能够保证系统状态一致最终有界. [11]针对含

有时变和时不变未知参数的二阶非线性系统, 结合

Backstepping方法, 提出了一种自适应重复学习控制

方法,使跟踪误差平方在一个周期上的积分范数渐近

收敛于零. [12]针对含有混合参数的伴随形式的高阶

非线性系统,利用分段积分机制与反馈线性化相结合,

使广义跟踪误差在误差平方范数意义下渐近收敛于

零.

本文针对既有参数化又有非参数化不确定性高

阶非线性系统,设计了一种重复学习控制方案.假设

未知时变参数和参考信号的共同周期是已知的,通过

参数重组技巧,将所有未知时变项合并成为一个周期

时变向量. 将Backstepping方法与分段积分机制相结

合,通过构造微分-差分参数自适应律,设计了一种自

适应控制策略,使跟踪误差在误差平方范数意义下渐

近收敛于零. 仿真结果表明了该方法的有效性.

2 问问问题题题描描描述述述

定义函数 𝑓(𝑣)的𝐿2
𝑇 -范数为

w 𝑡

𝑡−𝑇
𝑓2(𝜏)d𝜏 ,其中

𝑣 ∈ [𝑡− 𝑇, 𝑡), 𝑇 为已知的有限正常数.

考虑如下高阶非线性系统:

𝑥̇𝑖 = 𝑥𝑖+1 + 𝜃T2 𝑓𝑖(𝑥𝑖), 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛− 1;

𝑥̇𝑛 = 𝑏(𝑡)𝑢+ 𝜃T2 𝑓𝑛(𝑥̄𝑛) + 𝜃T1 (𝑡)𝜑(𝑥̄𝑛) + 𝑔(𝑦);

𝑥(𝑡0) = 𝑥0; 𝑦 = 𝑥1. (1)

其中: 𝑥 = [𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛]
T ∈ 𝑅𝑛是可测的系统状态,

𝑥̄𝑖 = [𝑥1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑖]
T,记𝑥 = 𝑥̄𝑛;𝑢 ∈ 𝑅和 𝑦 ∈ 𝑅分别是

系统控制输入和输出; 𝑥(𝑡0) = 𝑥0表示系统的初始条

件; 𝜃1(𝑡) ∈ 𝑅𝑝是未知连续时变函数向量; 𝜃2 ∈ 𝑅𝑞是

未知的常参数向量, 𝑏(𝑡)是符号已知但其值未知的

周期是𝑇 的连续函数, 不失一般性, 设 𝑏(𝑡) > 0, 并

且 𝑏(𝑡) = 𝑏(𝑡 − 𝑇 ); 𝑔(𝑦)为未知的非参数化的非线性

连续函数; 𝜑(𝑥), 𝑓1(𝑥̄1), 𝑓2(𝑥̄2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑓𝑛(𝑥̄𝑛)均为已知

适当维数的光滑向量值函数, 且𝜑(0) = 0, 𝑓𝑖(0) =

0, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛; 𝑦𝑟(𝑡)表示周期为𝑇 的参考系统输

出.

本文中,系统 (1)及 𝑦𝑟(𝑡)满足下列假设:

假设 1 𝜃1(𝑡)是周期为𝑇 的未知连续向量函数,

即 𝜃1(𝑡)的每个元素都是周期为𝑇 的时间函数, 且在

某个紧集内变化, 即存在一个正数 𝜃1,𝑀 < ∞, 使

得 ∥ 𝜃1(𝑡) ∥⩽ 𝜃1,𝑀 ,这里 𝜃1,𝑀可以是未知常参数.

假设 2 𝜑(𝑥)关于𝑥是全局李普希茨连续,即对

任意𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑅𝑛,有 ∥ 𝜑(𝑥1)−𝜑(𝑥2) ∥⩽ 𝑙 ∥ 𝑥1 − 𝑥2 ∥,

𝑙是未知的李普希茨常数.

假设 3 未知的非线性函数 𝑔(𝑦)满足: 对于任意

的 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑅,有

∣ 𝑔(𝑦)− 𝑔(𝑧) ∣⩽ 𝛾(𝑦, 𝑧) ∣ 𝑦 − 𝑧 ∣,
其中 𝛾(𝑦, 𝑧)是已知的有界连续函数.

假设 4 目标轨线 𝑦𝑟(𝑡)和它的一阶导数直到

𝑛阶导数均在𝐿2
𝑇 -范数意义下是有界的,即w 𝑡

𝑡−𝑇
(𝑦(𝑘)𝑟 (𝜏))

2
d𝜏 < ∞, 𝑘 = 0, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.

控制目标是对于给定的以𝑇 为周期的输出参考

信号 𝑦𝑟(𝑡),设计一个自适应控制律𝑢(𝑡)使得输出跟踪

误差 𝑒(𝑡) = 𝑦(𝑡) − 𝑦𝑟(𝑡)在𝐿2
𝑇 -范数意义下收敛于零,

同时保证闭环系统所有信号在𝐿2
𝑇 -范数意义下有界.

3 设设设计计计自自自适适适应应应重重重复复复学学学习习习控控控制制制律律律

针对式 (1)的特点, 首先, 未知常参数向量 𝜃2

满足不匹配条件, 最有效的解决方法是利用

Backstepping方法[5],但标准的Backstepping方法只能

对未知常参数向量进行自适应修正,而对时变参数向

量 𝜃1(𝑡)和 𝑏(𝑡)无能为力. 这就需要把Backstepping方

法与别的方法相结合来处理 𝜃1(𝑡)和 𝑏(𝑡). 其次, 对未

知的非参数化函数 𝑔(𝑦), 充分利用目标轨线 𝑦𝑟(𝑡)的

周期性,有效地处理了 𝑔(𝑦)的影响.进行坐标变换[5]

𝑧1 = 𝑦 − 𝑦𝑟,

𝑧𝑖 = 𝑥𝑖 − 𝑦(𝑖−1)
𝑟 − 𝛼𝑖−1(𝑥̄𝑖−1, 𝜃2(𝑡), 𝑦

(𝑖−2)
𝑟 ),

𝑖 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. (2)

其中: 𝑥̄𝑖 = (𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑖)
T, 𝑦

(𝑖)
𝑟 = (𝑦𝑟, 𝑦̇𝑟, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑦(𝑖)𝑟 )T,

𝜃2(𝑡)是 𝜃2的估计量,稳定化函数𝛼𝑖为

𝛼1 = −𝑐1𝑧1 − 1

2
𝛾2(𝑦, 𝑦𝑟)𝑧1 − 𝑤T

1 𝜃2(𝑡),

𝛼𝑖(𝑥̄𝑖, 𝜃2(𝑡), 𝑦
(𝑖−1)
𝑟 ) =

− 𝑧𝑖−1 − 𝑐𝑖𝑧𝑖 − 𝑤T
𝑖 𝜃2(𝑡) + Δ𝑖+

∂𝛼𝑖−1

∂𝜃2(𝑡)
Γ 𝜏𝑖 +

𝑖−1∑
𝑘=1

∂𝛼𝑖−1

∂𝜃2(𝑡)
Γ𝑤𝑖𝑧𝑘. (3)

这里

Δ𝑖 =

𝑖−1∑
𝑘=1

(∂𝛼𝑖−1

∂𝑥𝑘
𝑥𝑘+1 +

∂𝛼𝑖−1

∂𝑦
(𝑘−1)
𝑟

𝑦(𝑘)𝑟

)
,

𝑤𝑖(𝑥̄𝑖, 𝜃2(𝑡), 𝑦
(𝑖−2)
𝑟 ) = 𝑓𝑖 −

𝑖−1∑
𝑘=1

∂𝛼𝑖−1

∂𝑥𝑘
𝑓𝑘.

Γ是正定对称矩阵, 即Γ = ΓT > 0; 𝜏𝑖 = 𝜏𝑖−1 +

𝑤𝑖𝑧𝑖, 𝑖 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.为了符号一致,记𝜏0 = 0, 𝛼0 =

0, 𝑥 = [𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑛]
T, 𝑧 = [𝑧1, 𝑧2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑧𝑛]T.

利用式 (3),对 (2)关于 𝑡求导,从而得到闭环误差

系统方程如下:

𝑧̇1 = −𝑐1𝑧1 + 𝑧2 − 1

2
𝛾2(𝑦, 𝑦𝑟)𝑧1 − 𝑤T

1 𝜃2(𝑡);
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𝑧̇𝑖 = −𝑧𝑖−1 − 𝑐𝑖𝑧𝑖 + 𝑧𝑖+1 + 𝑤T
1 𝜃2(𝑡)+

∂𝛼𝑖−1

∂𝜃2(𝑡)
(Γ 𝜏𝑖 − ˙̂

𝜃2(𝑡)) +

𝑖−1∑
𝑘=1

∂𝛼𝑘−1

∂𝜃2(𝑡)
Γ𝑤𝑖𝑧𝑘,

𝑖 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛− 1;

𝑧̇𝑛 = 𝑏(𝑡)𝑢+ 𝜃T1 (𝑡)𝜑(𝑥̄𝑛) + 𝑔(𝑦) + 𝑤T
𝑛 𝜃2−

Δ𝑛 − ∂𝛼𝑛−1

∂𝜃2(𝑡)

˙̂
𝜃2(𝑡)− 𝑦(𝑛)𝑟 . (4)

设计时不变参数自适应律为

˙̂
𝜃2(𝑡) = Γ𝑊𝑍 = Γ 𝜏𝑛−1. (5)

其中𝑊 =[𝑤1, 𝑤2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑤𝑛−1], 𝑍=[𝑧1, 𝑧2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑧𝑛−1]
T.

考虑式 (4)中前𝑛 − 1个误差变量方程, 设计的

Lyapunov函数为

𝑉𝑛−1(𝑡) =
1

2

𝑛−1∑
𝑖=1

𝑧2𝑖 +
1

2
𝜃T2 (𝑡)Γ

−1𝜃2(𝑡). (6)

利用式 (4)和 (5),式 (6)关于 𝑡的导数为

𝑉̇𝑛−1(𝑡) = −
𝑛−1∑
𝑖=1

𝑐𝑖𝑧
2
𝑖 + 𝑧𝑛−1𝑧𝑛 − 1

2
𝛾2(𝑦, 𝑦𝑟)𝑧1. (7)

考虑式 (4)中最后一个关于误差变量 𝑧𝑛的方程,有

𝑧̇𝑛 = 𝑏(𝑡)
{
𝑢+ 𝑏−1(𝑡)𝜃T(𝑡)𝜉(𝑥̄𝑛)+

𝑏−1(𝑡)Λ+ 𝑏−1(𝑡)𝑤T
𝑛 𝜃2+

𝑏−1(𝑡)
(
−Δ𝑛 − ∂𝛼𝑛−1

∂𝜃2(𝑡)

˙̂
𝜃2(𝑡)− 𝑦(𝑛)𝑟

)}
. (8)

其中: 𝜃(𝑡) = [𝜃T1 (𝑡), 𝑔(𝑦𝑟)]
T, 𝜉(𝑥̄𝑛) = [𝜑(𝑥̄𝑛), 1]

T, Λ

= 𝑔(𝑦)− 𝑔(𝑦𝑟). 由于 𝜃1(𝑡), 𝑦𝑟分别是周期为𝑇 的向量

函数和连续函数,显然 𝜃(𝑡)也是周期为𝑇 的向量函数.

设计Lyapunov函数为

𝑉𝑛(𝑡) =
1

2
𝑏−1(𝑡)𝑧2𝑛. (9)

由式 (8),式 (9)关于 𝑡的导数为

𝑉̇𝑛(𝑡) = 𝑧𝑛{𝑢+ 𝑏−1(𝑡)𝜃T(𝑡)𝜉(𝑥̄𝑛) + 𝑏−1(𝑡)Λ+

𝑏−1(𝑡)𝑤T
𝑛 𝜃2 + 𝑏−1(𝑡)(−Δ𝑛 − ∂𝛼𝑛−1

∂𝜃2(𝑡)

˙̂
𝜃2(𝑡)−

𝑦(𝑛)𝑟 )} − 1

2
𝑏−2(𝑡)𝑏̇(𝑡)𝑧2𝑛,

根据假设 3,得

𝑧𝑛𝑏
−1(𝑡)Λ ⩽ 1

2𝑏2(𝑡)
𝑧2𝑛 +

1

2
𝛾2(𝑦, 𝑦𝑟)𝑧

2
1 ,

因此

𝑉̇𝑛(𝑡) ⩽ 𝑧𝑛(𝑢+ 𝛽T(𝑡)𝜙) +
1

2
𝛾2(𝑦, 𝑦𝑟)𝑧

2
1 . (10)

其中

𝛽(𝑡) = [𝑏−1(𝑡), 𝑏−1(𝑡)𝜃T(𝑡), 𝑏−1(𝑡)𝜃T2 (𝑡),

𝑏̇(𝑡)𝑏−2(𝑡), 𝑏−2(𝑡)]T,

𝜙(𝑡) =
[
−Δ𝑛 − ∂𝛼𝑛−1

∂𝜃2

˙̂
𝜃2,𝑗(𝑡)− 𝑦(𝑛)𝑟 ,

𝜉T(𝑥̄𝑛), 𝑤
T
𝑛 ,−

1

2
𝑧𝑛,

1

2
𝑧𝑛

]T
.

注 1 由于 𝑏(𝑡), 𝜃(𝑡)分别是周期为𝑇 的连续函

数和向量函数,因此 𝛽(𝑡)也是周期为𝑇 的向量函数.

基于式 (7)和 (10),构造自适应学习控制律为

𝑢(𝑡) = −𝑧𝑛−1 − 𝑐𝑛𝑧𝑛 − 𝛽T(𝑡)𝜙, (11)

其中 𝛽(𝑡)是 𝛽(𝑡)的估计量.

设计时变周期参数自适应律为

𝛽(𝑡) =

⎧⎨⎩
𝛽(𝑡− 𝑇 ) + 𝑞1𝜙𝑧𝑛, 𝑡 ∈ [𝑇,∞);

𝑞0(𝑡)𝜙𝑧𝑛, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 );

0, 𝑡 ∈ [−𝑇, 0).

(12)

其中: 𝑞1 > 0为设计参数, 并且 𝑞0(𝑡)(𝑡 ∈ [0, 𝑇 ))是严

格单调增加连续函数, 使得 𝑞0(0) = 0, 𝑞0(𝑇 ) = 𝑞1.

𝑞0(𝑡)的选取, 确保了 𝛽(𝑡)的估计量 𝛽(𝑡)在 𝑘𝑇 (𝑘 = 1,

2, ⋅ ⋅ ⋅ )的连续性.

证明略.

考虑整个误差系统方程 (4)的Lyapunov函数为

𝑉 (𝑡) = 𝑉𝑛−1(𝑡) + 𝑉𝑛(𝑡), (13)

由式 (7), (10)和 (11),有

𝑉̇ (𝑡) ⩽ −
𝑛∑

𝑖=1

𝑐𝑖𝑧
2
𝑖 + 𝛽T(𝑡)𝜙𝑧𝑛, (14)

其中 𝛽T(𝑡) = 𝛽(𝑡)− 𝛽(𝑡).

注 2 值得注意的是,常值参数自适应律是在第

𝑛− 1步选择的,在标准自适应Backstepping设计过程

中, 它是在最后一步时才选择的, 而最后一步设计的

Lyapunov函数不同于标准自适应Backstepping设计.

4 收收收敛敛敛性性性分分分析析析

定理 1 在假设 1∼假设 4的条件下, 由系统方

程 (1)和重复学习控制律 (11)以及参数自适应律 (5)

和 (12)组成的闭环误差系统 (4)具有:

1)跟踪误差 𝑒(𝑡) = 𝑧1(𝑡)在𝐿2
𝑇 -范数意义下收敛

于零,即 lim
𝑡→∞

w 𝑡

𝑡−𝑇
𝑒2(𝜏)d𝜏 = 0.

2)闭环系统所有信号均在𝐿2
𝑇 -范数意义下有界.

证证证明明明 构造Lyapunov函数为

𝐸(𝑡) = 𝑉 (𝑡) +
1

2𝑞1

w 𝑡

𝑡−𝑇
𝛽T(𝜏)𝛽(𝜏)d𝜏. (15)

首先, 𝐸(𝑡)在一个周期区间 [𝑡− 𝑇, 𝑡)上的差分是

Δ𝐸(𝑡) =

[𝑉 (𝑡)− 𝑉 (𝑡− 𝑇 )] +
1

2𝑞1

w 𝑡

𝑡−𝑇
[𝛽T(𝜏)𝛽(𝜏)−

𝛽T(𝜏 − 𝑇 )𝛽(𝜏 − 𝑇 )]d𝜏. (16)

下面分别计算式 (16)右边的每一项. 由式 (14),

式 (16)的右边第 1项变为

𝑉 (𝑡)− 𝑉 (𝑡− 𝑇 ) ⩽
w 𝑡

𝑡−𝑇

(
−

𝑛∑
𝑖=1

𝑐𝑖𝑧
2
𝑖 + 𝛽T(𝑡)𝜙𝑧𝑛

)
d𝜏. (17)
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利用关系式(𝑎 − 𝑏)T(𝑎 − 𝑏) − (𝑎 − 𝑐)T(𝑎 − 𝑐) = (𝑐−
𝑏)T[2(𝑎 − 𝑏) + (𝑏 − 𝑐)], 𝛽(𝑡) = 𝛽(𝑡 − 𝑇 )以及式 (12),

式 (16)右边的第 2项化简为
1

2𝑞1

w 𝑡

𝑡−𝑇
[𝛽T(𝜏)𝛽(𝜏)− 𝛽T(𝜏 − 𝑇 )𝛽(𝜏 − 𝑇 )]d𝜏 =

−
w 𝑡

𝑡−𝑇
(𝜙T𝛽(𝜏)𝑧𝑛 +

1

2
𝑞1𝜙

T𝜙𝑧2𝑛)d𝜏. (18)

将式 (17)和 (18)分别代入 (16),得

Δ𝐸(𝑡) ⩽−
w 𝑡

𝑡−𝑇
(

𝑛∑
𝑖=1

𝑐𝑖𝑧
2
𝑖 +

1

2
𝑞1𝜙

T𝜙𝑧2𝑛)d𝜏 ⩽

−
w 𝑡

𝑡−𝑇
𝑐1𝑧

2
1d𝜏 < 0. (19)

对于 ∀𝑡 ∈ [𝑖𝑇, (𝑖+1)𝑇 ],记 𝑡0 = 𝑡− 𝑖𝑇, 𝑡0 ∈ [0, 𝑇 ),

当 𝑡 → ∞时,有 𝑖 → ∞. 重复应用式 (16),得

𝐸(𝑡) = 𝐸(𝑡0) +

𝑖−1∑
𝑗=0

Δ𝐸(𝑡− 𝑗𝑇 ). (20)

由于 𝑡0 ∈ [0, 𝑇 ),根据式 (19),式 (20)两端取极限,得

lim
𝑡→∞

𝐸(𝑡) ⩽

max
𝑡0∈[0,𝑇 )

𝐸(𝑡0)− 𝑐1 lim
𝑡→∞

𝑖−1∑
𝑗=0

w 𝑡−𝑗𝑇

𝑡−(𝑗+1)𝑇
𝑧21d𝜏. (21)

考虑到𝐸(𝑡)的正定性, 若𝐸(𝑡0)在区间 [0, 𝑇 )有

界,则根据正项级数收敛性定理可知,跟踪误差 𝑧1(𝑡)

在𝐿2
𝑇 -范数意义下渐近收敛于零,即 lim

𝑡→∞

w 𝑡

𝑡−𝑇
𝑧21(𝜏)d𝜏

= 0.

其次, 只需证明𝐸(𝑡)在区间 [0, 𝑇 )上是有界的.

为了叙述方便,记 𝑡0 = 𝑡. 考虑时变周期参数自适应律

(12),当 𝑡 ∈ [0, 𝑇 )时,有 𝛽(𝑡) = 𝑞0(𝑡)𝜙𝑧𝑛是连续的;而

闭环误差系统 (4)的右端关于变量 𝑧和 𝑡是连续的;根

据微分方程解的存在性定理可知,在子区间 [0, 𝑇1) ⊂
[0, 𝑇 )上, 0 < 𝑇1 ⩽ 𝑇 , 闭环系统必存在连续有界的

解, 从而𝐸(𝑡)在 [0, 𝑇1)上是有界的. 因而, 只需考虑

𝐸(𝑡)在区间 [𝑇1, 𝑇 )是有界的. 根据 𝑞0(𝑡)的选取, 在

该区间上, 有 𝑞 ⩾ 𝑞0(𝑡) ⩾ 𝑞0(𝑇1) = 𝜀 > 0, 进一步

有 2𝑞 ⩾ 𝑞0(𝑡) > 0, 对于 ∀𝑡 ∈ [𝑇1, 𝑇 ), 利用式 (12)和

(14),式 (15)两边关于 𝑡求导,得

𝐸̇(𝑡) ⩽−
𝑛∑

𝑖=1

𝑐𝑖𝑧
2
𝑖 + 𝛽T(𝑡)𝜙𝑧𝑛 +

1

2𝑞1
𝛽T(𝑡)𝛽(𝑡) =

−
𝑛∑

𝑖=1

𝑐𝑖𝑧
2
𝑖 − 𝑣𝛽T(𝑡)𝛽(𝑡) +

1

𝑞0(𝑡)
𝛽T(𝑡)𝛽(𝑡).

其中: 𝑣 = 1/𝑞0(𝑡) − 1/2𝑞1 > 0,由 2𝑞 ⩾ 𝑞0(𝑡) > 0,有

𝑣 > 0. 利用Young不等式和 𝑞 ⩾ 𝑞0(𝑡) ⩾ 𝑞0(𝑇1) = 𝜀 >

0,对于任意的 𝜍 > 0,得
1

𝑞0(𝑡)
𝛽T(𝑡)𝛽(𝑡) ⩽ 𝜍

𝜀
𝛽T(𝑡)𝛽(𝑡) +

1

4𝜀𝜍
𝛽T(𝑡)𝛽(𝑡),

只要选择设计参数 𝜍充分小, 使得 𝜁 = 𝜐 − 𝜍𝜀−1 > 0,

便有

𝐸̇(𝑡) ⩽ −𝑐1𝑧
2
1 − 𝜁𝛽T(𝑡)𝛽(𝑡) +

1

4𝜀𝜍
𝛽T(𝑡)𝛽(𝑡). (22)

由于 𝛽(𝑡)是连续的周期函数向量, 由假设 1知,

存在一个常数 𝛽𝑀 , 使得 ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ), 有 𝛽T(𝑡)𝛽(𝑡) ⩽
𝛽𝑀 , 从而由式 (22)可知, 在集合 {(𝑧1, 𝛽) ∈ 𝑅𝑝+𝑞+4∣
𝑐1𝑧

2
1 + 𝜁𝛽T(𝑡)𝛽(𝑡) ⩽ 𝛽𝑀/4𝜀𝜍}的外部 𝐸̇(𝑡)是负定的,

故𝐸(𝑡)在区间 [𝑇1, 𝑇 )是有界的.

最后, 证明其他信号有界. 由于𝐸(𝑡)的有界性,

确保了 𝑧1(𝑡)是𝐿∞
𝑇 有界且 𝛽(𝑡)是𝐿2

𝑇 有界, 这是因

为𝐿∞
𝑇 范数有界意味着𝐿2

𝑇 范数有界. 又因为 𝑦(𝑡) =

𝑦𝑟(𝑡)+𝑧1(𝑡)和𝛽(𝑡) = 𝛽(𝑡)−𝛽(𝑡),而 𝑦𝑟(𝑡)和 𝛽(𝑡)是𝐿∞
𝑇

范数有界的,从而可知 𝑦(𝑡)和 𝛽(𝑡)在𝐿2
𝑇 -范数意义下

也是有界的. 另外, 由𝐸(𝑡)的有界性, 以及式 (6), (9),

(15)和 (2), 可得其他信号均在𝐿2
𝑇 -范数意义下有

界. 由式(11)可知, 控制律𝑢(𝑡)在𝐿2
𝑇 -范数意义下是

有界的. 2
5 仿仿仿真真真例例例子子子

考虑如下二阶非线性系统:⎧⎨⎩
𝑥̇1 = 𝑥2 + 𝜃2𝑥

2
1,

𝑥̇2 = 𝑏(𝑡)𝑢+ 𝜃1(𝑡)e
𝑥1 + 𝑔(𝑦), 𝑥(0) = 𝑥0,

𝑦 = 𝑥1.

其中: 𝜃2是未知常值参数, 𝜃1(𝑡)是未知时变参数,参考

轨迹为 𝑦𝑟(𝑡) = 0.02 cos(π𝑡/3). 利用Matlab编程仿真,

这里系统的初始条件为𝑥1(0) = 0, 𝑥2(0) = 0, 𝜃1(𝑡) =

∣2sin(4π𝑡/3)∣, 𝜃2 = 1, 𝑏(𝑡) = 0.1∣sin(π𝑡)−2∣,周期𝑇 =

6s, 𝑔(𝑦) = e−𝑦2(𝑡) = e−𝑥2
1(𝑡),并且∣𝑔(𝑦)− 𝑔(𝑦𝑟)∣ ⩽ 𝛾(𝑦,

𝑦𝑟)∣𝑦 − 𝑦𝑟∣,其中 𝛾(𝑦, 𝑦𝑟) =
√
2e−0.5. 采用本文设计的

重复学习控制律和周期参数自适应学习律, 得

到仿真结果如图 1∼图 6所示.其中 𝑐1 = 12, 𝑐2 = 50,

Γ = 1, 𝑞 = 1, 𝑞0(𝑡) = 𝑡𝑞/𝑇 . 图 1说明了第 𝑖个周期跟
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踪误差的最大绝对值; 图 2为第 50个周期误差曲线

𝑒(𝑡);由图 3可以看出,控制曲线𝑢(𝑡)是有界的;图 4∼
图 6分别说明了时不变参数的估计曲线 𝜃2(𝑡)和时变

参数的估计曲线 𝛽(𝑡)的有界性,这与理论分析结果是

相符的. 以上仿真结果表明所提出方法是可行的.
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图 6 时变参数曲线𝜷4,5,6(t)

6 结结结 论论论

针对既有参数化又有非参数化不确定性非线性

系统,设计了一种重复学习控制方案,利用参数重组

技巧,将所有未知时变项合并成为一个周期时变向量.

把Backstepping方法与分段积分机制相结合,构造了

微分-差分参数自适应律和重复学习控制律, 利用

Lyapunov泛函,证明了跟踪误差在误差平方范数意义

下渐近收敛于零. 仿真结果表明了该方法的有效性.
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