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摘 要: 针对一类范数有界不确定离散随机系统,研究了具有输出反馈控制器的保性能控制,由此得到闭环系统的

二次型性能指标上界的一般形式;然后应用LMI凸优化技术,推导出使闭环系统渐近稳定的最优保性能控制器的设

计方法;最后通过仿真算例验证了所提出算法的可行性和有效性.
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Abstract: For the discrete stochastic system of the uncertainty with a class of bounded norm, the guaranteed cost control

with the output feedback controller is studied, and the general form of the quadratic performance index upper bound for the

closed-loop system is achieved. By using LMI convex optimal technique, the approach of designing the optimal guaranteed

cost controller which makes the closed-loop system asymptotically stable is derived. Finally, the simulation example shows

the feasibility and effectiveness of the presented method.
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1 引引引 言言言

系统的不确定性一般来自两个方面: 系统参数的

不确定性和外界不确定干扰. 不确定系统的保性能控

制最早由Chang等人[1]提出,其后,许多学者对此进行

了研究[2-3]. Petersen等人[4-6]针对范数有界不确定连

续随机系统基于LQG性能指标的输出反馈保性能控

制进行了研究. 20世纪 90年代初,随着求解凸优化问

题的内点法的提出,线性矩阵不等式 (LMI)得到了控

制界的重视.俞立等人[7]对具有两个不同被调输出的

一类不确定离散系统的𝐻2/𝐻∞状态反馈保性能控制

问题进行了研究,给出了基于LMI方法的𝐻2/𝐻∞最

优保性能控制器的设计方法, 然而, 其不确定性仅存

在于状态方程之中. 文献 [8]将LMI凸优化技术引入

范数有界不确定连续随机系统,得到了输出反馈控制

器的LQG性能指标上界的一般形式以及使闭环系统

渐近稳定的最优输出反馈保性能控制器.

本文在文献 [8]的基础上, 将所得到的结果推广

到范数有界不确定离散随机系统,不确定性存在于状

态方程和输出方程中,并且外界干扰都为高斯白噪声.

基于LQG性能指标,应用LMI方法,研究了不确定离

散随机系统具有输出反馈控制器的保性能控制,并进

行了仿真计算.

2 问问问题题题的的的提提提出出出

考虑如下形式的状态空间模型:

𝑥(𝑘 + 1) = (𝐴+Δ𝐴)𝑥(𝑘)+

(𝐵 +Δ𝐵)𝑢(𝑘) + 𝑤1(𝑘),

𝑦(𝑘) = (𝐶 +Δ𝐶)𝑥(𝑘)+

(𝐷 +Δ𝐷)𝑢(𝑘) + 𝑤2(𝑘). (1)

其中: 𝑥(𝑘) ∈ 𝑅𝑛, 𝑢(𝑘) ∈ 𝑅𝑚, 𝑦(𝑘) ∈ 𝑅𝑙分别为系统
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状态向量、输入向量和输出向量; 𝑤1(𝑘) ∈ 𝑅𝑛, 𝑤2(𝑘)

∈ 𝑅𝑙分别为系统噪声和量测噪声, 假设两者均为

零均值高斯白噪声, 即: 𝑤1(𝑘) ∼ 𝑁(0, 𝑉1), 𝑤2(𝑘) ∼
𝑁(0, 𝑉2), 且𝑤1(𝑘), 𝑤2(𝑘)相互独立; 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷为已

知适当维数实常数矩阵; Δ𝐴, Δ𝐵, Δ𝐶, Δ𝐷为反映系

统模型中不确定性的未知实矩阵,假定其是范数有界

的,且具有以下形式:[
Δ𝐴 Δ𝐵

Δ𝐶 Δ𝐷

]
=

[
𝐻1

𝐻2

]
𝐹 [ 𝐸1 𝐸2 ].

其中: 𝐹 为一个满足𝐹T𝐹 ⩽ 𝐼的不确定矩阵; 𝐻1, 𝐻2,

𝐸1和𝐸2为已知的适当维数常数矩阵,反映了不确定

参数的结构信息.

性能指标

𝐽 = lim
𝑁→∞

E
{ 1

𝑁

𝑁∑
𝑘=0

[𝑥T(𝑘)𝑄𝑥(𝑘) + 𝑢T(𝑘)𝑅𝑢(𝑘)]
}
.

(2)

其中: E{⋅}为求数学期望, 𝑄为半正定阵, 𝑅为正定阵.

存在输出反馈控制器

𝑥̂(𝑘 + 1) = 𝐴𝑐𝑥̂(𝑘) +𝐵𝑐𝑦(𝑘),

𝑢(𝑘) = 𝐶𝑐𝑥̂(𝑘). (3)

其中: 𝑥̂(𝑘 + 1) ∈ 𝑅𝑛; 𝐴𝑐, 𝐵𝑐, 𝐶𝑐为待定矩阵. 这使得

对于所有允许的参数不确定性,闭环系统是渐近稳定

的. 相应的闭环系统为

𝑥̄(𝑘 + 1) = 𝐴𝑥̄(𝑘) + 𝐵̄𝑤̄(𝑘). (4)

其中

𝑥̄(𝑘) =

[
𝑥(𝑘)

𝑥̂(𝑘)

]
, 𝑤̄(𝑘) =

[
𝑉

−1/2
1 𝑤1(𝑘)

𝑉
−1/2
2 𝑤2(𝑘)

]
,

𝐴 = 𝐴+ 𝐻̄𝐹 𝐸̄, 𝐵̄ =

[
𝑉

1/2
1 0

0 𝐵𝑐𝑉
1/2
2

]
.

这里

𝐴 =

[
𝐴 𝐵𝐶𝑐

𝐵𝑐𝐶 𝐴𝑐 +𝐵𝑐𝐷𝐶𝑐

]
, 𝐻̄ =

[
𝐻1

𝐵𝑐𝐻2

]
,

𝐸̄ = [ 𝐸1 𝐸2𝐶𝑐 ].

相应的闭环系统性能指标为

𝐽 = lim
𝑁→∞

E
{ 1

𝑁

𝑁∑
𝑘=0

[𝑥̄T(𝑘)𝑄̃𝑥̄(𝑘)]
}
. (5)

其中

𝑄̃ =

[
𝑄 0

0 𝐶T
𝑐𝑅𝐶𝑐

]
.

3 定定定理理理和和和主主主要要要结结结果果果

引引引理理理 1[9] 给定适当维数矩阵𝑌 , 𝐷和𝐸, 其中

𝑌 是对称的,则有

𝑌 +𝐷𝐹𝐸 + 𝐸T𝐹 T𝐷T < 0,

对于所有满足𝐹 T𝐹 ⩽ 𝐼的矩阵𝐹 成立, 当且仅当存

在一个常数 𝜀 > 0,使得

𝑌 + 𝜀𝐷𝐷T + 𝜀−1𝐸T𝐸 < 0.

引引引理理理 2 (矩阵的Schur补性质)[9] 对于给定的对

称矩阵𝑆 =

[
𝑆11 𝑆12

𝑆21 𝑆22

]
,以下 3个条件是等价的:

1) 𝑆 < 0;

2) 𝑆11 < 0, 𝑆22 − 𝑆21𝑆
−1
11 𝑆12 < 0;

3) 𝑆22 < 0, 𝑆11 − 𝑆12𝑆
−1
22 𝑆21 < 0.

定定定义义义 1 (二次稳定)[9] 对于不确定离散系统 (1),

如果存在正定对称阵𝑃 > 0使

(𝐴+𝐻1𝐹𝐸1)
T𝑃 (𝐴+𝐻1𝐹𝐸1)− 𝑃 < 0, (6)

并且𝐹 T𝐹 ⩽ 𝐼 ,则认为离散系统 (1)是二次稳定的.

同理,对于不确定离散系统 (1),如果存在一个输

出反馈控制器 (3),使得闭环系统 (4)满足

𝐴T𝑃𝐴− 𝑃 < 0, (7)

则闭环系统 (4)是二次稳定的.

定定定义义义 2[9] 对于不确定离散系统 (1)和性能指标

(2),如果存在正定矩阵 𝑄̄ > 0使

𝐴𝑄̄𝐴T − 𝑄̄+ 𝐵̄𝐵̄T < 0, (8)

则输出反馈控制器 (3)是二次保性能控制器.

推推推论论论 1 对于闭环系统 (4), 如果存在正定矩阵

𝑃 > 0使 [
−𝑃 𝑃𝐴

𝐴T𝑃 −𝑃

]
< 0, (9)

则闭环系统 (4)是二次稳定的.

根据式 (7), 由引理 2中的性质 2), 即可证明推

论 1成立.

推推推论论论 2 对于闭环系统 (4), 如果存在正定矩阵

𝑉 > 0使 [
−𝑉 𝐴T𝑉

𝑉 𝐴 −𝑉 + 𝑉 𝐵̄𝐵̄T𝑉

]
< 0, (10)

则闭环系统 (4)是二次保性能稳定的.

证证证明明明 根据式 (8),由引理 2中的性质 2),可得[
−𝑄̄ 𝑄̄𝐴T

𝐴𝑄̄ −𝑄̄+ 𝐵̄𝐵̄T

]
< 0.

进一步, 将上式左边矩阵分别左乘以和右乘以对角

阵 diag(𝑄̄−1, 𝑄̄−1), 且令𝑉 = 𝑄̄−1, 则推论 2即可得

证. 2
引引引理理理 3 (离散随机系统状态转移阵的性质)[10]

对于离散随机系统

𝑥(𝑘 + 1) = Φ(𝑘 + 1, 𝑘)𝑥(𝑘) + 𝑤(𝑘).

其中: 𝑥(𝑘) ∈ 𝑅𝑛为状态向量, 𝑤(𝑘) ∈ 𝑅𝑛为噪声向

量, Φ(𝑘 + 1, 𝑘) ∈ 𝑅𝑛×𝑛为状态转移阵. 状态转移阵
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Φ(𝑘2, 𝑘1)具有下列性质:

1) Φ(𝑘, 𝑘) = 𝐼;

2) Φ(𝑘3, 𝑘2)Φ(𝑘2, 𝑘1) = Φ(𝑘3, 𝑘1);

3) Φ−1(𝑘2, 𝑘1) = Φ(𝑘1, 𝑘2).

定定定理理理 1 对于不确定离散系统 (1)和性能指标

(2), 如果存在正定矩阵 𝑄̄ > 0, 使得输出反馈控制器

(3)为二次保性能控制器,则相应的闭环系统 (4)二次

稳定且性能指标 (2)满足

𝐽 < tr
{[ 𝑄 0

0 𝐶T
𝑐𝑅𝐶𝑐

]
𝑄̄
}
= tr(𝐶𝑄̄𝐶T). (11)

其中: 𝐶 =

[
𝑄

1
2 0

0 𝑅
1
2𝐶𝑐

]
,符号 tr(⋅)表示矩阵的迹.

证证证明明明 在闭环系统 (4)中, 显然有 𝑤̄(𝑘) ∼ 𝑁(0,

𝐼),其中 𝐼为单位阵. 假定初始条件为 𝑥̄(0),且

E{𝑥̄(0)𝑥̄T(0)} = 𝑄0 ⩾ 0,

则在时刻 𝑘的状态协方差阵为

𝑄̄Δ(𝑘, 0) = E{𝑥̄(𝑘)𝑥̄T(𝑘)}.
根据引理 3中的性质 2),可得

𝑥̄(𝑘) =Φ(𝑘, 𝑘 − 1)𝑥̄(𝑘 − 1) + 𝐵̄𝑤̄(𝑘 − 1) =

Φ(𝑘, 0)𝑥̄(0) +

𝑘∑
𝑖=1

Φ(𝑘, 𝑖)𝐵̄𝑤̄(𝑖− 1).

其中: Φ(𝑘, 0) = 𝐴𝑘,Φ(𝑘, 𝑖) = 𝐴𝑘−𝑖. 于是

𝑄̄Δ(𝑘, 0) =Φ(𝑘, 0)𝑄0Φ
T(𝑘, 0)+

𝑘∑
𝑖=1

Φ(𝑘, 𝑖)𝐵̄𝐵̄TΦT(𝑘, 𝑖).

假定时刻 𝑘固定,且令 𝜂为任意给定向量, 𝜂 ∈ 𝑅2𝑛,于

是存在如下表达式:
𝑘∑

𝑖=1

𝜂TΦ(𝑘, 𝑖)𝐵̄𝐵̄TΦT(𝑘, 𝑖)𝜂 =

𝑘∑
𝑖=1

𝜂T(𝑖)𝐵̄𝐵̄T𝜂(𝑖).

其中: 𝜂(𝑖) = ΦT(𝑘, 𝑖)𝜂(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑘)为如下状态方
程的解:

𝜂(𝑖) = 𝐴−T𝜂(𝑖− 1).

初始向量 𝜂(0) = ΦT(𝑘, 0)𝜂.

令𝑉 (𝜂(𝑖)) = 𝜂T(𝑖)𝑄̄𝜂(𝑖). 由式 (8)可得

𝐴−1𝑄̄𝐴−T − 𝑄̄ > 𝐴−1𝐵̄𝐵̄T𝐴−T.

于是有

𝑉 (𝜂(𝑖))− 𝑉 (𝜂(𝑖− 1)) =

𝜂T(𝑖)𝑄̄𝜂(𝑖)− 𝜂T(𝑖− 1)𝑄̄𝜂(𝑖− 1) =

𝜂T(𝑖− 1)𝐴−1𝑄̄𝐴−T𝜂(𝑖− 1)− 𝜂T(𝑖− 1)𝑄̄𝜂(𝑖− 1) >

𝜂T(𝑖− 1)𝐴−1𝐵̄𝐵̄T𝐴−T𝜂(𝑖− 1) =

𝜂T(𝑖)𝐵̄𝐵̄T𝜂(𝑖).

因此

𝑘∑
𝑖=1

𝜂T(𝑖)𝐵̄𝐵̄T𝜂(𝑖) <

𝑘∑
𝑖=1

[𝑉 (𝜂(𝑖))− 𝑉 (𝜂(𝑖− 1))] =

𝑉 (𝜂(𝑘))− 𝑉 (𝜂(0)) =

𝜂T(𝑘)𝑄̄𝜂(𝑘)− 𝜂T(0)𝑄̄𝜂(0).

由此可得

𝜂T𝑄̄Δ(𝑘, 0)𝜂 <𝜂TΦ(𝑘, 0)𝑄0Φ
T(𝑘, 0)𝜂+

𝜂T(𝑘)𝑄̄𝜂(𝑘)− 𝜂T(0)𝑄̄𝜂(0) <

𝜂TΦ(𝑘, 0)𝑄0Φ
T(𝑘, 0)𝜂 + 𝜂T(𝑘)𝑄̄𝜂(𝑘).

由于 𝜂(𝑘) = ΦT(𝑘, 𝑘)𝜂 = 𝜂,上式可进一步表示为

𝜂T𝑄̄Δ(𝑘, 0)𝜂 < 𝜂TΦ(𝑘, 0)𝑄0Φ
T(𝑘, 0)𝜂 + 𝜂T𝑄̄𝜂.

由于上式对所有 𝜂 ∈ 𝑅2𝑛成立,有

𝑄̄Δ(𝑘, 0) ⩽ Φ(𝑘, 0)𝑄0Φ
T(𝑘, 0) + 𝑄̄.

于是,闭环系统 (4)的性能指标为

lim
𝑁→∞

E
{ 1

𝑁

𝑁∑
𝑘=0

[𝑥T(𝑘)𝑄𝑥(𝑘) + 𝑢T(𝑘)𝑅𝑢(𝑘)]
}
=

lim
𝑁→∞

1

𝑁

𝑁∑
𝑘=0

E
{[ 𝑥(𝑘)

𝑥̂(𝑘)

]T[
𝑄 0

0 𝐶T
𝑐𝑅𝐶𝑐

][
𝑥(𝑘)

𝑥̂(𝑘)

]}
=

lim
𝑁→∞

1

𝑁

𝑁∑
𝑘=0

tr
{[

𝑄 0

0 𝐶T
𝑐𝑅𝐶𝑐

]
𝑄̄Δ(𝑘, 0)

}
<

lim
𝑁→∞

1

𝑁

𝑁∑
𝑘=0

tr
{[ 𝑄 0

0 𝐶T
𝑐𝑅𝐶𝑐

]
Φ(𝑘, 0)𝑄0Φ

T(𝑘, 0)
}
+

tr
{[ 𝑄 0

0 𝐶T
𝑐𝑅𝐶

]
𝑄̄
}
.

由于闭环系统 (4)是二次稳定的,有

lim
𝑁→∞

1

𝑁

𝑁∑
𝑘=0

tr
{[ 𝑄 0

0 𝐶T
𝑐𝑅𝐶𝑐

]
Φ(𝑘, 0)𝑄0Φ

T(𝑘, 0)
}
=0,

因此性能指标满足

𝐽 < tr
{[ 𝑄 0

0 𝐶T
𝑐𝑅𝐶𝑐

]
𝑄̄
}
=

tr(𝐶T𝐶𝑄̄) = tr(𝐶𝑄̄𝐶T). 2
定定定理理理 2 离散随机系统 (1)存在输出反馈二次

保性能控制器 (3),当且仅当存在标量 𝜀 > 0,对称正定
矩阵𝑋和𝑌 ,矩阵𝐴, 𝐵̂和𝐶,使得⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−𝑋 ∗ ∗ ∗
−𝐼 −𝑌 ∗ ∗

𝐴𝑋 +𝐵𝐶 𝐴 −𝑋 ∗
𝐴 𝑌 𝐴+ 𝐵̂𝐶 −𝐼 −𝑌

𝐸1𝑋 + 𝐸2𝐶 𝐸1 0 0

0 0 𝑉
1
2
1 𝑉

1/2
1 𝑌

0 0 0 𝑉
1/2
2 𝐵̂T

0 0 𝐻T
1 𝐻T

1𝑌 +𝐻T
2 𝐵̂

T

→
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←

∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗
−𝜀𝐼 ∗ ∗ ∗
0 −𝐼 ∗ ∗
0 0 −𝐼 ∗
0 0 0 −𝜀−1𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
< 0. (12)

证证证明明明 根据式 (10), 将矩阵𝑉 和其逆矩阵𝑉 −1

分块,即

𝑉 =

[
𝑌 𝑁

𝑁T 𝑊

]
, 𝑉 −1 =

[
𝑋 𝑀

𝑀T 𝑍

]
.

其中: 𝑋,𝑌 ∈ 𝑅𝑛×𝑛为对称矩阵；𝑊 , 𝑍为任意对称

矩阵. 由等式𝑉 𝑉 −1 = 𝐼可得

𝑉

[
𝑋

𝑀T

]
=

[
𝐼

0

]
,

进一步可得

𝑉

[
𝑋 𝐼

𝑀T 0

]
=

[
𝐼 𝑌

0 𝑁T

]
. 2

令

𝐹1 =

[
𝑋 𝐼

𝑀T 0

]
, 𝐹2 =

[
𝐼 𝑌

0 𝑁T

]
,

则有𝑉 𝐹1 = 𝐹2,由式 (10)可得[
−𝑉 𝐴T𝑉

𝑉 𝐴 −𝑉 + 𝑉 𝐵̄𝐵̄T𝑉

]
+

[
0 𝐸̄T𝐹 T𝐻̄T𝑉

𝑉 𝐻̄𝐹𝐸̄ 0

]
<0.

令

Θ =

[
−𝑉 𝐴T𝑉

𝑉 𝐴 −𝑉 + 𝑉 𝐵̄𝐵̄T𝑉

]
,

则上式可进一步表示为

Θ +

[
0

𝑉 𝐻̄

]
𝐹 [ 𝐸̄ 0 ]+[ 𝐸̄ 0 ]T𝐹 T

[
0

𝑉 𝐻̄

]T

<0.

由引理 1可得

Θ+𝜀

[
0

𝑉 𝐻̄

][
0

𝑉 𝐻̄

]T

+𝜀−1[ 𝐸̄ 0 ]T[ 𝐸̄ 0 ] < 0,

即[
−𝑉 + 𝜀−1𝐸̄T𝐸̄ 𝐴T𝑉

𝑉 𝐴 −𝑉 + 𝑉 𝐵̄𝐵̄T𝑉 + 𝜀𝑉 𝐻̄𝐻̄T𝑉

]
< 0.

进一步可得⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−𝑉 𝐴T𝑉 𝐸̄T 0 0

𝑉 𝐴 −𝑉 0 𝑉 𝐵̄ 𝑉 𝐻̄

𝐸̄ 0 −𝜀𝐼 0 0

0 𝐵̄T𝑉 0 −𝐼 0

0 𝐻̄T𝑉 0 0 −𝜀−1𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
< 0.

对上式左边的矩阵分别左乘以矩阵 diag{𝐹 T
1 , 𝐹

T
1 ,

𝐼, 𝐼, 𝐼}和右乘以矩阵 diag{𝐹1, 𝐹1, 𝐼, 𝐼, 𝐼}. 进一步利

用矩阵的运算可得

𝐹 T
1 𝑉 𝐹1 = 𝐹 T

2 𝐹1 =

[
𝑋 𝐼

𝐼 𝑌

]
,

𝐹 T
1 𝑉 𝐴𝐹1 = 𝐹 T

2 𝐴𝐹1 =⎡⎢⎣ 𝐴𝑋 +𝐵𝐶𝑐𝑀
T 𝐴

𝑌 𝐴𝑋 +𝑁𝐵𝑐𝐶𝑋 + 𝑌 𝐵𝐶𝑐𝑀
T+

𝑁(𝐴𝑐 +𝐵𝑐𝐷𝐶𝑐)𝑀
T

𝑌 𝐴+𝑁𝐵𝑐𝐶

⎤⎥⎦ .

令

𝐴 = 𝑌 𝐴𝑋 + 𝐵̂𝐶𝑋 + 𝑌 𝐵𝐶 +𝑁𝐴𝑐𝑀
T + 𝐵̂𝐷𝐶,

𝐵̂ = 𝑁𝐵𝑐, 𝐶 = 𝐶𝑐𝑀
T,

则有

𝐹 T
1 𝑉 𝐴𝐹1 = 𝐹 T

2 𝐴𝐹1 =

[
𝐴𝑋 +𝐵𝐶 𝐴

𝐴 𝑌 𝐴+ 𝐵̂𝐶

]
.

同理可得

𝐸̄𝐹1 = [ 𝐸1𝑋 + 𝐸2𝐶 𝐸1 ],

𝐵̄T𝑉 𝐹1 = 𝐵̄T𝐹2 =

[
𝑉

1/2
1 𝑉

1/2
1 𝑌

0 𝑉
1/2
2 𝐵̂T

]
,

𝐻̄T𝑉 𝐹1 = 𝐻̄T𝐹2 = [ 𝐻T
1 𝐻T

1𝑌 +𝐻T
2 𝐵̂

T ].

于是可得式 (12).

在得到矩阵𝑋和𝑌 的值后, 由于𝑀𝑁T = 𝐼 −
𝑋𝑌 ,可通过矩阵 𝐼−𝑋𝑌 的奇异值分解来得到满秩矩

阵𝑀和𝑁 . 控制器参数矩阵可通过下式得到:

𝐶𝑐 = 𝐶𝑀−T, 𝐵𝑐 = 𝑁−1𝐵̂,

𝐴𝑐 = 𝑁−1(𝐴− 𝑌 𝐴𝑋)𝑀−T −𝐵𝑐𝐶𝑋𝑀−T−

𝑁−1𝑌 𝐵𝐶𝑐 −𝐵𝑐𝐷𝐶𝑐. 2
定定定理理理 3 对于不确定离散随机系统 (1)和性能

指标 (2), 如果以下优化问题有一个解为 𝜀∗, 𝑋∗, 𝑌 ∗,

𝐴∗, 𝐵̂∗, 𝐶∗, 𝐺∗:

min
𝜀,𝑋,𝑌,𝐴,𝐵̂,𝐶,𝐺

tr(𝐺);

s.t.

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝐺

[
𝑄1/2𝑋 𝑄1/2

𝑅1/2𝐶 0

]
[
𝑄1/2𝑋 𝑄1/2

𝑅1/2𝐶 0

]T [
𝑋 𝐼

𝐼 𝑌

]
⎤⎥⎥⎥⎥⎦ > 0,

式(12). (13)

则输出反馈控制器 (3)是一个使得性能指标 (11)具有

最小上界 tr(𝐺∗)的二次保性能控制律.

证证证明明明 若闭环系统 (4)存在式 (11)表示的性能指

标的上界,即

𝐽 < tr
{[ 𝑄 0

0 𝐶T
𝑐𝑅𝐶𝑐

]
𝑄̄
}
= tr(𝐶𝑄̄𝐶T),

其中𝐶 =

[
𝑄1/2 0

0 𝑅1/2𝐶𝑐

]
,且存在对称正定矩阵𝐺,
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使得𝐶𝑄̄𝐶T < 𝐺,则令𝑉 = 𝑄̄−1,由引理 2易得[
𝐺 𝐶

𝐶T 𝑉

]
> 0.

矩阵𝐹1在定理 2的证明过程中已有定义, 将上
式左边的矩阵两边左乘以对角阵 diag{𝐼, 𝐹 T

1 }, 右乘
以对角阵 diag{𝐼, 𝐹1}, 可得式 (13)中的条件 1). 根据
定理 2, 当条件 2)成立时, 所得的输出反馈控制律可
使得闭环系统 (4)为二次保性能稳定的.当条件 1)和
2)同时满足时, 得到输出反馈控制器 (3)为一个可使
得性能指标 (11)具有最小上界 tr(𝐺∗)的二次保性能

控制律. 2
4 仿仿仿真真真实实实验验验

在不确定离散系统 (1)的模型中有

𝐴 =

[
0.367 9 0

0.159 0 0.048 9

]
, 𝐵 =

[
0.632 1

0.474 4

]
,

𝐶 =

[
1

0

]T

, 𝐷 = 0, 𝐻1 =

[
−0.01

0

]
,

𝐻2 = 1, 𝐸1 = [ 1 −1 ],

𝐸2 = 0, 𝑉1 =

[
0.5 0

0 0.1

]
, 𝑉2 = 1.

要求设计由式 (3)表示的输出反馈控制器, 使性能指
标 (11)具有最小上界. 式 (11)中的加权矩阵为

𝑄 =

[
10 0

0 0.1

]
, 𝑅 = 0.1.

根据定理 3,对于给定的 𝜀,应用LMI工具箱中的
求解器mincx求解该问题. 进一步, 对于不同的 𝜀值,
重复这一过程, 可得 𝜀和与之相应的目标函数值. 由
计算结果可知,当 𝜀 = 7.5时,相应的目标函数存在最
小上界,即 𝐽 < 15.12. 此时,对应的对称正定阵为

𝑋 =

[
11.593 2 10.573 0
10.573 0 15.588 7

]
> 0,

𝑌 =

[
1.443 0 −0.331 5
−0.331 5 6.872 0

]
> 0.

由于𝑀𝑁T = 𝐼 −𝑋𝑌 ,对 𝐼 −𝑋𝑌 进行奇异值分解可

得

𝑀 =

[
−0.636 6 0.771 2

0.771 2 0.636 6

]
,

𝑁 =

[
0 −15.850 8

−35.339 9 −118.397 0

]
.

进而可设计出由式 (3)表示的输出反馈控制器,其中

𝐴𝑐 =

[
0.033 0 −0.092 6
0.006 1 −0.037 5

]
, 𝐵𝑐 =

[
−0.008 5
0.003 7

]
,

𝐶𝑐 =

[
−0.174 4
−8.700 6

]T

.

闭环系统 (4)的标称系统矩阵为

𝐴 =

[
𝐴 𝐵𝐶𝑐

𝐵𝑐𝐶 𝐴𝑐 +𝐵𝑐𝐷𝐶𝑐

]
,

代入数据后, 可求得特征值为: 0.023 0 ± 0.043 9 𝑖,

0.049 8, 0.317 3. 由此可以看出, 闭环系统特征值均

位于单位圆内,故闭环系统稳定. 闭环系统 (4)各状态

变量的变化趋势如图 1所示.
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图 1 闭环系统状态变量变化趋势

5 结结结 论论论

本文针对范数有界不确定离散随机系统,得到了

LQG性能指标上界的一般形式. 对不确定离散随机

系统的二次稳定和二次保性能稳定进行了研究,并将

其表示为LMI形式. 通过应用LMI技术,得到了使闭

环系统二次保性能稳定的输出反馈控制器的可行解,

并得到了使LQG性能指标具有最小上界的最优输出

反馈控制器. 仿真计算表明,本文方法计算方便,可获

得较为满意的结果.
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