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摘 要: 针对相互影响的多变量非等间距原始数据序列的模拟预测问题,对多变量MGM(1,𝑚)模型在非等间距情形

下进行建模,建立了非等间距MGM(1,𝑚)模型,以提高模拟预测精度.应用实例表明了非等间距MGM(1,𝑚)模型较

各个变量建立单变量非等间距GM(1,1)模型的模拟预测精度有显著提高. 该模型适于等间距和非等间距建模,使非

等间距建模具有更广泛的应用价值.
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Abstract: Based on the problem of simulation and prediction of the non-equidistant raw data series for the multi-variable

with interaction, the multi-variable MGM(1,𝑚) model in the case of non-equidistance is modeled and the non-equidistance

MGM(1,𝑚) model is constructed in order to improve the accuracy of simulation and prediction. The simulation and

prediction accuracy is proved to be higher in multi-variable non-equidistant MGM(1,𝑚) model than in single-variable non-

equidistant GM(1,1) models according to an application. The proposed model is suitable in non-equidistant modeling and

equidistant modeling, thus, non-equidistant model has broad applying value.
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1 引引引 言言言

自邓聚龙等人[1-3]首次提出灰色系统理论以来,

灰色预测模型在经济管理众多领域得到了广泛的应

用. GM(1,1)模型是一种常用的灰色系统模型,通过单

变量的一阶微分方程模型揭示其内在发展规律,用于

单一时间序列的建模和预测. 而多变量MGM(1,𝑚)模

型从系统的角度对各变量进行统一描述,能够较好地

反映系统中各变量之间相互影响、相互制约的关系.

自多变量灰色MGM(1,𝑚)模型提出以来,一些学者对

该模型进行了改进,并应用于实际的社会、经济系统

中进行模拟预测.

文献 [4]提出多变量灰色MGM(1,𝑚)模型, 通过

实例验证了该模型的精度高于利用单变量分别建立

的GM(1,1)模型的精度. [5]将多变量灰色MGM(1,𝑚)

模型利用到变形观测系统中,统一描述了变形体的整

体变形趋势和变形规律. [6]在多因子灰色模型的几

种精确级差格式的基础上, 将误差融入级差格式, 基

于理想状态时的相对误差提出了一种新的灰色模型.

[7]分析了多变量灰色模型MGM(1,𝑚)中的背景值构

造方法,利用向量连分式理论提出了用有理插值和数

值积分中的梯形公式及外推法重构背景值,从而可以

有效地提高模型的模拟精度和预测精度.

上述学者建立模型大多基于等间距序列,而实际

工作中 (如材料工程、遥感测绘和物理学等专业)所得
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到的原始数据有些是非等间距的序列, 因此, 建立非

等间距序列的灰色预测模型有一定的实际意义和应

用价值.文献 [8]对于多变量非等间距数据序列,建立

了一类GM(1,𝑚)预测模型,但并没有对非等间距多变

量MGM(1,𝑚)的建模机理进行具体研究.本文主要针

对非等间距多变量MGM(1,𝑚)模型的建模机理进行

具体研究, 进而建立非等间距MGM(1,𝑚)模型, 用以

模拟预测变量间具有相互作用、相互制约关系的非等

间距的一类原始数据序列. 最后通过应用实例对实

际问题进行分析, 对不同吸水率的 PA66试样的弯曲

强度、弯曲弹性模量及拉伸强度建立非等间距多变

量MGM(1,3)灰色预测模型,以期达到较好的模拟预

测效果.

2 非非非等等等间间间距距距多多多变变变量量量MGM(1, m)模模模型型型的的的建建建模模模
机机机理理理研研研究究究

2.1 非非非等等等间间间距距距多多多变变变量量量MGM(1, m)模模模型型型

定义 1 设序列𝑋
(0)
𝑗 = {𝑥(0)

𝑗 (𝑘1), 𝑥
(0)
𝑗 (𝑘2), ⋅ ⋅ ⋅ ,

𝑥
(0)
𝑗 (𝑘𝑛)}, 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚,若间距Δ𝑘𝑖 = 𝑘𝑖 − 𝑘𝑖−1 ∕=

const,则称𝑋
(0)
𝑗 (𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚)是非等间距序列.

定义 2 称序列𝑋
(1)
𝑗 = {𝑥(1)

𝑗 (𝑘1), 𝑥
(1)
𝑗 (𝑘2), ⋅ ⋅ ⋅ ,

𝑥
(1)
𝑗 (𝑘𝑛)}(𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚)为非等间距序列𝑋

(0)
𝑗 的一

阶累加生成序列,其中

𝑥
(1)
𝑗 (𝑘𝑖) =

𝑖∑
𝑙=1

𝑥
(0)
𝑗 (𝑘𝑙)Δ𝑘𝑙,

𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.
定义 3 称序列𝑍

(1)
𝑗 = {𝑧(1)𝑗 (𝑘2), 𝑧

(1)
𝑗 (𝑘3), ⋅ ⋅ ⋅ ,

𝑧
(1)
𝑗 (𝑘𝑛)}(𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚)为序列𝑋

(1)
𝑗 的非等间距紧

邻均值生成序列,其中

𝑧
(1)
𝑗 (𝑘𝑖) = 0.5(𝑥

(1)
𝑗 (𝑘𝑖−1) + 𝑥

(1)
𝑗 (𝑘𝑖)),

𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚, 𝑖 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.
设原始数据矩阵为

𝑋(0) = [𝑋
(0)
1 𝑋

(0)
2 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑋(0)

𝑚 ]T =⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑥
(0)
1 (𝑘1) 𝑥

(0)
1 (𝑘2) . . . 𝑥

(0)
1 (𝑘𝑛)

𝑥
(0)
2 (𝑘1) 𝑥

(0)
2 (𝑘2) . . . 𝑥

(0)
2 (𝑘𝑛)

...
...

. . .
...

𝑥
(0)
𝑚 (𝑘1) 𝑥

(0)
𝑚 (𝑘2) . . . 𝑥

(0)
𝑚 (𝑘𝑛)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

其中: 𝑋(0)
𝑗 为非等间距序列,表示第 𝑗个变量在 𝑘1, 𝑘2,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑘𝑛时刻的观测值序列,即

𝑋
(0)
𝑗 = {𝑥(0)

𝑗 (𝑘1), 𝑥
(0)
𝑗 (𝑘2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(0)

𝑗 (𝑘𝑛)},
𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚.

对序列𝑋
(0)
1 , 𝑋

(0)
2 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑋(0)

𝑚 分别进行一次累加,

得到新生成的数据矩阵, 称为原始数据矩阵𝑋(0)的

一阶累加生成矩阵,记为𝑋(1),则有

𝑋(1) = [𝑋
(1)
1 𝑋

(1)
2 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑋(1)

𝑚 ]T =⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑥
(1)
1 (𝑘1) 𝑥

(1)
1 (𝑘2) . . . 𝑥

(1)
1 (𝑘𝑛)

𝑥
(1)
2 (𝑘1) 𝑥

(1)
2 (𝑘2) . . . 𝑥

(1)
2 (𝑘𝑛)

...
...

. . .
...

𝑥
(1)
𝑚 (𝑘1) 𝑥

(1)
𝑚 (𝑘2) . . . 𝑥

(1)
𝑚 (𝑘𝑛)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

其中𝑋
(1)
𝑗 为原始数据序列𝑋

(0)
𝑗 (𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚)的一

阶累加生成序列.

非等间距多变量MGM(1,𝑚)模型的一阶白化微

分方程组为⎧⎨⎩

d𝑥
(1)
1

d𝑡
= 𝑎11𝑥

(1)
1 + 𝑎12𝑥

(1)
2 + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑎1𝑚𝑥(1)

𝑚 + 𝑏1,

d𝑥
(1)
2

d𝑡
= 𝑎21𝑥

(1)
1 + 𝑎22𝑥

(1)
2 + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑎2𝑚𝑥(1)

𝑚 + 𝑏2,

...

d𝑥
(1)
𝑚

d𝑡
= 𝑎𝑚1𝑥

(1)
1 + 𝑎𝑚2𝑥

(1)
2 + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑎𝑚𝑚𝑥(1)

𝑚 + 𝑏𝑚.

(1)

记

𝐴 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑎11 𝑎12 . . . 𝑎1𝑚

𝑎21 𝑎22 . . . 𝑎2𝑚
...

...
. . .

...

𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 . . . 𝑎𝑚𝑚

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝐵 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑏1

𝑏2
...

𝑏𝑚

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

则式 (1)可记为
d𝑋(1)(𝑡)

d𝑡
= 𝐴𝑋(1)(𝑡) +𝐵, (2)

其中𝑋(1)(𝑡) = {𝑥(1)
1 (𝑡), 𝑥

(1)
2 (𝑡), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(1)

𝑚 (𝑡)}T.
为了辨识参数矩阵𝐴和参数向量𝐵, 将式 (1)离

散化得到非等间距MGM(1,𝑚)模型为

𝑥
(0)
𝑗 (𝑘𝑖) =

𝑚∑
𝑙=1

𝑎𝑗𝑙𝑧
(1)
𝑙 (𝑘𝑖) + 𝑏𝑗 ,

𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚, 𝑖 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.
2.2 非非非等等等间间间距距距多多多变变变量量量MGM(1, m)模模模型型型建建建模模模机机机理理理

定理 1 设非负非等间距序列𝑋
(0)
𝑗 = {𝑥(0)

𝑗 (𝑘1),

𝑥
(0)
𝑗 (𝑘2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(0)

𝑗 (𝑘𝑛)}为第 𝑗个变量的原始数据序

列, 𝑋(1)
𝑗 = {𝑥(1)

𝑗 (𝑘1), 𝑥
(1)
𝑗 (𝑘2), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(1)

𝑗 (𝑘𝑛)}为𝑋
(0)
𝑗 的

一阶累加生成序列, 𝑍
(1)
𝑗 = {𝑧(1)𝑗 (𝑘2), 𝑧

(1)
𝑗 (𝑘3), ⋅ ⋅ ⋅ ,

𝑧
(1)
𝑗 (𝑘𝑛)}(𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚)为𝑋

(1)
𝑗 的非等间距紧邻均

值生成序列,则非等间距MGM(1,𝑚)模型差分方程

𝑥
(0)
𝑗 (𝑘𝑖) =

𝑚∑
𝑙=1

𝑎𝑗𝑙𝑧
(1)
𝑙 (𝑘𝑖) + 𝑏𝑗 ,

𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚, 𝑖 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛
的最小二乘估计参数列为

â𝑗 = (�̂�𝑗1 , �̂�𝑗2 , ⋅ ⋅ ⋅ , �̂�𝑗𝑚 , �̂�𝑗)
T = (𝑃T𝑃 )−1𝑃T𝑌𝑗 .

其中
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𝑃 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑧
(1)
1 (𝑘2) 𝑥

(1)
2 (𝑘2) . . . 𝑥

(1)
𝑚 (𝑘2) 1

𝑧
(1)
1 (𝑘3) 𝑥

(1)
2 (𝑘3) . . . 𝑥

(1)
𝑚 (𝑘3) 1

...
...

. . .
...

𝑧
(1)
1 (𝑘𝑛) 𝑥

(1)
2 (𝑘𝑛) . . . 𝑥

(1)
𝑚 (𝑘𝑛) 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

𝑌𝑗 = {𝑥(0)
𝑗 (𝑘2), 𝑥

(0)
𝑗 (𝑘3), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(0)

𝑗 (𝑘𝑛)}T,
𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚.

且可得到参数矩阵𝐴和参数向量𝐵的辨识值为

𝐴 = (�̂�𝑖𝑗)𝑚×𝑚, 𝐵 = (�̂�1, �̂�2, ⋅ ⋅ ⋅ , �̂�𝑚).

证证证明明明 将非等间距数据代入MGM(1,𝑚)模型

𝑥
(0)
𝑗 (𝑘𝑖) =

𝑚∑
𝑙=1

𝑎𝑗𝑙𝑧
(1)
𝑙 (𝑘𝑖) + 𝑏𝑗 ,

𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚, 𝑖 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.
得到

𝑥
(0)
𝑗 (𝑘2) =

𝑚∑
𝑙=1

𝑎𝑗𝑙𝑧
(1)
𝑙 (𝑘2) + 𝑏𝑗 ,

𝑥
(0)
𝑗 (𝑘3) =

𝑚∑
𝑙=1

𝑎𝑗𝑙𝑧
(1)
𝑙 (𝑘3) + 𝑏𝑗 ,

...

𝑥
(0)
𝑗 (𝑘𝑛) =

𝑚∑
𝑙=1

𝑎𝑗𝑙𝑧
(1)
𝑙 (𝑘𝑛) + 𝑏𝑗 .

即有𝑌𝑗 = 𝑃a𝑗 , 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚.

对于 �̂�𝑗1 , �̂�𝑗2 , ⋅ ⋅ ⋅ , �̂�𝑗𝑚 , �̂�𝑗(𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚)这一

组估计值,以
𝑚∑
𝑙=1

�̂�𝑗𝑙𝑧
(1)
𝑙 (𝑘𝑖)+ �̂�𝑗代替𝑥

(0)
𝑗 (𝑘𝑖)(𝑗 = 1, 2,

⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚, 𝑖 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛), 从而可得误差序列 𝜀𝑗 = 𝑌𝑗

−𝑃 â𝑗(𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚). 设

𝑠𝑗 = 𝜀𝑗
T𝜀𝑗 = (𝑌𝑗 − 𝑃 â𝑗)

T(𝑌𝑗 − 𝑃 â𝑗) =

𝑛∑
𝑖=2

[
𝑥
(0)
𝑗 (𝑘𝑖)−

𝑚∑
𝑙=1

�̂�𝑗𝑙𝑧
(1)
𝑙 (𝑘𝑖)− �̂�𝑗

]2
.

则使 𝑠𝑗最小的 �̂�𝑗1 , �̂�𝑗2 , ⋅ ⋅ ⋅ , �̂�𝑗𝑚 , �̂�𝑗(𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚)应

满足

∂𝑠𝑗
∂�̂�𝑗1

= 2

𝑛∑
𝑖=2

[
�̂�𝑗 − 𝑥

(0)
𝑗 (𝑘𝑖)+

𝑚∑
𝑙=1

�̂�𝑗𝑙𝑧
(1)
𝑙 (𝑘𝑖)

]
𝑧
(1)
1 (𝑘𝑖) = 0,

∂𝑠𝑗
∂�̂�𝑗2

= 2

𝑛∑
𝑖=2

[
�̂�𝑗 − 𝑥

(0)
𝑗 (𝑘𝑖)+

𝑚∑
𝑙=1

�̂�𝑗𝑙𝑧
(1)
𝑙 (𝑘𝑖)

]
𝑧
(1)
2 (𝑘𝑖) = 0,

...

∂𝑠𝑗
∂�̂�𝑗𝑛

= 2

𝑛∑
𝑖=2

[
�̂�𝑗 − 𝑥

(0)
𝑗 (𝑘𝑖)+

𝑚∑
𝑙=1

�̂�𝑗𝑙𝑧
(1)
𝑙 (𝑘𝑖)

]
𝑧(1)𝑛 (𝑘𝑖) = 0,

∂𝑠𝑗

∂�̂�𝑗
= 2

𝑛∑
𝑖=2

[
�̂�𝑗 − 𝑥

(0)
𝑗 (𝑘𝑖) +

𝑚∑
𝑙=1

�̂�𝑗𝑙𝑧
(1)
𝑙 (𝑘𝑖)

]
= 0.

解得

â𝑗 = (�̂�𝑗1 , �̂�𝑗2 , ⋅ ⋅ ⋅ , �̂�𝑗𝑚 , �̂�𝑗)
T = (𝑃T𝑃 )−1𝑃T𝑌𝑗 . (3)

从而可得参数矩阵𝐴和参数向量𝐵的辨识值为𝐴 =

(�̂�𝑖𝑗)𝑚×𝑚, 𝐵 = (�̂�1, �̂�2, ⋅ ⋅ ⋅ , �̂�𝑚). 2
定理 2 设𝑌𝑗(𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚)和𝑃 如定理 1所

示, 且有 (�̂�𝑗1 , �̂�𝑗2 , ⋅ ⋅ ⋅ , �̂�𝑗𝑚 , �̂�𝑗)
T = (𝑃T𝑃 )−1𝑃T𝑌𝑗 , 则

有:

1)白化微分方程组 d𝑋(1)(𝑡)/d𝑡 = 𝐴𝑋(1)(𝑡) + 𝐵

的时间响应函数为

𝑋(1)(𝑡) = {𝑥(1)
1 (𝑡), 𝑥

(1)
2 (𝑡), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(1)

𝑚 (𝑡)}T =

e𝐴(𝑡−𝑡0)(𝑋(1)(𝑡0) +𝐴−1𝐵)−𝐴−1𝐵.

2)非等间距MGM(1,𝑚)模型差分方程

𝑥
(0)
𝑗 (𝑘𝑖) =

𝑚∑
𝑙=1

𝑎𝑗𝑙𝑧
(1)
𝑙 (𝑘𝑖) + 𝑏𝑗 ,

𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝑚, 𝑖 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛
的时间响应式为

�̂�(1)(𝑘𝑖) = {�̂�(1)
1 (𝑘𝑖), �̂�

(1)
2 (𝑘𝑖), ⋅ ⋅ ⋅ , �̂�(1)

𝑚 (𝑘𝑖)}T =

e𝐴(𝑘𝑖−𝑘1)(𝑋(1)(𝑘1) +𝐴−1𝐵)−𝐴−1𝐵,

𝑖 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.
3)还原式为

�̂�(0)(𝑘𝑖) ={�̂�(0)
1 (𝑘𝑖), �̂�

(0)
2 (𝑘𝑖), ⋅ ⋅ ⋅ , �̂�(0)

𝑚 (𝑘𝑖)}T =

(�̂�(1)(𝑘𝑖)− �̂�(1)(𝑘𝑖−1))/Δ𝑘𝑖,

𝑖 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛.
证证证明明明 1)由积分生成变换 (IGT)原理,对白化微

分方程组 (2)两边同时乘以积分因子 e−𝐴𝑡得

e−𝐴𝑡
[d𝑋(1)(𝑡)

d𝑡
−𝐴𝑋(1)(𝑡)

]
= e−𝐴𝑡𝐵,

即

de−𝐴𝑡𝑋(1)(𝑡)

d𝑡
= e−𝐴𝑡𝐵. (4)

将式 (4)两边在区间 [𝑡0, 𝑡]上积分得到方程组 (2)

的时间响应函数为

𝑋(1)(𝑡) = e𝐴(𝑡−𝑡0)(𝑋(1)(𝑡0) +𝐴−1𝐵)−𝐴−1𝐵. (5)

2)当 𝑡0取 𝑘1时,式 (5)可改写为

𝑋(1)(𝑡) = e𝐴(𝑡−𝑘1)(𝑋(1)(𝑘1) +𝐴−1𝐵)−𝐴−1𝐵, (6)

其中𝑋(1)(𝑘1) = {𝑥(1)
1 (𝑘1), 𝑥

(1)
2 (𝑘1), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(1)

𝑚 (𝑘1)}T.

在式 (6)中,令 𝑡 = 𝑘𝑖,得到MGM(1,𝑚)模型的时

间响应式为

�̂�(1)(𝑘𝑖) = e𝐴(𝑘𝑖−𝑘1)(𝑋(1)(𝑘1) +𝐴−1𝐵)−𝐴−1𝐵,
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𝑖 = 2, 3, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. (7)

3)由累减还原式可得. 2
3 应应应用用用实实实例例例

参见文献 [9]中吸水率对于纯PA66力学性能的

影响数据, 根据对不同吸水率的 PA66试样进行力学

性能测试,得到 PA66的弯曲强度、弯曲弹性模量及拉

伸强度随吸水率变化的实验数据. 𝑋
(0)
1 为弯曲强度

(Mpa), 𝑋(0)
2 为弯曲弹性模量 (Gpa), 𝑋(0)

3 为拉伸强度

(Mpa),实验数据如表 1所示. 同时建立关于𝑋
(0)
1 , 𝑋

(0)
2

和𝑋
(0)
3 的非等间距多变量MGM(1,3)模型,并对𝑋

(0)
1 ,

𝑋
(0)
2 和𝑋

(0)
3 分别建立单变量非等间距GM(1,1)模型.

通过两种模型来模拟吸水率从 0∼0.975 6各变量的真

实值,并给出吸水率为 1.124 3时对应的预测值.

表 1 吸水率对PA66力学性能的影响

编号 吸水率𝑘𝑖/% 𝑋
(0)
1 (𝑘𝑖) 𝑋

(0)
2 (𝑘𝑖) 𝑋

(0)
3 (𝑘𝑖)

0 0 83.4 2.63 84.2

1 0.060 7 84.9 2.64 84.4

2 0.107 1 84.5 2.61 86.3

3 0.166 2 84.2 2.65 84.3

4 0.206 9 84.4 2.66 81.3

5 0.434 4 78.4 2.52 74.9

6 0.524 3 75.4 2.32 75.7

7 0.852 4 59.5 1.90 73.2

8 0.975 6 54.1 1.72 66.9

注 1 本文以吸水率作为非等间距的观测值 (表

1中第 2列),第 3∼5列分别表示弯曲强度 (Mpa),弯曲

弹性模量 (Gpa)及拉伸强度 (Mpa)对应非等间距的观

测值.

由本例不难看出, PA66的 3种力学性能弯曲强

度、弯曲弹性模量及拉伸强度之间存在着一定的联

系,因此对三变量建立非等间距MGM(1,3)模型,其白

化微分方程组为

d𝑥
(1)
1

d𝑡
= 14.998𝑥

(1)
1 − 428.76𝑥

(1)
2 − 1.82𝑥

(1)
3 + 115.66,

d𝑥
(1)
2

d𝑡
= 0.67𝑥

(1)
1 − 19.70𝑥

(1)
2 − 0.05𝑥

(1)
3 + 3.44,

d𝑥
(1)
3

d𝑡
= 8.67𝑥

(1)
1 − 289.62𝑥

(1)
2 + 0.22𝑥

(1)
3 + 104.83.

序列𝑋
(0)
1 , 𝑋

(0)
2 和𝑋

(0)
3 的非等间距GM(1,1)模

型的一阶微分方程分别为

d𝑥
(1)
1 /d𝑡 = −0.52𝑥

(1)
1 + 133.57,

d𝑥
(1)
2 /d𝑡 = −0.50𝑥

(1)
2 + 4.11,

d𝑥
(1)
3 /d𝑡 = −0.27𝑥

(1)
3 + 108.90.

非等间距MGM(1,3)模型和GM(1,1)模型对于 3

个序列的模拟预测值 (非等间距GM(1,1)模型的模拟

预测还原式公式参照文献 [10])和相对误差分别见表

2∼表 4.

表 2 两种模型对序列X(0)
1 的模拟预测值和相对误差

非等间距MGM(1,3) 非等间距GM(1,1)
𝑘𝑖 𝑥

(0)
1 (𝑘𝑖)

�̂�
(0)
1 (𝑘𝑖) 相对误差/% �̂�

(0)
1 (𝑘𝑖) 相对误差/%

0.000 0 83.4 83.4 0.000 0 83.4 0.000 0

0.060 7 84.9 85.8 1.097 7 88.6 4.358 1

0.107 1 84.5 85.2 0.770 3 86.1 1.893 5

0.166 2 84.2 84.1 0.104 9 83.8 0.475 1

0.206 9 84.4 83.0 1.661 7 81.6 3.317 5

0.434 4 78.4 78.8 0.527 0 76.1 2.933 7

0.524 3 75.4 73.3 2.780 3 70.0 7.161 8

0.852 4 59.5 64.8 8.903 1 62.7 5.378 2

0.975 6 54.1 54.3 0.373 3 55.8 3.142 3

1.124 3 - 47.0 - 52 -

表 3 两种模型对序列X(0)
2 的模拟预测值和相对误差

非等间距MGM(1,3) 非等间距GM(1,1)
𝑘𝑖 𝑥

(0)
2 (𝑘𝑖)

�̂�
(0)
2 (𝑘𝑖) 相对误差/% �̂�

(0)
2 (𝑘𝑖) 相对误差/%

0.000 0 2.63 2.63 0.000 0 2.63 0.000 0

0.060 7 2.64 2.67 0.968 5 2.76 4.545 5

0.107 1 2.61 2.66 1.978 5 2.69 3.065 1

0.166 2 2.65 2.64 0.328 8 2.62 1.132 1

0.206 9 2.66 2.61 1.812 3 2.56 3.759 4

0.434 4 2.52 2.50 0.924 5 2.39 5.158 7

0.524 3 2.32 2.33 0.446 9 2.21 4.741 4

0.852 4 1.90 2.07 8.696 0 2.00 5.263 2

0.975 6 1.72 1.74 0.989 1 1.78 3.488 4

1.124 3 - 1.51 - 1.67 -

表 4 两种模型对序列X(0)
3 的模拟预测值和相对误差

非等间距MGM(1,3) 非等间距GM(1,1)
𝑘𝑖 𝑥

(0)
3 (𝑘𝑖)

�̂�
(0)
3 (𝑘𝑖) 相对误差/% �̂�

(0)
3 (𝑘𝑖) 相对误差/%

0.000 0 84.2 84.2 0.000 0 84.2 0.000 0

0.060 7 84.4 84.7 0.349 8 85.3 1.066 4

0.107 1 86.3 84.1 2.580 2 84.0 2.665 1

0.166 2 84.3 83.2 1.247 1 82.8 1.779 4

0.206 9 81.3 82.3 1.181 4 81.7 0.492 0

0.434 4 74.9 79.5 6.104 8 78.8 5.206 9

0.524 3 75.7 75.9 0.214 1 75.5 0.264 2

0.852 4 73.2 71.4 2.443 8 71.3 2.595 6

0.975 6 66.9 67.2 0.399 4 67.0 0.149 5

1.124 3 - 65.0 - 64.6 -

由表 2∼表 4可以看出,非等间距MGM(1,3)模型

具有良好的模拟精度,其模拟预测效果总体上优于非

等间距GM(1,1)模型,这主要是由于非等间距多变量

MGM(1,3)模型能够较好地反映 PA66的 3种力学性

能弯曲强度、弯曲弹性模量及拉伸强度之间相互影

响、相互联系的关系.

4 结结结 论论论

本文针对相互作用、相互制约的多变量非等间

距序列建立非等间距多变量模型, 从而有效地提高

了模型的模拟预测精度. 该模型主要适用于工程科

学、社会科学的研究中,如材料工程、遥感测绘、自动

化和力学等专业,往往由于实验条件的限制或无法处
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处对自然界中的对象进行勘测等原因,在建模时会出

现非等间距序列,因此非等间距多变量MGM(1,𝑚)模

型具有一定的实际应用价值和广泛的应用前景. 然

而, 并不是所有的问题均可以用非等间距多变量

MGM(1,𝑚)模型解决,如原始序列不是非负准指数序

列等情况. 另一方面,在应用中处理实际问题时应注

重数据的整理、变换、分析和刷选.比如,有些数据受

到随机干扰而使数据失真,则应先对数据进行适当的

变换处理;有些非等间距序列由于数据的严重缺失导

致跳跃性很大,从而致使模拟预测精度下降, 此时应

对原始数据进行适当的填补,方可建模, 以提高模拟

预测精度.对于不同的实际问题,具有不同规律的数

据序列, 如何选择合适的模型以提高模拟预测精度,

仍需进一步的研究.
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