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摘 要: 针对极端学习机 (ELM)网络伪逆输出权值计算方法的运算复杂度制约其训练速度问题,提出一种基于信赖

域Newton算法的新型ELM网络 (TRON-ELM),并采用信赖域Newton算法求解ELM网络的输出权值.该算法首先

构造一个ELM网络代价函数的Newton方程,并将其作为一个无约束优化问题,采用共轭梯度法求解,避免了求代价

函数Hessian矩阵逆的运算,提高了训练速度,信赖域条件的存在保证了算法的整体收敛性. 仿真实验结果验证了所

提出方法的有效性.

关键词: 极端学习机；信赖域Newton法；共轭梯度法；回归

中图分类号: TP273 文献标识码: A

ELM based on trust region Newton method
HAN Min, WANG Xin-ying
(Faculty of Electronic Information and Electrical Engineering，Dalian University of Technology，Dalian 116024，China.

Correspondent：HAN Min，E-mail：minhan@dlut.edu.cn)

Abstract: Considering the problems that the complexity of generalized inverse limits the learning speed of extreme machine

learning(ELM), a novel ELM, called TRON-ELM, is proposed based on the trust region Newton method in which the trust

region Newton method is used to derive the output weights. The proposed method takes the Newton equation of the cost

funcion of ELM as an unconstrained optimization, and a conjugate gradient method is used to solve the equation, which

avoids solving the inverse of the Hessian matrix, thus the operation speed is improved. Meanwhile, the existence of trust

region guarantees the global convergence. The experimental results show the effectiveness of the proposed method.
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1 引引引 言言言

前馈神经网络是应用最为广泛的一类人工神经

网络, 具有较强的非线性映射能力, 而其学习问题一

直是人工神经网络研究领域的重要课题. Rumelhart等

人[1]发现的BP算法, 是前馈神经网络的主要学习算

法. 然而, BP算法存在着收敛速度慢, 容易陷入局部

最优等不足[2]. 它的众多改进型算法, 虽然对提高网

络学习的收敛速度和克服局部最优具有进步意义,但

仍具有一定的局限性[3-4].

极端学习机 (ELM)[5]是最近提出的一种新型前

馈神经网络, 网络的输入权值和隐含层 (此处称之为

静态储备池, 隐含层输出矩阵称之为储备池系数矩

阵)内部权值是随机生成的,并且在生成后保持不变,

唯一需要确定的是网络的输出权值,简单的线性回归

即可胜任ELM网络的训练任务. 因此, 与BP算法相

比,在训练速度和训练精度上都有了极大提高.

从目前的研究来看, 应用最多的ELM网络输出

权值训练算法是伪逆算法[6-7], 实际上是对储备池

系数矩阵进行 SVD分解, 然后用不为零的奇异值计

算输出权值. 当训练样本较大时, SVD分解的计算

复杂度严重制约了ELM网络的训练速度[8]. 信赖域

Newton法是一种有效的大规模无约束优化算法, 它

克服了传统Newton法需估计目标函数二阶Hessian

阵、选取初始点困难及求解Newton方程费时等不足,

已被成功地应用于逻辑回归中[9]. 基于此, 本文将信

赖域Newton法引入ELM网络中,快速有效地计算网

络输出权值, 并通过 SinC函数逼近及基准数据回归

的仿真实验,验证了本文方法的快速有效性.
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2 ELM网网网络络络结结结构构构
ELM网络具有简单的 3层结构: 输入层、输出

层,以及一个包含大量非线性节点的隐含层. 该隐含

层被称之为储备池,输入层和储备池之间采用的是随

机连接. 相对应于前馈神经网络的隐含层,输出矩阵

在ELM网络中被称为储备池系数矩阵.

…
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g x b( , 1)

g x b( , 2)

g x b( , L)

y j

…

图 1 ELM结构

ELM的网络方程为
𝐿∑

𝑖=1

𝛽𝑖𝑔(x𝑗) =

𝐿∑
𝑖=1

𝛽𝑖𝑔(w𝑖 ⋅ x𝑗 + 𝑏𝑖) = 𝑦𝑗 ,

𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁. (1)

其中: x𝑖 ∈ R𝑛为输入向量, 𝑦𝑖 ∈ R为网络输出, w𝑖为

网络的输入权值向量, 𝑏𝑖为偏置值, 𝛽𝑖为网络输出权

值, N为样本个数, 𝑔(⋅)为激活函数 (一般取 Sigmoid

函数), L为储备池规模. 在算法的开始, w𝑖和 𝑏𝑖的

值随机给定, 网络训练的目标是确定输出权值 𝛽 =

[𝛽1, 𝛽2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛽L],最小化如下的代价函数:

f(𝛽) =
𝑁∑
𝑗=1

( 𝐿∑
𝑖=1

𝛽𝑖𝑔(w𝑖 ⋅ x𝑗 + 𝑏𝑖)− 𝑡𝑗

)2

. (2)

在ELM网络中输出权值为𝛽 = H†T,其中

H =

⎡⎢⎢⎣
𝑔(w1, 𝑏1, x1) . . . 𝑔(w1, 𝑏1, xN)

...
. . .

...

𝑔(w𝐿, 𝑏𝐿, x1) . . . 𝑔(w𝐿, 𝑏𝐿, xN)

⎤⎥⎥⎦ ,

H†是H的伪逆, T = [𝑡1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑡𝑁 ]为目标变量.

3 基基基于于于信信信赖赖赖域域域Newton算算算法法法的的的ELM网网网络络络
3.1 基基基于于于信信信赖赖赖域域域Newton算算算法法法的的的ELM

ELM网络的训练过程, 即求解输出权值 𝛽使得

代价函数 𝑓(𝛽)最小的过程. 信赖域Newton法用一个

二次型模型

𝑞𝑘(𝑠) = ∇𝑓(𝛽𝑘)
T𝑠+

1

2
𝑠T∇2𝑓(𝛽𝑘)𝑠 (3)

近似代价函数 𝑓(𝛽𝑘 + 𝑠𝑘)− 𝑓(𝛽𝑘)的差值.其中: 𝛽𝑘为

输出权值的迭代变量, 𝑠𝑘为Newton方向.总可以找到

一个 𝑠𝑘满足于信赖域约束条件∥𝑠𝑘∥ ⩽ Δ𝑘并使得

𝑞𝑘(𝑠)最小. 通过比较代价函数的实际减少值和二

次型模型的预测减少值之间的比率 𝜌𝑘来更新 𝛽𝑘

和Δ𝑘,即

𝜌𝑘 =
𝑓(𝛽𝑘 + 𝑠𝑘)− 𝑓(𝛽𝑘)

𝑞𝑘(𝑠𝑘)
. (4)

如果 𝜌𝑘足够大,说明计算出的 𝑠𝑘是代价函数值较快

下降的方向,因此 𝑠𝑘被接受,有

𝛽𝑘+1 =

⎧⎨⎩𝛽𝑘 + 𝑠𝑘, 𝜌𝑘 > 𝜂0;

𝛽𝑘, 𝜌𝑘 ⩽ 𝜂0.
(5)

其中 𝜂0是一个给定的值.

信赖域约束Δ𝑘按如下规则更新:

Δ𝑘+1 ∈ [𝜎1 min{∥𝑠𝑘∥,Δ𝑘}, 𝜎2Δ𝑘], 𝜌𝑘 ⩽ 𝜂1;

Δ𝑘+1 ∈ [𝜎1Δ𝑘, 𝜎3Δ𝑘], 𝜌𝑘 ∈ (𝜂1, 𝜂2);

Δ𝑘+1 ∈ [Δ𝑘, 𝜎3Δ𝑘], 𝜌𝑘 ⩾ 𝜂2. (6)

其中: 0 < 𝜂1 < 𝜂2 < 1, 0 < Δ1 < Δ2 < 1 < Δ3均为

常数.

ELM网络的代价函数可写为

𝑓(𝛽) = E = (𝛽TH − T)(𝛽TH − T) T,

其梯度为

∇𝑓(𝛽) = 2HHT𝛽 − 2HTT,

其Hessian阵为

∇2𝑓(𝛽) = 2HHT.

因此,用信赖域Newton法计算ELM网络输出权值的

具体步骤如下:

Step 1:初始化 𝑘 = 0,任意给定 𝛽0.

Step 2:判断∇𝑓(𝛽𝑘) = 0是否满足. 若满足,则求

得输出权值最终解 𝛽 = 𝛽𝑘,算法结束;否则 𝑘 := 𝑘+1,

转 Step 3.

Step 3:求得信赖域子问题的近似解 𝑠𝑘,即

min
𝑠

𝑞𝑘(𝑠) = ∇𝑓(𝛽𝑘)
T𝑠+

1

2
𝑠T∇2𝑓(𝛽𝑘)𝑠,

s.t. ∥𝑠𝑘∥ ⩽ Δ𝑘. (7)

Step 4:根据式 (4)计算 𝜌𝑘.

Step 5:根据式 (5)更新 𝛽𝑘到 𝛽𝑘+1.

Step 6:根据式 (6)更新Δ𝑘到Δ𝑘+1,转Step 2.

信赖域Newton算法在内层采用共轭梯度法求解

信赖域子问题 (7),其算法具体步骤如下:

Step 1:赋初值, 𝑖 = 0, 对给定的 𝜉𝑘 < 1,Δ𝑘 > 0,

令

𝑠0 = 0, 𝑟0 = −∇𝑓(𝛽𝑘), 𝑑0 = 𝑟0.

Step 2:判断

∥𝑟𝑖∥ ⩽ 𝜉𝑘∥∇𝑓(𝛽𝑘)∥ (8)

是否满足. 若满足,则返回Newton方向的近似解 𝑠𝑘 =

𝑠𝑖,算法结束;否则, 𝑖 := 𝑖+ 1,转 Step 3.

Step 3:计算𝛼𝑖 =
∥𝑟𝑖∥2

((𝑑𝑖)T∇2𝑓(𝛽𝑘)𝑑𝑖)
.

Step 4:更新 𝑠𝑖+1 = 𝑠𝑖 + 𝛼𝑖𝑑
𝑖.



第 5期 韩 敏等: 基于信赖域Newton算法的ELM网络 759

Step 5: 判断 ∥𝑠𝑖+1∥ ⩾ Δ𝑘是否满足. 若满足, 则

计算 𝜏满足

∥𝑠𝑖 + 𝜏𝑑𝑖∥ = Δ𝑘, (9)

返回Newton方向的最优近似解 𝑠𝑘 = 𝑠𝑖 + 𝜏𝑑𝑖,算法结

束;否则,转Step 6.

Step 6:更新 𝑟𝑖+1 = 𝑟𝑖 − 𝛼𝑖∇2𝑓(𝛽𝑘)𝑑𝑖.

Step 7:计算 𝛽𝑖 =
∥𝑟𝑖+1∥2
∥𝑟𝑖∥2 .

Step 8:更新 𝑑𝑖+1 = 𝑟𝑖+1 + 𝛽𝑖𝑑
𝑖,转 Step 2.

由上可以看出,求解信赖域子问题 (7)的最优解

𝑠𝑘的内层共轭梯度算法的主要计算量, 是代价函数

Hessian阵和向量的乘积∇2𝑓(𝑤𝑘)𝑑𝑖. 然而实际上, 在

算法的每次迭代中仅需计算一次Hessian阵和向量的

乘积.

因为

𝑟𝑖 = −∇𝑓(𝛽𝑘)−∇2𝑓(𝛽𝑘)𝑠𝑖, (10)

所以停止准则 (8)与下式等价:

∥−∇𝑓(𝛽𝑘)−∇2𝑓(𝛽𝑘)𝑠𝑖∥ ⩽ 𝜉𝑘∥∇𝑓(𝛽𝑘)∥. (11)

这表示满足停止准则 (8)的 𝑠𝑖是信赖域子问题的一

个最优近似解. 在信赖域Newton法的内层共轭梯度

法中, 需要仔细考虑信赖域约束条件 ∥𝑠∥ ⩽ Δ, 因此

其不同于一般的共轭梯度法. 当 𝑠0 = 0时 (参见文献

中的定理 2.1),有

∥𝑠𝑖∥ ⩽ ∥𝑠𝑖+1∥, ∀𝑖.
因此,在有限步的共轭梯度迭代中,或者停止准则 (8)

成立,或者 𝑠𝑖+1超过信赖域约束条件.在后者情形下,

利用式 (9)可以在信赖域边界上找到一个点满足

𝑞𝑘(𝑠
𝑖 + 𝜏𝑑𝑖) < 𝑞𝑘(𝑠

𝑖).

因此,整个信赖域Newton算法是经过严密设计的,保

证了求得的近似Newton方向 𝑠𝑘足够好,同时能够使

信赖域方法收敛.

3.2 参参参数数数设设设置置置

设置信赖域约束的初始值为Δ0 = ∥∇𝑓(𝛽0)∥,对

于用于更新输出权值的式 (5)取 𝜂0 = 0.000 1, 对于

用于更新信赖域约束Δ𝑘的式 (6)取 𝜂1 = 0.25, 𝜂2 =

0.75; 𝜎1 = 0.25, 𝜎2 = 0.5, 𝜎3 = 4.0.停止准则 (8)中

设置 𝜉𝑘 = 0.1.

4 仿仿仿真真真实实实例例例

为了验证本文方法的有效性, 将其应用于 SinC

函数以及 8组基准数据的仿真实验中[12], 并与采

用MP伪逆输出权值求解算法的ELM方法的训练

时间和训练精度进行了比较.

4.1 SinC函函函数数数

在本次实验中, 两种方法 (TRON-ELM和ELM)

均用来逼近 SinC函数

𝑦(𝑥) =

⎧⎨⎩
sin(𝑥)

𝑥
, 𝑥 ∕= 0;

1, 𝑥 = 0.

其中: 𝑥在 [−10, 10]上随机均匀分布,训练样本和测

试样本分别含有 5 000个数据. 为了使逼近问题更加

真实,将分布在 [−0.2, 0.2]的高斯白噪声加入到训练

样本数据中,测试数据是无噪声的.
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图 2 两种方法在隐含节点变化时的仿真结果比较

储备池内部节点从 20递增至 200,每种方法均仿

真 50次,取仿真结果的平均值,结果见图 2. 从图 2中

可以看出,随着储备池规模的增大,基于伪逆输出权

值计算方法的ELM训练时间快速的增加, 而基于信

赖域Newton算法的ELM训练时间增加的较为缓慢,

而这种训练时间上的优势会随储备池规模的增大而

更加明显,因此验证了本文方法的有效性.

4.2 基基基准准准数数数据据据回回回归归归

基于 8组覆盖不同领域的基准数据对ELM和

TRON-ELM进行了比较, 数据见表 1.在实际应用中,

这些数据集的分布情况通常是未知的,并且其中多数

数据含有噪声. 训练样本和测试样本均从数据中随机

选择,每组数据均仿真 50次取结果的平均值.

表 1 基准数据列表

输入个数 属性维数
数据类型

训练 测试 连续 名义
节点个数

Stocks 450 500 10 0 150

Abalone 2,000 2,177 7 1 100

Del ailerons 3,000 4,129 6 0 100

Del elevators 4,000 5,517 6 0 150

Com activity 4,000 4,190 8 0 150

Census(house8L) 10,000 12,784 8 0 200

Bank 4,500 3,692 8 0 200

Cal housing 8,000 12,460 8 0 100

表 2给出了两种方法的训练和测试的均方根误

差的比较, 当两个相比较的结果相差大于 0.000 5时,

用加粗的数字表示有优势的结果.可以看出,两种方

法获得了几乎一致的训练精度, 但TRON-ELM的测

试精度一般要高于ELM.

表 3给出了两种方法的训练和测试时间的比较.
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表 2 两种方法的训练和测试根均方误差 (RMSE)比较

ELM TRON-ELM
数据类型

训练 测试 训练 测试

Stocks 0.021 2 0.037 1 0.021 6 0.035 2
Abalone 0.070 7 0.090 1 0.071 1 0.083 5

Del ailerons 0.036 5 0.039 9 0.036 9 0.039 1
Del elevators 0.051 0 0.054 1 0.051 4 0.053 6
Com activity 0.031 3 0.042 6 0.031 5 0.042 6

Census(house8L) 0.060 4 0.071 1 0.060 6 0.069 5
Bank 0.040 6 0.043 4 0.040 5 0.043 6

Cal housing 0.123 8 0.133 3 0.123 8 0.130 7

表 3 两种方法的训练和测试时间比较

ELM TRON-ELM
数据类型

训练 测试 训练 测试

Stocks 0.141 9 0.020 3 0.140 0 0.018 3
Abalone 0.291 9 0.051 3 0.185 6 0.044 7

Del ailerons 0.398 8 0.086 6 0.153 4 0.070 6
Del elevators 0.976 6 0.159 1 0.305 0 0.150 3
Com activity 0.995 3 0.140 0 0.301 3 0.120 5

Census(house8L) 2.854 4 0.452 5 1.317 5 0.424 7
Bank 1.278 4 0.136 6 0.446 6 0.132 8

Cal housing 0.926 3 0.228 8 0.443 4 0.221 9

可以看出, 8组数据TRON-ELM均取得了较ELM更

快的训练速度和测试速度.结合表 2和表 3可以看出,

随着训练样本个数和储备池规模的增加, 基于信赖

域Newton法的ELM的训练速度的优势也将更加明

显.因此,说明了TRON-ELM更适用于较大规模数据,

验证了所提出方法的有效性.

5 结结结 论论论

基于信赖域Newton算法设计一种优化的ELM

网络, 随机确定输入权值和储备池内部权值,并采用

信赖域Newton算法计算网络的输出权值, 在训练样

本较大和隐含层节点较多的情况下,不仅保证了训练

精度,而且具有更快的训练速度.将其应用于人工函

数和基准数据的实验仿真中, 通过比较, 验证了本文

方法的有效性. 因此,本文所提出方法为具有较大样

本的时间序列预测和复杂系统辨识提供了一条有效

的途径.
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