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摘 要: 为了从不完备信息系统中获得否定决策规则,提出了描述子否定支撑集的概念,基于此定义了下、上近似集

合,讨论其性质,并给出了如何通过该模型获取确定性和可信性否定决策规则的方法. 为了便于应用,给出基于分辨

矩阵的否定决策规则约简的方法,实例分析的结果表明了该方法的有效性.
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Abstract: To derive the negative rules from the incomplete decision information system, the concept of negative support set

of descriptors is proposed. The lower and upper approximations based on such negative support set are presented, and their

properties are discussed. Moreover, the approach to acquire the certain and credible negative rules by the proposed lower

and upper approximate is presented. For facilitate application, an approach of discernibility matrix is proposed to obtain the

reduction, and the results of the illustrative examples show the effectiveness of the approach.
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1 引引引 言言言

粗糙集理论[1]是一种能够定量分析和处理不精

确、不一致、不完整信息与知识的数学工具. 通过

下、上近似的概念,可以在不需要任何先验知识的情

况下,从信息表中获得有价值、具有潜在效用的知识.

传统的粗集理论是建立在完备信息系统上的, 而实

际要处理的信息多是不完备的. 不完备信息系统是

指信息系统中出现了未知属性值, 主要分为两种情

况[2]: 1)未知属性值仅仅是被遗漏的, 但又是确实存

在的 (遗漏型),这种遗漏型未知属性值可以用任意可

能的值代替; 2)未知属性值被认为是丢失的, 是不允

许被比较的 (缺席型). 处理遗漏型的情况, 主要有基

于容差关系粗糙集模型[3]、限制容差关系粗糙集模

型[4]等; 针对缺席型情况, 主要有非对称相似关系粗

糙集模型[5]等. 这些方法总体而言是基于不可分辨关

系的粗糙集模型的拓展,通过决策类的下、上近似集

可以推导出确定性和可能性两种类型的决策规则,且

这两种类型的决策规则均是肯定性质的. 即只要对象

的条件属性值满足某些特定的条件,便可以判断其决

策属性值 (或将其划入某个决策类). 然而在实际应用

中, 有时不能判断某个对象是否属于某个决策类别,

但是可以明确知道若对象的条件属性不满足某些特

定的条件,则可以将其从某个决策类中剔除出去 (或

者说不属于某个决策类), 称此类规则为否定决策规

则.文献 [6]较早地研究了此类否定决策规则,并成功

地将其应用于医疗专家系统中. [7]通过研究概率粗

集的正域、负域和边界域, 讨论了肯定规则、否定规

则和边界规则的获取问题. [8]给出了差异关系粗集
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模型,并以此研究缺席型不完备决策信息系统中否定

决策规则的获取和约简问题.但是上述方法不适合处

理遗漏型未知属性值的不完备决策信息系统.

鉴于上述分析,本文以遗漏型未知属性值的不完

备决策信息系统为研究对象,通过考查样本的条件属

性值的潜在不一致 (差异)性,提出描述子否定支撑集

的概念,用其定义否定决策类的下、上近似集以获取

否定决策规则.同时,为了获取简化的否定决策规则,

还定义了两种可以保持下、上近似集合分布一致的相

对约简,并给出了求取这些约简的分辨矩阵方法. 实

例结果表明了所提出方法的有效性.

2 基基基本本本概概概念念念

2.1 不不不完完完备备备决决决策策策信信信息息息系系系统统统

决策信息系统 (DIS)是指既有条件属性又有决

策属性的一种信息系统,研究条件属性与决策属性间

的关系问题.一个决策信息系统为一个四元组,即

IDIS =
〈
𝑈,AT

∪{𝑑}, 𝑉, 𝑓〉.
其中: 𝑈是非空有限对象集合, 称为论域; AT是非空

有限条件属性集合, ∀𝑎 ∈ AT, 𝑉𝑎是属性 𝑎的值域, 𝑑是

决策属性,且AT
∩{𝑑}=∅; 𝑉 =𝑉AT

∪
𝑉𝑑是全体属性

的值域集合; 𝑓是信息函数. ∀𝑥∈𝑈, 𝑎∈ (AT
∪{𝑑}),定

义 𝑓(𝑥, 𝑎)为𝑥在属性 𝑎上的取值,则有 𝑓(𝑥, 𝑎) ∈ 𝑉𝑎.

不完备决策信息系统 (IDIS)是指信息系统中出

现了未知属性值. 本文主要讨论遗漏型未知条件属

性值的情况[2],用“∗”表示,即 𝑓(𝑥, 𝑎) = ∗(𝑥 ∈ 𝑈, 𝑎 ∈
AT), 并假设未知属性值仅出现在条件属性值中. 一

个不完备决策信息系统的实例如表 1所示.

表 1 不完备决策信息系统

𝑈 𝑎 𝑏 𝑐 𝑑

𝑥1 2 1 1 1

𝑥2 3 2 * 3

𝑥3 2 * 2 2

𝑥4 * 2 2 2

𝑥5 3 2 1 2

𝑥6 3 2 3 3

𝑥7 * 1 1 1

2.2 容容容差差差关关关系系系

定定定义义义 1 设 IDIS = ⟨𝑈,AT∪{𝑑}, 𝑉, 𝑓⟩, ∀𝐴 ⊆
AT. 由𝐴决定的容差关系记为𝑇 (𝐴),且有

𝑇 (𝐴) ={(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑈2 : 𝑓(𝑥, 𝑎) = 𝑓(𝑦, 𝑎)
⋁

𝑓(𝑥, 𝑎) =

∗⋁ 𝑓(𝑦, 𝑎) = ∗, ∀𝑎 ∈ 𝐴}.
容差关系满足自反性和对称性,而不一定满足传递性.

∀𝑥 ∈ 𝑈 , 𝑥的容差类记为𝑇𝐴(𝑥),且𝑇𝐴(𝑥) = {𝑦 ∈
𝑈 : (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑇 (𝐴)}, 即𝑇𝐴(𝑥)是所有与𝑥具有容差关

系𝑇 (𝐴)的对象的集合.

定定定义义义 2 设 IDIS = ⟨𝑈,AT∪{𝑑}, 𝑉, 𝑓⟩, 𝐴 ⊆
AT, ∀𝑋 ∈ 𝑈 , 𝑋基于𝑇 (𝐴)的下、上近似集分别记

为𝐴𝑇 (𝑋)和𝐴𝑇 (𝑋),且有

𝐴𝑇 (𝑋) = {𝑥 ∈ 𝑈 : 𝑇𝐴(𝑋) ⊆ 𝑋}, (1)

𝐴𝑇 (𝑋) = {𝑥 ∈ 𝑈 : 𝑇𝐴(𝑋)
∩

𝑋 ∕= ∅}. (2)

2.3 决决决策策策规规规则则则获获获取取取

在粗集理论中, 隐藏在信息系统中的知识通常

以决策规则的形式被挖掘出来, 考察对象 (或训练样

本)𝑥 ∈ 𝑈得到如下决策规则:

𝑟𝑥 : 𝑡 → 𝑠. (3)

其中: 𝑡是该决策规则的条件部分, 𝑡 =
⋀
(𝑎, 𝑣𝑎), 𝑎 ∈ 𝐴

⊆AT; 𝑠是决策部分, 𝑠=(𝑑, 𝑖), 𝑖∈𝑉𝑑, 𝑖是类别标签. 此

种决策规则可以描述为:若对象的条件属性满足某个

特定的值,则其决策属性一定可以取得某个特定的值.

文献 [8-10]研究了此类决策规则的获取和约简问题.

本文认为,现实世界中除了上述肯定性质的决策

规则外,还应该有与之对应的否定性质的决策规则来

帮助决策者作出否定判决,即若考查对象的条件属性

不满足某些特定的条件,则其决策属性不可能获得某

些特定的取值 (或从某个决策类中剔除).相对于上述

肯定性质的决策规则的一般形式,可以给出否定决策

规则的一般形式为

𝑟𝑥 : ¬𝑡 → ¬𝑠. (4)

其中: ¬𝑡是否定决策规则的条件部分, 𝑡=
⋀
(𝑎, 𝑣𝑎), 𝑎

∈ 𝐴 ⊆ AT; ¬𝑠是决策部分, 𝑠 = (𝑑, 𝑖), 𝑖 ∈ 𝑉𝑑. 上述否

定决策规则中的 𝑡 =
⋀
(𝑎, 𝑣𝑎)恰好是Leung等人[9]定

义的描述子. 为了便于表述如何从不完备决策信息系

统中挖掘出否定决策规则,下文通过考查对象间的条

件属性的差异性,提出一个描述子的否定支撑集的概

念.

3 描描描述述述子子子的的的否否否定定定支支支撑撑撑集集集与与与粗粗粗糙糙糙集集集

定定定义义义 3 设 IDIS = ⟨𝑈,AT∪{𝑑}, 𝑉, 𝑓⟩, ∀𝑎 ∈
AT, 𝑣 ∈ 𝑉AT,称 (𝑎, 𝑣)为一个AT-原子公式. 任意一个

或几个不同的AT-原子公式的合取称为一个AT-条件

描述子,记为 𝑡 =
⋀

𝑎∈𝐴

(𝑎, 𝑣𝑎), 𝐴 ⊆ AT. 若 𝑡为AT-条件

描述子, 𝑡中出现的所有属性的集合记为AT(𝑡), ∥𝑡∥ =

{𝑥 ∈ 𝑈 : 𝑓(𝑥, 𝑎) = ∗⋁ 𝑓(𝑥, 𝑎) ∕= 𝑣𝑎,∀𝑎 ∈ AT(𝑡)}, 则

称 ∥𝑡∥为描述子 𝑡的否定支撑集.在表 1的不完备决策

信息系统中, 令 𝑡 = (𝑎, 2)
⋀
(𝑏, 1)

⋀
(𝑐, 1), 有 ∥𝑡∥ =

{𝑥2, 𝑥4, 𝑥6},则 ∀𝑥 ∈ ∥𝑡∥,一定有 𝑓(𝑥, 𝑎) ∕= 2, 𝑓(𝑥, 𝑏) ∕=
1, 且 𝑓(𝑥, 𝑐) ∕= 1. 设𝑉𝑑 = {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑖}, 若 𝑠 = (𝑑, 𝑖),

则称 𝑠为决策描述子. 令 ∥𝑠∥为决策描述子 𝑠的否定

支撑集, 有 ∥𝑠∥ = {𝑥 ∈ 𝑈 : 𝑓(𝑥, 𝑑) ∕= 𝑖}. 若 𝑡和 𝑡′是

两个AT-条件描述子, ∀(𝑎, 𝑣) ∈ 𝑡, 均有 (𝑎, 𝑣) ∈ 𝑡′, 则
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称 𝑡比 𝑡′更为粗或者 𝑡′比 𝑡更为细,记为 𝑡 ર 𝑡′或 𝑡′ ⪯
𝑡; 若 𝑡由 𝑡′中出现的原子公式的真子集构成, 则称 𝑡

比 𝑡′严格粗或者 𝑡′比 𝑡严格细,记为 𝑡 ≻ 𝑡′或 𝑡′ ≺ 𝑡.

注注注 1 根据条件描述子否定支持集的定义, 设

𝑡为一个AT-条件描述子,且𝑥 ∈ ∥𝑡∥. 若 ∃𝑎 ∈ AT使得

𝑓(𝑥, 𝑎) ∕= ∗ (此时𝑥至少有一个条件属性值不为空),

则𝑥必定有一个属性值与描述子 𝑡中的一个原子公

式的属性值不一致, 这说明𝑥一定不满足 𝑡的原子

公式; 若 ∀𝑎 ∈ AT使得 𝑓(𝑥, 𝑎) = ∗ (此时𝑥的所有

条件属性值均为空), 根据未知属性值的解释[2], 则

“∗”可能是值域𝑉𝑎上的任意一个属性值, 因此,

𝑥的条件属性值与描述子 𝑡中的原子公式的属性

值有 1/(∣𝑉𝑎1∣ ⋅ ∣𝑉𝑎1∣ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ∣𝑉𝑎𝑖∣)的机会取值相同 (设

AT = {𝑎1, 𝑎2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑎𝑖}, ∣𝑉𝑎𝑖∣表示𝑉𝑎𝑖的基). 显然在实

际应用中, 如果对象的所有条件属性值均未知, 则讨

论其决策属性是没有任何意义的. 综上,称条件描述

子 𝑡的否定支持集是所有不满足 𝑡中原子公式的对象

的集合.

定定定义义义 4 令 IDIS = ⟨𝑈,AT∪{𝑑}, 𝑉, 𝑓⟩为一个不
完备决策信息系统,记DES(AT) = {𝑡 : 𝑡是AT-条件

描述子, ∥𝑡∥ ∕= ∅}; 对于 ∀𝑡 ∈ DES(AT), 若AT(𝑡) =

AT,则称 𝑡为一个完全AT-条件描述子,记FDES(AT)

= {𝑡 : 𝑡 ∈ DES(AT), 𝑡是完全AT-条件描述子}.

定定定义义义 5 令 IDIS = ⟨𝑈,AT∪{𝑑}, 𝑉, 𝑓⟩, 𝐴 ⊆ AT,

∀𝑋⊆𝑈 , 𝑋基于属性𝐴的下近似集、上近似集分别为

𝐴des(𝑋) = {∥𝑡∥ : ∥𝑡∥ ⊆ 𝑋, 𝑡 ∈ FDES(𝐴)}, (5)

𝐴des(𝑋) = {∥𝑡∥ : ∥𝑡∥∩𝑋 ∕= ∅, 𝑡 ∈ FDES(𝐴)}. (6)

根据𝑋的下、上近似集, 可得到其正域、边界域和负

域分别为

POSdes(𝑋) = 𝐴des(𝑋), (7)

BNDdes(𝑋) = 𝐴des(𝑋)−𝐴des(𝑋), (8)

NEGdes(𝑋) = {∥𝑡∥ : 𝑡 ∈ FDES(𝐴)} −𝐴des(𝑋). (9)

推推推论论论 1 设 IDIS = ⟨𝑈,AT∪{𝑑}, 𝑉, 𝑓⟩, 𝑡为条件
描述子,对于任意𝑋 ⊆ 𝑈 ,有:

1)若 ∥𝑡∥ ∈ POSdes(𝑋),则对于任意𝑥 ∈ ∥𝑡∥一定
有𝑥 ∈ 𝑋;

2)若 ∥𝑡∥ ∈ BNDdes(𝑋),则对于任意𝑥 ∈ ∥𝑡∥可能
有𝑥 ∈ 𝑋 ,也可能有𝑥 /∈ 𝑋;

3)若 ∥𝑡∥ ∈ NEDdes(𝑋),则对于任意𝑥 ∈ ∥𝑡∥一定
有𝑥 /∈ 𝑋 .

定定定理理理 1 令 IDIS = ⟨𝑈,AT∪{𝑑}, 𝑉, 𝑓⟩, 𝐴 ⊆ AT,

∀𝑋,𝑌 ⊆ 𝑈 ,则有以下公式成立:

𝐴des(∅) = 𝐴des(∅) = ∅,

𝐴des(𝑋) ⊆ 𝐴des(𝑋); (10)

𝑋 ⊆ 𝑌 ⇒ 𝐴des(𝑋) ⊆ 𝐴des(𝑌 ),

𝐴des(𝑋) ⊆ 𝐴des(𝑌 ); (11)

𝐴des(𝑋
∩

𝑌 ) = 𝐴des(𝑋)
∩

𝐴des(𝑌 ),

𝐴des(𝑋
∩

𝑌 ) = 𝐴des(𝑋)
∩

𝐴des(𝑌 ); (12)

𝐴des(𝑋)
∪

𝐴des(𝑌 ) ⊆ 𝐴des(𝑋
∪

𝑌 ),

𝐴des(𝑋)
∪

𝐴des(𝑌 ) ⊆ 𝐴des(𝑋
∪

𝑌 ). (13)

证证证明明明 1)由定义 5易证式 (10)成立.

2)设任意 ∥𝑡∥ ∈ 𝐴des(𝑋),有∥𝑡∥ ∕= ∅且 ∥𝑡∥ ⊆ 𝑋 .

又𝑋 ⊆ 𝑌 , ∥𝑡∥ ⊆ 𝑌 ,所以有𝐴des(𝑋) ⊆ 𝐴des(𝑌 ). 同理

可得𝐴des(𝑋) ⊆ 𝐴des(𝑌 )也成立,于是式 (11)成立.

3)设任意 ∥𝑡∥ ∈ 𝐴des(𝑋
∩

𝑌 ), 有 ∥𝑡∥ ∕= ∅, 且有

∥𝑡∥ ⊆ (𝑋
∩

𝑌 ), 即 ∥𝑡∥ ⊆ 𝑋且 ∥𝑡∥ ⊆ 𝑌 , 所以有 ∥𝑡∥
⊆ 𝐴des(𝑋), ∥𝑡∥ ⊆ 𝐴des(𝑌 ), 于是有 ∥𝑡∥ ⊆ (𝐴des(𝑋)∩

𝐴des(𝑌 ))成立. 设任意 ∥𝑡∥ ⊆ (𝐴des(𝑋)
∩

𝐴des(𝑌 )),

则有 ∥𝑡∥ ∕= ∅, 且 ∥𝑡∥ ⊆ 𝑋, ∥𝑡∥ ⊆ 𝑌 , 即 ∥𝑡∥ ⊆ (𝑋
∩

𝑌 ),所以 ∥𝑡∥ ∈ 𝐴des(𝑋
∩

𝑌 ), 𝐴des(𝑋
∩

𝑌 ) = 𝐴des(𝑋)∩
𝐴des(𝑌 )成立. 同理可证𝐴des(𝑋

∩
𝑌 ) = 𝐴des(𝑋)

∩
𝐴des(𝑌 )也成立,于是式 (12)成立.

4)因为𝑋 , 𝑌 ⊆ 𝑋
∪

𝑌 ,由式 (11)的结论可得

𝐴des(𝑋) ⊆ 𝐴des(𝑋
∪

𝑌 ), 𝐴des(𝑌 ) ⊆ 𝐴des(𝑋
∪

𝑌 ).

所以有𝐴des(𝑋)
∪

𝐴des(𝑌 ) ⊆ 𝐴des(𝑋
∪

𝑌 )成立,同理

可得𝐴des(𝑋)
∪

𝐴des(𝑌 ) ⊆ 𝐴des(𝑋
∪

𝑌 )也成立,因此

式 (13)成立. 2
4 否否否定定定决决决策策策规规规则则则

为了获取第 2.3节所示的否定决策规则,首先引

入决策类补集的概念. 在不完备决策信息系统 IDIS

中,设𝑉𝑑 = {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑖},根据决策属性可以得到论域

上𝑈的一个划分𝑈/𝑑 = {𝑋1, 𝑋2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑋𝑖},且有𝑋𝑖 =

{𝑥 ∈ 𝑈 : 𝑓(𝑥, 𝑑) = 𝑖}. 令¬𝑋𝑖 = 𝑈 −𝑋𝑖,则¬𝑋𝑖是决

策类𝑋𝑖的补集, 表示所有决策属性取值不为 𝑖的元

素的集合.令𝑈/¬𝑑 = {¬𝑋1,¬𝑋2, ⋅ ⋅ ⋅ ,¬𝑋𝑖},则𝑈/¬𝑑
是论域𝑈所有决策类补的集合.又根据条件描述子 𝑡

的否定支持集的概念, ∥𝑡∥是所有不满足 𝑡中原子公式

的对象的集合.有了上述两个概念, 下面来研究如何

获取否定决策规则.

定定定义义义 6 令 IDIS = ⟨𝑈,AT∪{𝑑}, 𝑉, 𝑓⟩, 设𝑉𝑑 =

{1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑖}, AT = {𝑎1, 𝑎2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑎𝑖}, 对于任意 𝑡 ∈
FDES(AT), 𝑡所对应的否定决策规则 𝑟𝑡 : ¬𝑡 → ¬𝑠可
以描述为

(𝑓(𝑥, 𝑎1) ∕= 𝑣1)
⋀
(𝑓(𝑥, 𝑎2) ∕= 𝑣2)

⋀ ⋅ ⋅ ⋅⋀
(𝑓(𝑥, 𝑎𝑚) ∕= 𝑣𝑚) → 𝑓(𝑥, 𝑑) ∕= 𝑖.

对于否定决策规则 𝑟𝑡的可信性程度由下面定义

的可信性因子度量:
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Cer(𝑟𝑡) =
card(∥𝑡∥∩ ∥𝑠∥)

card(∥𝑡∥) . (14)

其中: ∥𝑡∥是条件描述子的否定支撑集, ∥𝑠∥是决策描
述子的否定支撑集, card(𝑋)是集合𝑋的基数. 令

Cer(𝑟𝑡) = 𝛼,当𝛼 = 1时, 𝑟𝑡是一条确定性的否定决策

规则;当 0 < 𝛼 < 1时, 𝑟𝑡是一条可信性的否定决策规

则,其可信性程度由 100𝛼%来度量.

定定定理理理 2 设 IDIS = ⟨𝑈,AT∪{𝑑}, 𝑉, 𝑓⟩, 令𝑉𝑑 =

{1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑖}, 𝑈/¬𝑑 = {¬𝑋1,¬𝑋2, ⋅ ⋅ ⋅ ,¬𝑋𝑖}, 条件描

述子 𝑡 ∈ DES(AT),决策描述子 𝑠 = (𝑑, 𝑖),则有:

1)若 ∥𝑡∥ ∈ POSdes(¬𝑋𝑖), 则 𝑟𝑡是一条确定性的

否定决策规则;

2) ∥𝑡∥ ∈ BNDdes(¬𝑋𝑖), 则 𝑟𝑡是一条可信性的否

定决策规则.

证证证明明明 由 ∥𝑡∥ ∈ POSdes(¬𝑋𝑖)可知, ∥𝑡∥ ∕= ∅且
∥𝑡∥ ⊆ ¬𝑋𝑖, ∀𝑥 ∈ ∥𝑡∥有𝑥 ∈ ¬𝑋𝑖, 即有 𝑓(𝑥, 𝑑) ∕= 𝑖.

根据 ∥𝑠∥的定义有 ∥𝑡∥ ⊆ ∥𝑠∥, Cer(𝑟𝑡) = 1成立, 所以

𝑟𝑡是一条确定性的否定决策规则. 同理可证 2)也成

立. 2
例例例 1 求表 1所示的不完备决策信息系统中所

有确定性和可信性否定决策规则.易知

𝑈 = {𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5, 𝑥6, 𝑥7}, AT = {𝑎, 𝑏, 𝑐},
𝑉𝑎 = 𝑉𝑏 = 𝑉𝑐 = 𝑉𝑑 = {1, 2, 3}.
由定义 3可知

𝑡1 = (𝑎, 1)
⋀
(𝑏, 1)

⋀
(𝑐, 1), ∥𝑡1∥ = {𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥6};

𝑡2 = (𝑎, 1)
⋀
(𝑏, 2)

⋀
(𝑐, 2), ∥𝑡2∥ = {𝑥1, 𝑥7};

𝑡3 = (𝑎, 2)
⋀
(𝑏, 1)

⋀
(𝑐, 1), ∥𝑡3∥ = {𝑥2, 𝑥4, 𝑥6};

𝑡4 = (𝑎, 2)
⋀
(𝑏, 1)

⋀
(𝑐, 2), ∥𝑡4∥ = {𝑥2, 𝑥5, 𝑥6};

𝑡5 = (𝑎, 2)
⋀
(𝑏, 2)

⋀
(𝑐, 2), ∥𝑡5∥ = {𝑥7};

𝑡6 = (𝑎, 2)
⋀
(𝑏, 3)

⋀
(𝑐, 2), ∥𝑡6∥ = {𝑥2, 𝑥5, 𝑥6, 𝑥7};

𝑡7 = (𝑎, 3)
⋀
(𝑏, 1)

⋀
(𝑐, 1), ∥𝑡7∥ = {𝑥3, 𝑥4};

𝑡8 = (𝑎, 3)
⋀
(𝑏, 2)

⋀
(𝑐, 1), ∥𝑡8∥ = {𝑥3};

𝑡9 = (𝑎, 3)
⋀
(𝑏, 2)

⋀
(𝑐, 2), ∥𝑡9∥ = {𝑥1, 𝑥7};

𝑡10 = (𝑎, 3)
⋀
(𝑏, 2)

⋀
(𝑐, 3), ∥𝑡10∥ = {𝑥1, 𝑥3, 𝑥7}.

论域𝑈上所有决策类的补集满足

𝑈/¬𝑑 = {¬𝑋1,¬𝑋2,¬𝑋3} =

{{𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5, 𝑥6}, {𝑥1, 𝑥2, 𝑥6, 𝑥7},
{𝑥1, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5, 𝑥7}}.

由定义 5可知

POSdes(¬𝑋1) = {∥𝑡1∥, ∥𝑡3∥, ∥𝑡4∥, ∥𝑡7∥, ∥𝑡8∥},
POSdes(¬𝑋2) = {∥𝑡2∥, ∥𝑡5∥, ∥𝑡9∥},
POSdes(¬𝑋3) = {∥𝑡2∥, ∥𝑡5∥, ∥𝑡7∥, ∥𝑡8∥, ∥𝑡9∥, ∥𝑡10∥};

BNDdes(¬𝑋1) = {∥𝑡6∥, ∥𝑡10∥},
BNDdes(¬𝑋2) = {∥𝑡1∥, ∥𝑡3∥, ∥𝑡4∥, ∥𝑡6∥, ∥𝑡10∥},
BNDdes(¬𝑋3) = {∥𝑡1∥, ∥𝑡3∥, ∥𝑡4∥, ∥𝑡6∥}.
根据定理 2可得确定性的否定决策规则为

𝑓(𝑥, 𝑎) ∕= 1
⋀

𝑓(𝑥, 𝑏) ∕= 1
⋀

𝑓(𝑥, 𝑐) ∕= 1 → 𝑓(𝑥, 𝑑) ∕= 1,

𝑓(𝑥, 𝑎) ∕= 1
⋀

𝑓(𝑥, 𝑏) ∕= 2
⋀

𝑓(𝑥, 𝑐) ∕= 2 →
𝑓(𝑥, 𝑑) ∕= 2

⋀
𝑓(𝑥, 𝑑) ∕= 3,

𝑓(𝑥, 𝑎) ∕= 2
⋀

𝑓(𝑥, 𝑏) ∕= 1
⋀

𝑓(𝑥, 𝑐) ∕= 1 → 𝑓(𝑥, 𝑑) ∕= 1,

𝑓(𝑥, 𝑎) ∕= 2
⋀

𝑓(𝑥, 𝑏) ∕= 1
⋀

𝑓(𝑥, 𝑐) ∕= 2 → 𝑓(𝑥, 𝑑) ∕= 1,

𝑓(𝑥, 𝑎) ∕= 2
⋀

𝑓(𝑥, 𝑏) ∕= 2
⋀

𝑓(𝑥, 𝑐) ∕= 2 →
𝑓(𝑥, 𝑑) ∕= 2

⋀
𝑓(𝑥, 𝑑) ∕= 3,

𝑓(𝑥, 𝑎) ∕= 3
⋀

𝑓(𝑥, 𝑏) ∕= 1
⋀

𝑓(𝑥, 𝑐) ∕= 1 →
𝑓(𝑥, 𝑑) ∕= 1

⋀
𝑓(𝑥, 𝑑) ∕= 3,

𝑓(𝑥, 𝑎) ∕= 3
⋀

𝑓(𝑥, 𝑏) ∕= 2
⋀

𝑓(𝑥, 𝑐) ∕= 1 →
𝑓(𝑥, 𝑑) ∕= 1

⋀
𝑓(𝑥, 𝑑) ∕= 3,

𝑓(𝑥, 𝑎) ∕= 3
⋀

𝑓(𝑥, 𝑏) ∕= 2
⋀

𝑓(𝑥, 𝑐) ∕= 2 →
𝑓(𝑥, 𝑑) ∕= 2

⋀
𝑓(𝑥, 𝑑) ∕= 3,

𝑓(𝑥, 𝑎) ∕= 3
⋀

𝑓(𝑥, 𝑏) ∕= 2
⋀

𝑓(𝑥, 𝑐) ∕= 3 → 𝑓(𝑥, 𝑑) ∕= 3.

根据定理 2可得到可信性的否定决策规则为

𝑓(𝑥, 𝑎) ∕= 1
⋀

𝑓(𝑥, 𝑏) ∕= 1
⋀

𝑓(𝑥, 𝑐) ∕= 1 →
𝑓(𝑥, 𝑑) ∕= 2

⋀
𝑓(𝑥, 𝑑) ∕= 3,

𝑓(𝑥, 𝑎) ∕= 2
⋀

𝑓(𝑥, 𝑏) ∕= 1
⋀

𝑓(𝑥, 𝑐) ∕= 1 →
𝑓(𝑥, 𝑑) ∕= 2

⋀
𝑓(𝑥, 𝑑) ∕= 3,

𝑓(𝑥, 𝑎) ∕= 2
⋀

𝑓(𝑥, 𝑏) ∕= 1
⋀

𝑓(𝑥, 𝑐) ∕= 2 →
𝑓(𝑥, 𝑑) ∕= 2

⋀
𝑓(𝑥, 𝑑) ∕= 3,

𝑓(𝑥, 𝑎) ∕= 2
⋀

𝑓(𝑥, 𝑏) ∕= 3
⋀

𝑓(𝑥, 𝑐) ∕= 2 →
𝑓(𝑥, 𝑑) ∕= 1

⋀
𝑓(𝑥, 𝑑) ∕= 2

⋀
𝑓(𝑥, 𝑑) ∕= 3,

𝑓(𝑥, 𝑎) ∕= 3
⋀

𝑓(𝑥, 𝑏) ∕= 2
⋀

𝑓(𝑥, 𝑐) ∕= 3 →
𝑓(𝑥, 𝑑) ∕= 1

⋀
𝑓(𝑥, 𝑑) ∕= 2.

5 知知知识识识约约约简简简

知识约简[6,8-10]是粗糙集理论研究的核心问题,

借助知识约简能剔除决策规则中的冗余属性,从而得

到简化的决策规则.为了对本文所讨论的否定决策规

则进行约简,下面将分别给出保持下、上近似分布一

致的相对约简方法.

定定定义义义 7 设 IDIS = ⟨AT∪{𝑑}, 𝑉, 𝑓⟩, 𝑉𝑑 = {1, 2,
⋅ ⋅ ⋅ , 𝑖}, 𝑈/¬𝑑 = {¬𝑋1,¬𝑋2, ⋅ ⋅ ⋅ ,¬𝑋𝑖},条件描述子 𝑡,

𝑡′ ∈ DES(AT),且 𝑡′ ⩾ 𝑡,令

𝐿(𝑡) = {¬𝑋𝑖 : ∥𝑡∥ ∈ ATdes(¬𝑋𝑖),¬𝑋𝑖 ∈ 𝑈/¬𝑑},
𝐻(𝑡) = {¬𝑋𝑖 : ∥𝑡∥ ∈ ATdes(¬𝑋𝑖),¬𝑋𝑖 ∈ 𝑈/¬𝑑}.
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1)若𝐿(𝑡) = 𝐿(𝑡′), 且 ∀𝑡′′ ર 𝑡, 𝐿(𝑡) ∕= 𝐿(𝑡′′), 则

称 𝑡′是 𝑡的一个下近似分布一致的相对约简属性描述

子.

2)若𝐻(𝑡) = 𝐻(𝑡′),且 ∀𝑡′′ ર 𝑡, 𝐻(𝑡) ∕= 𝐻(𝑡′′),则

称 𝑡′是 𝑡的一个上近似分布一致的相对约简属性描述

子.

注注注 2 从定义 7可以看出, 𝑡的下近似 (上近似)

相对约简描述子 𝑡′同时满足 ∥𝑡′∥是¬𝑋𝑖的下近似 (上

近似),且 𝑡′由 𝑡中最小数量的原子公式合取构成, 𝑡的

所有下近似 (上近似)相对约简描述子的条件属性集

记为 red𝐿(𝑡)(red𝐻(𝑡)).

定定定义义义 8 设 IDIS=⟨𝑈,AT∪{𝑑}, 𝑉, 𝑓⟩, 𝑉𝑑={1, 2,
⋅ ⋅ ⋅ , 𝑖}, 𝑈/¬𝑑={¬𝑋1,¬𝑋2, ⋅ ⋅ ⋅ ,¬𝑋𝑖}, 𝑡∈FDES(AT).

记𝐷𝐿(𝑡) = {𝑥 : ∥𝑡∥ ∈ ATdes(¬𝑋𝑖), 𝑥 ∈ 𝑋𝑖}, 𝐷𝐻(𝑡) =

{𝑥 : ∥𝑡∥∩¬𝑋𝑖 = ∅, 𝑥 ∈ 𝑋𝑖}. 定义𝐷𝐿(𝑡, 𝑥)为不完

备决策信息系统中条件描述子 𝑡的下近似可辨识条件

属性集, 𝐷𝐻(𝑡, 𝑥)为上近似可辨识条件属性集,且有

𝐷𝐿(𝑡, 𝑥) =

⎧⎨⎩ {𝑎 ∈ AT : 𝑥 ∕∈ ∥(𝑎, 𝑎𝑣)∥}, 𝑥 ∈ 𝐷𝐿(𝑡);

AT, 𝑥 ∕∈ 𝐷𝐿(𝑡).

𝐷𝐻(𝑡, 𝑥) =

⎧⎨⎩ {𝑎 ∈ AT : 𝑥 ∕∈ ∥(𝑎, 𝑎𝑣)∥}, 𝑥 ∈ 𝐷𝐻(𝑡);

AT, 𝑥 ∕∈ 𝐷𝐻(𝑡).

定定定理理理 3 设 IDIS = ⟨𝑈,AT∪{𝑑}, 𝑉, 𝑓⟩, 若属性
描述子 𝑡 ∈ FDES(AT), 𝑡′ ∈ DES(AT),且 𝑡′ ⩾ 𝑡,则有

𝐿(𝑡) = 𝐿(𝑡′) ⇔ 𝐷𝐿(𝑡, 𝑥)
∩

AT(𝑡′) ∕= ∅,

∀𝑥 ∈ 𝐷𝐿(𝑡); (15)

𝐻(𝑡) = 𝐻(𝑡′) ⇔ 𝐷𝐻(𝑡, 𝑥)
∩

AT(𝑡′) ∕= ∅,

∀𝑥 ∈ 𝐷𝐻(𝑡). (16)

证证证明明明 1)充分性. 根据定义 8, 假设 ∃𝑥 ∈ 𝐷𝐿(𝑡)

(即𝑥 ∈ 𝑋𝑖且 ∥𝑡∥ ∈ ¬𝑋𝑖)和𝑥 /∈ ∥𝑡∥使得𝐷𝐿(𝑡, 𝑥)
∩

AT(𝑡′) = ∅成立,因为 𝑡′ ⩾ 𝑡,所以有𝑥 ∈ ∥𝑡′∥. 根据条

件有𝐿(𝑡) = 𝐿(𝑡′),即 ∥𝑡∥ ⊆ ¬𝑋𝑖 ⇔ ∥𝑡′∥ ⊆ ¬𝑋𝑖,此时

有𝑥 ∈ ¬𝑋𝑖,这与𝑥 ∈ 𝑋𝑖相矛盾.

2)必要性. 由 𝑡′ ⩾ 𝑡,可得𝐿(𝑡) ⊇ 𝐿(𝑡′),故只需证

明𝐿(𝑡) ⊆ 𝐿(𝑡′). 对于𝐿(𝑡) ∕= ∅, ¬𝑋𝑖 ∈ 𝐿(𝑡)(即 ∥𝑡∥ ⊆
¬𝑋𝑖)有: 对于 ∀𝑥 ∈ 𝑋𝑖, 𝐷𝐿(𝑡, 𝑥)

∩
AT(𝑡′) ∕= ∅成立,

即𝑥 /∈ ∥𝑡′∥. 因为𝑥是𝑋𝑖中任意选定的, 所以此时必

定有 ∥𝑡′∥ ⊆ ¬𝑋𝑖,从而𝐿(𝑡) ⊆ 𝐿(𝑡′). 综上可得式 (15)

成立,同理可以证明式 (16)也成立. 2
定定定义义义 9 设 IDIS = ⟨𝑈,AT∪{𝑑}, 𝑉, 𝑓⟩, 条件描

述子 𝑡 ∈ FDES(AT),令

Δ𝐿(𝑡) =
⋀

𝑋∈𝐷𝐿(𝑡)

(
⋁

𝐷𝐿(𝑡, 𝑥));

Δ𝐻(𝑡) =
⋀

𝑋∈𝐷𝐻(𝑡)

(
⋁

𝐷𝐻(𝑡, 𝑥)).

称Δ𝐿(𝑡)和Δ𝐻(𝑡)分别为描述子 𝑡的下近似和上近似

分布一致相对约简区分函数.

根据布尔推理理论,由定义 9和定理 3可得如下

结论.

定定定理理理 4 Δ𝐿(𝑡)和Δ𝐻(𝑡)的极小析取范式中的

每个合取项所对应的属性子集即为 𝑡的下近似和上近

似分布一致的相对约简描述子中出现的属性集合.

例例例 2 求解例 1中确定性否定决策规则的约简.

Step 1: 根据定义 8可得描述子 𝑡的可辨识条件属

性集𝐷(𝑡, 𝑥)如表 2所示.

表 2 描述子𝑡的可辨识条件属性集

𝑥1 𝑥2 𝑥3 𝑥4 𝑥5 𝑥6 𝑥7

𝑡1 𝑏𝑐 AT AT AT AT AT 𝑏𝑐

𝑡2 AT 𝑏 𝑐 𝑏𝑐 𝑏 𝑏 AT

𝑡3 𝑏𝑐 AT AT AT AT AT 𝑏𝑐

𝑡4 𝑎𝑏 AT AT AT AT AT 𝑏

𝑡5 AT 𝑏 𝑎𝑐 𝑏𝑐 𝑏 𝑏 AT

𝑡7 𝑏𝑐 𝑎 AT AT AT 𝑎 𝑏𝑐

𝑡8 𝑐 𝑎𝑏 AT AT AT 𝑎𝑏 𝑐

𝑡9 AT 𝑎𝑏 𝑐 𝑏𝑐 𝑎𝑏 𝑎𝑏 AT

𝑡10 AT 𝑎𝑏 AT AT AT 𝑎𝑏𝑐 AT

Step 2: 根据定义 9和定理 4可以得到描述子 𝑡的

所有相对约简的条件属性集如下:

red𝐿(𝑡1) = Δ𝐿(𝑡1) = (𝑏
⋁

𝑐)
⋀
(𝑏
⋁

𝑐) = 𝑏
⋁

𝑐,

red𝐿(𝑡2) = 𝑏
⋀

𝑐
⋀
(𝑏
⋁

𝑐)
⋀

𝑏
⋀

𝑏 = 𝑏
⋀

𝑐,

red𝐿(𝑡3) = 𝑏
⋁

𝑐, red𝐿(𝑡4) = 𝑏,

red𝐿(𝑡5) = (𝑎
⋀

𝑏)
⋁
(𝑏
⋀

𝑐),

red𝐿(𝑡7) = (𝑎
⋀

𝑏)
⋁
(𝑎

⋀
𝑐),

red𝐿(𝑡8) = (𝑎
⋀

𝑐)
⋁
(𝑏
⋀

𝑐),

red𝐿(𝑡9) = (𝑎
⋀

𝑐)
⋁
(𝑏
⋀

𝑐),

red𝐿(𝑡10) = 𝑎
⋁

𝑏.

Step 3: 根据 𝑡的相对约简条件属性集对确定性

的否定决策规则进行约简,有

𝑓(𝑥, 𝑏) ∕= 1 → 𝑓(𝑥, 𝑑) ∕= 1, 𝑓(𝑥, 𝑐) ∕= 1 → 𝑓(𝑥, 𝑑) ∕= 1,

𝑓(𝑥, 𝑎) ∕= 3 → 𝑓(𝑥, 𝑑) ∕= 3, 𝑓(𝑥, 𝑏) ∕= 2 → 𝑓(𝑥, 𝑑) ∕= 3,

𝑓(𝑥, 𝑏) ∕= 2
⋀

𝑓(𝑥, 𝑐) ∕= 2 → 𝑓(𝑥, 𝑑) ∕= 2,

𝑓(𝑥, 𝑎) ∕= 2
⋀

𝑓(𝑥, 𝑏) ∕= 2 → 𝑓(𝑥, 𝑑) ∕= 2,

𝑓(𝑥, 𝑎) ∕= 3
⋀

𝑓(𝑥, 𝑏) ∕= 1 → 𝑓(𝑥, 𝑑) ∕= 1,

𝑓(𝑥, 𝑎) ∕= 3
⋀

𝑓(𝑥, 𝑐) ∕= 1 → 𝑓(𝑥, 𝑑) ∕= 1,

𝑓(𝑥, 𝑏) ∕= 2
⋀

𝑓(𝑥, 𝑐) ∕= 1 → 𝑓(𝑥, 𝑑) ∕= 1,

𝑓(𝑥, 𝑎) ∕= 3
⋀

𝑓(𝑥, 𝑏) ∕= 2 → 𝑓(𝑥, 𝑑) ∕= 2.

6 结结结 论论论

利用粗糙集理论在不完备决策信息系统中获取

决策规则一直是粗糙集理论研究的热点和难点问题.
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本文从对象属性间的差异性出发,定义了描述子否定

支持集的概念,并据此给出了否定决策规则获取和约

简的方法. 该否定决策规则不仅可以应用于专家系统

的决策分析中[6],而且可以应用于人工智能的规则搜

索和模式分类中,这将是下一步的研究工作.
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