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摘 要: 相对其他决策系统,不一致不完备决策系统对于复杂数据具有更强的数据建模和表示能力,这决定了其在

实际应用中的重要作用. 鉴于此,在已有研究成果的基础上深入探讨了不一致不完备决策系统中约简的定义方法,提

出了不一致不完备决策系统中的 5种约简概念,并找出了它们之间的关联,为进一步研究此类系统中知识约简的理

论和方法奠定了基础.
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Abstract: Inconsistent incomplete decision system(IIDS) has strong superiority in modeling and expressing complex data

compared with other decision systems, which shows its important value. Therefore, based on existed research results, this

paper investigates the definition method of reduction in IIDS. Five kinds of reduction in IIDS, such as possible reduct, are

presented and the relationships between them are also found out. This work can form the foundation for further studying

related theory and method of reduction in IIDS.
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1 引引引 言言言

决策系统从完备与否的角度可分为完备决策系

统和不完备决策系统;从一致与否的角度可分为一致

决策系统和不一致决策系统.据此, 决策系统可分为

一致完备决策系统、一致不完备决策系统、不一致完

备决策系统和不一致不完备决策系统 4种类型.

目前,对于一致完备决策系统的约简问题,利用

传统的Rough集理论在约简效率方面可以得到较好

的解决. 该理论中等价关系下的数据样本呈线序关

系, 具有良好的数学性质[1], 因此可以利用排序技术

来求正域, 并构造高效的约简算法[2], 后又经进一步

改进,使得约简效率已十分接近线性复杂度[3-4].

对于一致不完备决策系统, 由于系统中的数据

样本一般不存在线序关系 (而是一种格结构),不能用

排序技术来构造高效算法, 即传统Rough集理论对

此“力不从心”. 通过粒化方法对基于条件属性的信

息系统进行分解,形成一系列的相交粒. 在同一粒中,

数据样本呈线性关系,引入快速排序技术实现该粒相

对于决策类的划分,通过各粒的划分计算基于条件属

性的信息系统对于决策类的正域,进而基于正域计算

决策系统的约简,并由此提出基于相容关系的快速属

性约简算法[5],这在一定程度上解决了此类系统的高

效约简问题.

对于不一致完备决策系统,条件属性下的相容粒

度划分对于决策类形成多个交叉子集, 这样, 传统约

简定义所依赖的“系统分类能力不变”的意义发生了

变化,即从不同的角度看,对“系统分类能力不变”有

着不同的理解, 导致出现了多种约简概念[6]. 张文修

等人[7-8]对此进行了深入的研究, 进一步丰富了约简

的概念,给出了基于分辨矩阵的各种约简的计算方法,

但其效率有待于进一步提高.
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对于不一致不完备决策系统,由于目前的复杂数

据在形式上高维、海量、异构,在内容上不完整、不确

定、无序、歧义, 使得对这些数据进行结构化转换后

所形成的表示模型通常是不一致不完备决策系统,即

不一致不完备决策系统更适合于对现今复杂数据的

建模和表示, 更具有实际应用价值.但针对不一致不

完备决策系统约简问题的研究报道还较为少见,相应

的约简理论和方法非常欠缺. 为此,本文拟对此类系

统中的约简概念进行探讨,揭示各类约简之间的关联,

为进一步研究约简理论和方法奠定基础.

2 不不不一一一致致致不不不完完完备备备决决决策策策系系系统统统

一个信息系统 (IS)通常可以表示为四元组 (𝑈,𝐴,

{𝑉𝑎}, 𝑓𝑎)𝑎∈𝐴. 其中: 𝑈为非空有限对象集; 𝐴为非空

有限的属性集; 𝑉𝑎为属性 𝑎的值域; 𝑓𝑎为𝑈到𝑉𝑎的函

数,表示为 𝑓𝑎 : 𝑈 → 𝑉𝑎,称为 IS的信息函数. 若存在𝑥

∈ 𝑈且 𝑎 ∈ 𝐴,使得 𝑓𝑎(𝑥)的值为一个丢失值 (空值、未

知值或不确定值[9]),则此信息系统称为不完备信息系

统,否则称为完备信息系统.丢失值用“*”表示,这样,

不完备信息系统即可表示为

(𝑈,𝐴, {𝑉𝑎}, 𝑓𝑎)𝑎∈𝐴, ∗ ∈
∪
𝑎∈𝐴

𝑉𝑎.

若𝑉𝑎和 𝑓𝑎是已知的,则 (𝑈,𝐴, {𝑉𝑎}, 𝑓𝑎)𝑎∈𝐴也可

以简写为 (𝑈,𝐴). 对于任意𝐵 ⊆ 𝐴, 子集𝐵决定如下

二元关系:

TR(𝐵) ={(𝑥, 𝑦)∣𝑓𝑎(𝑥) = 𝑓𝑎(𝑦) or 𝑓𝑎(𝑥) = ∗ or

𝑓𝑎(𝑦) = ∗, for ∀𝑎 ∈ 𝐵, and 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑈}. (1)

容易证明, TR(𝐵)是自反、对称的,因此是一个相容关

系.令𝑆𝐵(𝑥)表示在相容关系𝐵下所有与对象𝑥不可

分辨的对象的最大集,即

𝑆𝐵(𝑥) = {𝑦∣(𝑥, 𝑦) ∈ TR(𝐵), 𝑦 ∈ 𝑈}. (2)

令𝑋 ⊆ 𝑈且𝐵 ⊆ 𝐴,则𝑋的下近似定义为

BX = {𝑥 ∈ 𝑈 ∣𝑆𝐵(𝑥) ⊆ 𝑋}. (3)

下近似也称为正域, 可以表示为POS𝐵(𝑋), 即

POS𝐵(𝑋) = BX. 子集𝑋的上近似定义为

BX = {𝑥 ∈ 𝑈 ∣𝑆𝐵(𝑥)
∩

𝑋 ∕= ∅}. (4)

BX中的对象肯定属于𝑋 , BX中的对象可能属于𝑋 .

不完备决策系统是一种特殊的不完备信息系统,

它可以看作是对信息系统 (𝑈,𝐴)中的属性集𝐴增加

一些属性而形成. 这样,一个不完备决策系统也可以

表示为一个四元组,即(
𝑈,𝐶

∪
𝐷, {𝑃 (𝑉𝑑)}, ∂𝐵

)
𝑑∈𝐷,𝐵⊆𝐶

. (5)

其中: 𝑈和𝐶的意义同 IS, 𝐷为非空有限的属性集,称

为决策属性集,且𝐶
∩

𝐷 = ∅; 𝑃 (𝑉𝑑)为𝑉𝑑的幂集, 𝑉𝑑

为属性 𝑑 ∈ 𝐷的值域,但 ∗ ∕∈ 𝑉𝑑; ∂𝐵为函数 ∂𝐵: 𝑈 →

𝑃 (𝑉𝑑), 𝐵 ⊆ 𝐶, 定义为 ∂𝐵(𝑥) = {𝑓𝑑(𝑦)∣𝑦 ∈ 𝑆𝐵(𝑥)},

𝑓𝑑(𝑦)是不完备信息系统
(
𝑈,𝐴 = 𝐶

∪
𝐷, {𝑉𝑑}, 𝑓𝑎

)
𝑎∈𝐴

的信息函数.

如果对于任意𝑥 ∈ 𝑈 , 均有 ∣∂𝐶(𝑥)∣ = 1, 则称不

完备决策系统是一致的,否则称其是不一致的[10],相

应的系统分别称为一致不完备决策系和不一致不完

备决策系 (IIDS). 这样, 一个 IIDS可以形式化表示为

如下四元组:(
𝑈,𝐶

∪
𝐷, {𝑃 (𝑉𝑑)}, ∂𝐵

)
𝑑∈𝐷,𝐵⊆𝐶

,

∃𝑥0 ∈ 𝑈, ∣∂𝐶(𝑥0)∣ > 1. (6)

在相关条件已明确的情况下, IIDS(𝑈,𝐶
∪

𝐷,

{𝑃 (𝑉𝑑)}, ∂𝐵)𝑑∈𝐷,𝐵⊆𝐶也可以简写为 (𝑈,𝐶
∪

𝐷), 即

IIDS = (𝑈,𝐶
∪

𝐷).

根据以上描述,在一个不完备、不一致决策系统

中, 至少存在一个对象𝑥0 ∈ 𝑈以及两个不同的决策

类𝐷′和𝐷′′(𝐷′ ∕= 𝐷′′), 使得𝑆𝐶(𝑥0)
∩

𝐷′ ∕= ∅且
𝑆𝐶(𝑥0)

∩
𝐷′′ ∕= ∅.

3 IIDS中中中约约约简简简的的的定定定义义义
为了表述方便,如果不特别说明,则下文中提到

的“决策系统”指的是 IIDS, 并约定对于 IIDS = (𝑈,

𝐶
∪{𝑑}), 𝑉𝑑 = {𝑣1, 𝑣2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑣𝑟}, 𝑋𝑣𝑖 = {𝑥 ∈ 𝑈 ∣𝑓𝑑(𝑥)

= 𝑣𝑖},有𝑈/{𝑑} = {𝑋𝑣1 , 𝑋𝑣2 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑋𝑣𝑟}. 下面将不一

致完备系统中的约简概念[6-8]拓展到 IIDS中,并作适

当的补充,从而定义 IIDS中约简的概念.

定义 1 在 IIDS = (𝑈,𝐶
∪{𝑑})中,若𝐵 ⊆ 𝐶,则

称𝐵为 IIDS的一个可能约简, 当且仅当对于任意𝑥

∈ 𝑈, 𝑆𝐵(𝑥) ⊆ CXv, 𝑣 = 𝑓𝑑(𝑥)和𝐵′ ⊂ 𝐵,总存在𝑥0 ∈
𝑈 ,使得𝑆𝐵′(𝑥0) ⊈ CXv0 , 𝑣0 = 𝑓𝑑(𝑥0).

可能约简是具有如下特性的最小属性集: 能够

将𝑥区分于那些不属于𝑋𝑣上近似中的对象,其中 𝑣 =

𝑓𝑑(𝑥).

定义 2 称𝐵 ⊆ 𝐶为 IIDS的一个属性约简, 当

且仅当对于𝑥 ∈ 𝑈 ,有𝑆𝐵(𝑥) = 𝑆𝐶(𝑥),且对于任意𝐵′

⊂ 𝐵,总存在𝑥0 ∈ 𝑈 ,使得𝑆𝐵′(𝑥0) ∕= 𝑆𝐶(𝑥0).

定义 2要求对于任意𝑥 ∈ 𝑈 , 𝑆𝐵(𝑥)均不能改变

(总等于𝑆𝐶(𝑥)). 属性约简是具有如下特性的最小属

性集: 能将𝑥区别于那些其邻域不等于𝑥领域的对象.

定理 1 令 IIDS = (𝑈,𝐶
∪{𝑑}),有:

1)令𝐵′, 𝐵′′ ⊆ 𝐶, 对于 ∀𝑥 ∈ 𝑈 , 均有𝑆𝐵′(𝑥) =

𝑆𝐵′′(𝑥),当且仅当TR(𝐵′) = TR(𝐵′′);

2)TR(𝐵) =
∩
𝑎∈𝐵

𝑇𝑅({𝑎}), 𝐵 ⊆ 𝐶;

3)若𝐵′ ⊆ 𝐵′′, 则对于 ∀𝑥 ∈ 𝑈 , 有𝑆𝐵′(𝑥) ⊇
𝑆𝐵′′(𝑥).

证证证明明明 1)充分性是显然的,仅需证明必要性. 对
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于 ∀(𝑦, 𝑧) ∈ TR(𝐵′), 有 𝑧 ∈ 𝑆𝐵′(𝑦). 根据条件𝑆𝐵′(𝑦)

= 𝑆𝐵′′(𝑦), 有 𝑧∈𝑆𝐵′(𝑦)=𝑆𝐵′′(𝑦), 即 𝑧∈𝑆𝐵′′(𝑦). 这意

味着 (𝑦, 𝑧) ∈ TR(𝐵′′), TR(𝐵′) ⊆ TR(𝐵′′),类似可证,

TR(𝐵′) ⊇ TR(𝐵′′), TR(𝐵′) = TR(𝐵′′).

2)证明过程见文献 [10].

3)假设𝐵′ = {𝑎1, 𝑎2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑎𝑝}, 由于𝐵′ ⊆ 𝐵′′, 可

假设𝐵′′ = {𝑎1, 𝑎2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑎𝑝, 𝑎𝑝+1, 𝑎𝑝+2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑎𝑞}. 根据

2),有

TR(𝐵′′) =
∩

𝑎∈𝐵′′
TR({𝑎}) =

TR({𝑎1})
∩

TR({𝑎2})
∩

⋅ ⋅ ⋅
∩

TR({𝑎𝑝})
∩

TR({𝑎𝑝+1})
∩

TR({𝑎𝑝+2})
∩

⋅ ⋅ ⋅
∩

TR({𝑎𝑞}) ⊆
TR({𝑎1})

∩
TR({𝑎2})

∩
⋅ ⋅ ⋅

∩
TR({𝑎𝑝}) =∩

𝑎∈𝐵′
TR({𝑎}) = TR(𝐵′),

即TR(𝐵′′) ⊆ TR(𝐵′). 因此,对于 ∀𝑦 ∈ 𝑆𝐵′′(𝑥),有 (𝑥,

𝑦) ∈ TR(𝐵′′) ⊆ TR(𝐵′). 这说明 𝑦 ∈ 𝑆𝐵′(𝑥), 从而有

𝑆𝐵′′(𝑥) ⊆ 𝑆𝐵′(𝑥). 2
定义 3 在 IIDS=(𝑈,𝐶

∪{𝑑})中, 𝑈/{𝑑}={𝑋𝑣1 ,

𝑋𝑣2 , ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑋𝑣𝑟},令

𝝁𝐵(𝑥) = (𝜇𝐵
𝑣1
(𝑥), 𝜇𝐵

𝑣2(𝑥), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜇𝐵
𝑣𝑟
(𝑥)),

𝜇𝐵
𝑣𝑖
(𝑥) =

∣∣𝑋𝑣𝑖

∩
𝑆𝐵(𝑥)

∣∣/∣𝑆𝐵(𝑥)∣,

𝐵 ⊆ 𝐶, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑟.
则称𝐵为 IIDS的一个分布约简, 当且仅当对于 ∀𝑥 ∈
𝑈 , 有𝝁𝐵(𝑥) = 𝝁𝐶(𝑥), 且对于 ∀𝐵′ ⊂ 𝐵, 总存在𝑥0 ∈
𝑈 ,使得𝝁𝐵′(𝑥0) ∕= 𝝁𝐶(𝑥0).

显然, 𝜇𝑣𝑖(𝑥)是一种隶属度函数, 其值表示对象

𝑥隶属于决策类𝑋𝑣𝑖(𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑟)的程度. 𝝁𝐵(𝑥) =

(𝜇𝑣1(𝑥), 𝜇𝑣2(𝑥), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜇𝑣𝑟 (𝑥))是𝑈/{𝑑}上的一个概率
分布函数,其中𝜇𝑣1(𝑥) + 𝜇𝑣2(𝑥) + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝜇𝑣𝑟 (𝑥) = 1.

定义 4 令 𝜃𝐵(𝑥) = {𝑋𝑣∣∣𝑋𝑣

∩
𝑆𝐵(𝑥)∣/∣𝑆𝐵(𝑥)∣ >

0, 𝑋𝑣 ∈ 𝑈/{𝑑}}, 则称𝐵 ⊆ 𝐶为 IIDS的一个分配约

简, 当且仅当对于任意𝑥 ∈ 𝑈 , 有 𝜃𝐵(𝑥) = 𝜃𝐶(𝑥), 且

对于任意𝐵′ ⊂ 𝐵, 总存在𝑥0 ∈ 𝑈 , 使得 𝜃𝐵′(𝑥0) ∕=
𝜃𝐶(𝑥0).

定理 2 对于任意𝑥 ∈ 𝑈 , 存在 𝜃𝐵(𝑥) = 𝜃𝐶(𝑥),

当且仅当 ∂𝐵(𝑥) = ∂𝐶(𝑥).

证证证明明明 首先证明 ∂𝐵(𝑥) = ∂𝐶(𝑥).由𝐵 ⊆ 𝐶,易知

∂𝐵(𝑥) ⊇ ∂𝐶(𝑥), 以下只需证明 ∂𝐵(𝑥) ⊆ ∂𝐶(𝑥). 对于

任意 𝑣 ∈ ∂𝐵(𝑥),总存在 𝑦 ∈ 𝑆𝐵(𝑥),使得 𝑣 = 𝑓𝑑(𝑦),这

意味着 𝑦 ∈ 𝑋𝑣. 因此, 𝑦 ∈ 𝑋𝑣

∩
𝑆𝐵(𝑥) ∕= ∅, 从而有

∣𝑋𝑣

∩
𝑆𝐵(𝑥)∣/∣𝑆𝐵(𝑥)∣>0, 即𝑋𝑣 ∈ 𝜃𝐵(𝑥). 因为 𝜃𝐵(𝑥)

= 𝜃𝐶(𝑥), 所以𝑋𝑣 ∈ 𝜃𝐶(𝑥), 且 ∣𝑋𝑣

∩
𝑆𝐶(𝑥)∣/∣𝑆𝐶(𝑥)∣

> 0,这表明𝑋𝑣

∩
𝑆𝐶(𝑥) ∕= ∅. 假设 𝑦′ ∈ 𝑋𝑣

∩
𝑆𝐶(𝑥),

则有 𝑦′ ∈ 𝑆𝐶(𝑥)且 𝑓𝑑(𝑦
′) = 𝑣,这说明 𝑣 ∈ {𝑓𝑑(𝑦)∣𝑦 ∈

𝑆𝐶(𝑥)} = ∂𝐶(𝑥). 进而有 ∂𝐵(𝑥) ⊆ ∂𝐶(𝑥).

下面证明 𝜃𝐵(𝑥) = 𝜃𝐶(𝑥). 由于𝐵 ⊆ 𝐶, 显然有

𝜃𝐵(𝑥) ⊇ 𝜃𝐶(𝑥),以下只需证明 𝜃𝐵(𝑥) ⊆ 𝜃𝐶(𝑥). 对于任

意𝑋𝑣 ∈ 𝜃𝐵(𝑥),有 ∣𝑋𝑣

∩
𝑆𝐵(𝑥)∣/∣𝑆𝐵(𝑥)∣ > 0,这意味

着𝑋𝑣

∩
𝑆𝐵(𝑥) ∕= ∅. 这样,可以假设 𝑧 ∈ 𝑋𝑣

∩
𝑆𝐵(𝑥),

则有 𝑣 = 𝑓𝑑(𝑧) ∈ {𝑓𝑑(𝑦)∣𝑦 ∈ 𝑆𝐵(𝑥)}=∂𝐵(𝑥)=∂𝐶(𝑥),

即 𝑣 ∈ ∂𝐶(𝑥). 这说明,存在 𝑦0 ∈ 𝑆𝐶(𝑥),使得 𝑓𝑑(𝑦0) =

𝑣, 即 𝑦0 ∈ 𝑋𝑣. 因此, 𝑦0 ∈ 𝑋𝑣

∩
𝑆𝐶(𝑥) ∕= ∅, 说明

∣𝑋𝑣

∩
𝑆𝐶(𝑥)∣/∣𝑆𝐶(𝑥)∣ > 0, 即有𝑋𝑣 ∈ 𝜃𝐶(𝑥), 进而有

𝜃𝐵(𝑥) ⊆ 𝜃𝐶(𝑥). 2
由定理 2可以进一步推出下列结论.

定理 2’ 在 IIDS中, 分配约简和广义决策约简

是等价的.

根据定理 2’,分配约简亦可定义如下.

定义 4’ 称𝐵 ⊆ 𝐶为 IIDS的一个分配约简, 当

且仅当对于任意𝑥 ∈ 𝑈, ∂𝐵(𝑥) = ∂𝐶(𝑥)和𝐵′ ⊂ 𝐵,总

存在𝑥0 ∈ 𝑈 ,使得 ∂𝐵′(𝑥0) ∕= ∂𝐶(𝑥0).

定义 5 令

𝛾𝐵(𝑥) =
{
𝑋𝑣

∣∣∣∣𝑋𝑣

∩
𝑆𝐵(𝑥)

∣∣/∣𝑆𝐵(𝑥)∣ =
max

𝑣′∈𝑈/{𝑑}
(∣∣𝑋𝑣′

∩
𝑆𝐵(𝑥)

∣∣/∣𝑆𝐵(𝑥)∣
)}

,

则称𝐵 ⊆ 𝐶为 IIDS的一个最大分布约简, 当且仅当

对于任意𝑥 ∈ 𝑈 , 有𝛾𝐵(𝑥) = 𝛾𝐶(𝑥), 且对于任意𝐵′

⊂ 𝐵,总存在𝑥0 ∈ 𝑈 ,使得 𝛾𝐵′(𝑥0) ∕= 𝛾𝐶(𝑥0).

4 IIDS中中中属属属性性性约约约简简简之之之间间间的的的关关关系系系
定理 3 假设 PR是 IIDS的所有可能约简的集

合, AR是分配约简的集合,则PR ⊆ AR.

证证证明明明 对于任意𝐵 ∈ PR和 𝑣 ∈ ∂𝐵(𝑥)(𝑥 ∈ 𝑈),

总存在 𝑦1 ∈ 𝑆𝐵(𝑥), 使得 𝑣 = 𝑓𝑑(𝑦1). 由于𝐵 ⊆ 𝐶是

IIDS的一个可能分布约简, 由定义 1可知, 𝑆𝐵(𝑥) ⊆
CX𝑣. 于是有 𝑦1 ∈ CX𝑣, 这说明𝑆𝐶(𝑥)

∩
𝑋𝑣 ∕= ∅. 假

设 𝑦2 ∈ 𝑆𝐶(𝑥)
∩

𝑋𝑣, 则 𝑦2 ∈ 𝑆𝐶(𝑥)且 𝑦2 ∈ 𝑋𝑣. 这表

明 𝑣 = 𝑓𝑑(𝑦2) ∈ {𝑓𝑑(𝑦)∣𝑦 ∈ 𝑆𝐶(𝑥)} = ∂𝐶(𝑥), ∂𝐵(𝑥) ⊆
∂𝐶(𝑥). 由于𝐵 ⊆ 𝐶, ∂𝐵(𝑥) ⊇ ∂𝐶(𝑥), 从而 ∂𝐵(𝑥) =

∂𝐶(𝑥).

根据定义 1,对于任意𝐵
′ ⊂ 𝐵,必存在𝑥0 ∈ 𝑈 ,使

得𝑆𝐵′ (𝑥0) ⊈ CX𝑣0 ,其中 𝑣0 = 𝑓𝑑(𝑥0). 这说明存在𝑥1

∈ 𝑆𝐵′(𝑥0),使得𝑥1 ∕∈ CX𝑣0 . 一方面,由𝑥1 ∈ 𝑆𝐵′(𝑥0)

有𝑥0 ∈ 𝑆𝐵′(𝑥1), 从而 𝑣0 = 𝑓𝑑(𝑥0) ∈ 𝑓𝑑(𝑆𝐵′(𝑥1)) =

∂𝐵′(𝑥1), 即 𝑣0 ∈ ∂𝐵′(𝑥1); 另一方面, 由𝑥1 ∕∈ CX𝑣0有

𝑆𝐶(𝑥1)
∩

𝑋𝑣0 = ∅, 这说明 𝑣0 ∕∈ 𝑓𝑑(𝑆𝐶(𝑥1)) =

∂𝐶(𝑥1). 由于 𝑣0 ∈ ∂𝐵′(𝑥1)且 𝑣0 ∕∈ ∂𝐶(𝑥1), ∂𝐵′(𝑥1) ∕=
∂𝐶(𝑥1), 即存在 𝑣0 = 𝑓𝑑(𝑥0)和𝑥1, 使得 ∂𝐵′(𝑥1) ∕=
∂𝐶(𝑥1). 根据定义 4’, 𝐵是 IIDS的一个分配约简,即𝐵
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∈ AR,因此PR ⊆ AR. 2
定理 4 令𝐵 ⊆ 𝐶为 IIDS的一个属性约简, 则

对于任意𝑥 ∈ 𝑈 ,有:

1)𝑆𝐵(𝑥) ⊆ CX𝑣,其中 𝑣 = 𝑓𝑑(𝑥);

2)𝑆𝐵(𝑥) = 𝑆𝐶(𝑥);

3)𝝁𝐵(𝑥) = 𝝁𝐶(𝑥);

4) 𝜃𝐵(𝑥) = 𝜃𝐶(𝑥), ∂𝐵(𝑥) = ∂𝐶(𝑥);

5) 𝛾𝐵(𝑥) = 𝛾𝐶(𝑥).

证证证明明明 仅需证明 3),其他证明与前文类似. 由定

义 2可知,对于任意𝑥 ∈ 𝑈 ,有𝑆𝐵(𝑥) = 𝑆𝐶(𝑥),因此有

𝝁𝐵(𝑥) = (𝜇𝐵
𝑣1(𝑥), 𝜇

𝐵
𝑣2
(𝑥), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜇𝐵

𝑣𝑟
(𝑥)),

𝜇𝐵
𝑣𝑖(𝑥) = ∣𝑋𝑣𝑖

∩
𝑆𝐵(𝑥)∣/∣𝑆𝐵(𝑥)∣ =

∣𝑋𝑣𝑖

∩
𝑆𝐶(𝑥)∣/∣𝑆𝐶(𝑥)∣ = 𝜇𝐶

𝑣𝑖
(𝑥),

𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑟.
这表明𝝁𝐶(𝑥) = 𝝁𝐵(𝑥). 2

定理 4说明, 任意属性约简均是可能约简、分布

约简、分配约简和最大分布约简的一个超集,即每一

个属性约简至少包含一个可能约简、分布约简、分配

约简和最大分布约简,反之不成立. 但属性约简不一

定是可能约简、分布约简、分配约简或最大分布约简,

它只是包含后者而已.

定理 5 假设𝐵 ⊆ 𝐶是 IIDS的一个分布约简,

则存在 IIDS的一个最大分布约简𝐵′,使得𝐵 ⊇ 𝐵′.

证证证明明明 如果 𝛾𝐵(𝑥) = 𝛾𝐶(𝑥), 则容易验证必存在

IIDS的一个最大分布约简𝐵′,使得𝐵 ⊇ 𝐵′. 因此,只

需证明 𝛾𝐵(𝑥) = 𝛾𝐶(𝑥).

因为𝐵是一个分布约简, 𝝁𝐵(𝑥) = 𝝁𝐶(𝑥),即

(𝜇𝐵
𝑣1(𝑥), 𝜇

𝐵
𝑣2
(𝑥), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜇𝐵

𝑣𝑟
(𝑥)) =

(𝜇𝐶
𝑣1(𝑥), 𝜇

𝐶
𝑣2
(𝑥), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜇𝐶

𝑣𝑟
(𝑥)).

所以有

max
𝑣′∈𝑈/{𝑑}

(∣∣𝑋𝑣′
∩

𝑆𝐵(𝑥)
∣∣/∣𝑆𝐵(𝑥)∣

)
=

max
𝑣′∈𝑈/{𝑑}

(∣∣𝑋𝑣′
∩

𝑆𝐶(𝑥)
∣∣/∣𝑆𝐶(𝑥)∣

)
.

对于任意𝑋𝑣 ∈ 𝛾𝐵(𝑥), 必存在𝑋𝑣𝑖 = 𝑋𝑣(𝑖 ∈ {1, 2,
⋅ ⋅ ⋅ , 𝑟}),使得∣∣𝑋𝑣𝑖

∩
𝑆𝐵(𝑥)

∣∣/∣𝑆𝐵(𝑥)∣ =
max

𝑣′∈𝑈/{𝑑}

(∣∣𝑋𝑣′
∩

𝑆𝐵(𝑥)
∣∣/∣𝑆𝐵(𝑥)∣

)
=

max
𝑣′∈𝑈/{𝑑}

(∣∣𝑋𝑣′
∩

𝑆𝐶(𝑥)
∣∣/∣𝑆𝐶(𝑥)∣

)
.

由此可以得到

∣𝑋𝑣𝑖

∩
𝑆𝐶

(
𝑥)
∣∣/∣𝑆𝐶(𝑥)∣ = 𝜇𝐶

𝑣𝑖
(𝑥) =

𝜇𝐵
𝑣𝑖(𝑥) =

∣∣𝑋𝑣𝑖

∩
𝑆𝐵(𝑥)

∣∣/∣𝑆𝐵(𝑥)∣ =

max
𝑣′∈𝑈/{𝑑}

(∣∣𝑋𝑣′
∩

𝑆𝐶(𝑥)
∣∣/∣𝑆𝐶(𝑥)∣

)
. (7)

这表明𝑋𝑣 = 𝑋𝑣𝑖 ∈ 𝛾𝐶(𝑥),从而𝑋𝑣 ∈ 𝛾𝐶(𝑥),于是有

𝛾𝐵(𝑥) ⊆ 𝛾𝐶(𝑥). 类似可证 𝛾𝐵(𝑥) ⊇ 𝛾𝐶(𝑥), 从而有

𝛾𝐵(𝑥) = 𝛾𝐶(𝑥). 2
定理 5说明,每一个分布约简至少包含一个最大

分布约简,反之不成立.

定理 6 设𝐵 ⊆ 𝐶是 IIDS的一个分布约简, 则

必存在 IIDS的一个分配约简𝐵′,使得𝐵 ⊇ 𝐵′.

证证证明明明 类似于定理 5的证明, 只需证明 𝜃𝐵(𝑥) =

𝜃𝐶(𝑥).

对于任意𝑋𝑣𝑖 ∈ 𝜃𝐵(𝑥),由分配约简的定义可知,

∣𝑋𝑣′
∩

𝑆𝐵(𝑥)∣/∣𝑆𝐵(𝑥)∣ > 0. 由于𝐵是一个分布约简,

有𝝁𝐵(𝑥) = 𝝁𝐶(𝑥). 于是有∣∣𝑋𝑣′
∩

𝑆𝐶(𝑥)
∣∣/∣𝑆𝐶(𝑥)∣ = 𝜇𝐶

𝑣𝑖
(𝑥) = 𝜇𝐵

𝑣𝑖
(𝑥) =∣∣𝑋𝑣′

∩
𝑆𝐵(𝑥)

∣∣/∣𝑆𝐵(𝑥)∣ > 0.

这说明𝑋𝑣𝑖 ∈ 𝜃𝐶(𝑥), 从而有 𝜃𝐵(𝑥) ⊇ 𝜃𝐶(𝑥). 用

类似方法可以证明 𝜃𝐵(𝑥) ⊆ 𝜃𝐶(𝑥), 进而有 𝜃𝐵(𝑥) =

𝜃𝐶(𝑥). 2
由定理 6可以发现,分配约简类似于最大分布约

简, 它们都是相关分布约简的子集, 但实际上最大分

布约简与分配约简之间不存在包含关系.

综上所述, 定理 1∼定理 6说明了各个约简之间

的关系,可以用图 1表示. 图 1表明: 1)分配约简与广

义决策约简是等价的; 2)所有其他约简必为某一个属

性约简的子集; 3)任意一个最大分布约简和分配约简

必为相应分布约简的子集; 4)所有可能约简的集合是

所有分配约简集合的一个子集, 即可能约简必定是

分配约简. 图 1中各箭头符号的意义如下: A⇔B表示

A和B等价; A⇒B表示 {A}⊆{B}; B→ A表示A⊇B.

!" 2’

!" 5

!" 6

!" 3

!" 4

#$%
&'(

)*+,'(

+,'(

+-'(

./'(

01'(

图 1 各种约简之间的关系

5 实实实例例例分分分析析析

考虑不完备决策系统
(
𝑈,𝐶

∪{𝑑}), 如表 1所示.

其中: 𝑈 = {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 6}; 𝐶 = {𝑃,𝑀, 𝑆,𝑋} = {Price,
Mileage,Size,Max-speed}; {𝑑}={Acceleration}. 分别

计算𝑆𝐶(𝑥)和 ∂𝐶(𝑥), 结果如表 2所示. 由表 2可见,

∣∂𝐶(4)∣ = ∣∂𝐶(5)∣ = ∣∂𝐶(6)∣ = 2 > 1,因此该系统是一

个 IIDS.



第 6期 蒙祖强等: 不一致不完备决策系统中属性约简的比较研究 871

表 1 不一致不完备决策系统

𝑈 𝑃 𝑀 𝑆 𝑀 𝑑

1 high high full Low good

2 low * full Low good

3 * * compact high poor

4 low * full high good

5 * * full high excel

6 low high full * good

表 2 SC(x)和𝝏C(x)的值

𝑥 𝑆𝐶(𝑥) ∂𝐶(𝑥)

1 {1} {good}
2 {2, 6} {good}
3 {3} {poor}
4 {4, 5, 6} {good, excel}
5 {4, 5, 6} {good, excel}
6 {2, 4, 5, 6} {good, excel}

5.1 计计计算算算属属属性性性约约约简简简

对于表 1所示的 IIDS = (𝑈,𝐶
∪{𝑑}), 分别计算

𝑆{𝑃}(𝑥), 𝑆{𝑆}(𝑥), 𝑆{𝑋}(𝑥), 𝑆{𝑃,𝑆}(𝑥), 𝑆{𝑃,𝑋}(𝑥),

𝑆{𝑆,𝑋}(𝑥)和𝑆{𝑃,𝑆,𝑋}(𝑥). 可以发现,对于任意𝑥 ∈ 𝑈 ,

有𝑆{𝑃,𝑆,𝑋}(𝑥) = 𝑆𝐶(𝑥), 而对于所有𝐵 ⊂ {𝑃, 𝑆,𝑋},

均存在𝑥0 ∈ 𝑈 , 使得𝑆𝐵(𝑥) ∕= 𝑆𝐶(𝑥), 这说明 {𝑃, 𝑆,
𝑋}是 IIDS的属性约简.

5.2 计计计算算算可可可能能能约约约简简简

经计算可得𝑋good = {1, 2, 4, 6}, 𝑋poor = {3},
𝑋excel = {5}. 由表 2可知, CXgood = {1, 2, 4, 5, 6},
CXpoor = {3},CXexcel = {4, 5, 6}. 𝑆{𝑆,𝑋}(𝑥), 𝑆{𝑆}(𝑥)

和𝑆{𝑋}(𝑥)的计算结果如表 3所示. 由表 3可见,对于

所有𝑥 ∈ 𝑈 ,有𝑆{𝑆,𝑋}(𝑥) ⊆ CX𝑓𝑑(𝑥). 但𝑆{𝑆}(5)不属

于CX𝑓𝑑(5), 𝑆{𝑋}(𝑦)不属于CX𝑓𝑑(𝑦)(𝑦 = 3, 4, 5, 6). 由

定义 1可知, {𝑆,𝑋}是此 IIDS的可能约简.

表 3 S{S,X}(x), S{S}(x)和 S{X}(x)的值

𝑥 𝑆{𝑆,𝑋}(𝑥) 𝑆{𝑆}(𝑥) 𝑆{𝑋}(𝑥) CX𝑓𝑑(𝑥)

1 {1, 2, 6} {1, 2, 4, 5, 6} {1, 2, 6} {1, 2, 4, 5, 6}
2 {1, 2, 6} {1, 2, 4, 5, 6} {1, 2, 6} {1, 2, 4, 5, 6}
3 {3} {3} {3, 4, 5, 6} {3}
4 {4, 5, 6} {1, 2, 4, 5, 6} {3, 4, 5, 6} {1, 2, 4, 5, 6}
5 {4, 5, 6} {1, 2, 4, 5, 6} {3, 4, 5, 6} {4, 5, 6}
6 {1, 2, 4, 5, 6} {1, 2, 4, 5, 6} {1, 2, 3, 4, 5, 6} {1, 2, 4, 5, 6}

经过类似计算可以发现, 其他属性子集 (如 {𝑃,
𝑋})均不是此 IIDS的可能约简.

5.3 计计计算算算分分分布布布约约约简简简

容易观察到, 𝑈/{𝑑} = {𝑋good, 𝑋poor, 𝑋excel}. 其

中: 𝑋good = {1, 2, 4, 6}, 𝑋poor = {3}, 𝑋excel = {5}. 利

用表 2可以计算所有的𝝁𝐶(𝑥), 进而可以计算 𝜃𝐶(𝑥)

和 𝛾𝐶(𝑥),结果如表 4所示. 对于任意𝑥 ∈ 𝑈 ,有

𝝁{𝑆,𝑋}(𝑥) = 𝝁𝐶(𝑥);

𝝁{𝑆}(𝑥) = (4/5, 0, 1/5), 𝑥 = 1, 2, 4, 5, 6;

𝝁{𝑆}(3) = (0, 1, 0); 𝝁{𝑋}(1) = 𝝁{𝑋}(2) = (1, 0, 0);

𝝁{𝑋}(3) = 𝝁{𝑋}(4) = 𝝁{𝑋}(5) = (2/4, 1/4, 1/4);

𝝁{𝑋}(6) = (4/6, 1/6, 1/6).

表 4 𝝁C(x),𝝏C(x),𝜽C(x)和𝜸C(x)的值

𝑥 𝝁𝐶(𝑥) ∂𝐶(𝑥) 𝜃𝐶(𝑥) 𝛾𝐶(𝑥)

1 (1, 0, 0) good {𝑋good} {𝑋good}
2 (1, 0, 0) good {𝑋good} {𝑋good}
3 (0, 1, 0) poor {𝑋poor} {𝑋poor}
4 (2/3, 0, 1/3) good,excel {𝑋good, 𝑋excel} {𝑋good}
5 (2/3, 0, 1/3) good,excel {𝑋good, 𝑋excel} {𝑋good}
6 (3/4, 0, 1/4) good,excel {𝑋good, 𝑋excel} {𝑋good}

与表 4中的数据比较并根据定义 3可以发现,

{𝑆,𝑋}是 IIDS的分布约简.

5.4 计计计算算算分分分配配配约约约简简简

对于任意𝑥 ∈ 𝑈 , 分别计算𝑆{𝑃}(𝑥), 𝑆{𝑆}(𝑥),

𝑆{𝑋}(𝑥), 𝑆{𝑃,𝑆}(𝑥), 𝑆{𝑃,𝑋}(𝑥)和𝑆{𝑆,𝑋}(𝑥), 并利用

表 2可以求出所有的 𝜃𝐵(𝑥). 由 𝜃𝐵(𝑥)的值并根据定

义 4可知, {𝑆,𝑋}是分配约简, 类似地可以计算出其

他属性子集均不是分配约简.

5.5 计计计算算算最最最大大大分分分布布布约约约简简简

利用已有的𝑆𝐵(𝑥)计算𝛾𝐵(𝑥), 结果如表 5所示.

由表 5并根据定义 5可知, {𝑆}是最大分布约简.

表 5 𝜸𝑩(𝒙)的值 (𝑩 ⊆ 𝑪)

𝑥 𝛾𝐶(𝑥) 𝛾{𝑆,𝑋}(𝑥) 𝛾{𝑆}(𝑥) 𝛾{𝑋}(𝑥)

1 {𝑋good} {𝑋good} {𝑋good} {𝑋good}
2 {𝑋good} {𝑋good} {𝑋good} {𝑋good}
3 {𝑋poor} {𝑋poor} {𝑋poor} {𝑋good}
4 {𝑋good} {𝑋good} {𝑋good} {𝑋good}
5 {𝑋good} {𝑋good} {𝑋good} {𝑋good}
6 {𝑋good} {𝑋good} {𝑋good} {𝑋good}

5.6 计计计算算算广广广义义义决决决策策策约约约简简简

类似地,利用𝑆𝐵(𝑥)计算 ∂𝐵(𝑥),由 ∂𝐵(𝑥)的值并

根据文献 [6]可知, {𝑆,𝑋}是广义决策约简.

由上述计算结果可以发现, 属性约简 {𝑃, 𝑆,𝑋}
是所有其他约简的超集,分配约简 {𝑆,𝑋}与广义决策
约简 {𝑆,𝑋}是相等的,最大分布约简 {𝑆}和分配约简
{𝑆,𝑋}均包含于分布约简 {𝑆,𝑋}, 可能约简集合 {𝑆,
𝑋}确实是分配约简集合 {{𝑆,𝑋}}的子集. 以上结果

与图 1所示的结论一致,这表明本文结论是有效的.

6 结结结 论论论

IIDS对于复杂数据具有较强的数据建模和表示

能力, 使其在当今复杂的数据环境下具有重要的实
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际应用价值. 本文将不一致完备决策系统中的约简

概念拓展到 IIDS中,并作适当的补充,从而成功定义

了 IIDS中约简的概念,并找到它们之间的关联. 结论

如下: 1)分配约简与广义决策约简是等价的; 2)所有

其他约简必为某一个属性约简的子集; 3)任意一个

最大分布约简和分配约简必为相应分布约简的子集;

4)可能约简必定是分配约简.

下一步的工作将充分利用这些约简之间的关系

研究 IIDS中约简的相关理论, 提出面向海量数据的

各种约简的高效计算方法,并将其应用于解决实际问

题.
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