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摘 要: 针对一类状态不可测的单输入单输出非线性不确定系统, 提出了一种基于最小二乘支持向量机 (LS-

SVM)的直接自适应𝐻∞输出反馈控制方法. 该方法首先设计一种误差观测器,间接地估计出系统的状态; 然后利

用LS-SVM构造自适应控制器,并给出了LS-SVM权向量和偏移值的在线学习规则.通过引入𝐻∞控制器减弱外部

干扰及LS-SVM近似误差对输出误差的影响,利用李亚普诺夫理论证明了整个闭环系统的稳定性. 仿真研究表明了

该控制方案的可行性和有效性.
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Abstract: This paper presents a design scheme of least squares support vector machines (LS-SVM) based direct adaptive

𝐻∞ output feedback control for a class of nonlinear uncertain systems whose state variables are not available. Firstly, a

class of error observer is designed to estimate the system states indirectly. Then the adaptive outout feedback controller is

constructed by using LS-SVM, and an on-line learning rule for the weigh vector and bias is derived. 𝐻∞ control is used to

attentuate the effect on the tracking error caused by LS-SVM approximation errors and external disturbance. Lyapunov theory

is used to prove the stability of the close-loop system. Finally, numerical simulations show the feasibility and effectiveness

of the proposed method.
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1 引引引 言言言

最小二乘支持向量机 (LS-SVM)是近年来机器

学习领域的重要成果之一, 其训练过程遵循结构风

险最小化原则, 结构参数在训练过程中根据样本数

据自动确定, 不易发生过拟合现象.它将支持向量机

(SVM)的学习问题转化为求解线性方程组问题, 不

存在局部极小值问题. 因此, LS-SVM在非线性系统

的建模和控制中得到了较多成功的应用[1-7]. 在许多

实际系统中, 状态变量往往不能或难以全部测量, 因

此,基于观测器的控制十分重要[8-9]. 外部干扰会导致

控制系统性能下降, 甚至出现不稳定, 𝐻∞控制是解

决这一问题的有力工具[9-12]. 文献 [9-10]研究了基于

模糊系统的非线性系统自适应𝐻∞控制,文献 [11-12]

研究了基于神经网络的非线性系统自适应𝐻∞控制.

但是,模糊系统和神经网络应用中一个有待解决的重

要问题是算法复杂、学习速度过慢. 此外,基于经验风

险最小化准则的神经网络学习方法存在泛化能力较

差、局部最小值、过学习等问题. 而基于结构风险最

小化准则基本思想的LS-SVM解决了模糊系统和神

经网络存在的上述问题.
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本文针对一类状态不可测的非线性系统, 利用

LS-SVM非线性函数逼近方法和𝐻∞控制理论,提出

一种基于观测器的直接自适应输出反馈控制方法.

该方法首先设计一个误差观测器, 间接地估计出系

统的状态; 然后利用LS-SVM构建自适应控制器, 将

LS-SVM逼近误差和外界干扰作为复合干扰来处理.

所设计的控制器不仅能够保证闭环系统渐近稳定,而

且通过引入𝐻∞控制使跟踪误差满足给定的性能指

标.对非线性不确定系统的仿真研究表明了该方法的

有效性和可行性.

2 问问问题题题描描描述述述

考虑如下非线性系统:

𝑥(𝑛) = 𝑓(𝑥, �̇�, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(𝑛−1)) + 𝑏𝑢+ 𝑑,

𝑦 = 𝑥. (1)

其中: 𝑓为未知的连续函数, 𝑏 > 0为未知常数, 𝑑为

外界干扰, 𝑢 ∈ 𝑅和 𝑦 ∈ 𝑅分别为系统的输入和输出.

设 x = (𝑥, �̇�, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(𝑛−1))T ∈ 𝑅𝑛为系统的状态向量,

并假设它不是完全可测的. 系统 (1)等价于

ẋ = Ax + B(𝑓(x) + 𝑏𝑢+ 𝑑),

𝑦 = CTx. (2)

其中

A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0

0 0 1 ⋅ ⋅ ⋅ 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 ⋅ ⋅ ⋅ 1

0 0 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, B =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

0
...

0

1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, C =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1

0
...

0

0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

假设 𝑦𝑚是有界的参考信号,具有 1∼ 𝑛 − 1阶导

数,定义跟踪误差 𝑒 = 𝑦𝑚 − 𝑦, x̂是 x的估计.引入记号

y𝑚 = [𝑦𝑚, �̇�𝑚, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑦(𝑛−1)
𝑚 ]T,

e = y𝑚 − x = [𝑒, �̇�, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑒(𝑛−1)]T,

ê = y𝑚 − x̂ = [𝑒, ˙̂𝑒, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑒(𝑛−1)]T,

ẽ = e − ê.

控制目标是在系统状态不可测的条件下, 利用

𝑒 = 𝑦𝑚 − 𝑦和状态的估计 x̂设计基于LS-SVM的直接

自适应𝐻∞输出反馈控制,使得满足下列条件:

1)闭环系统中所涉及的变量有界.

2)对于给定的抑制水平 𝜌 > 0,存在w 𝑇

0
ETQE ⩽

ET(0)PE(0) +
1

𝜂
W̃

T
(0)W̃(0) + 𝜌2

w 𝑇

0
𝜔2d𝑡. (3)

其中: 𝑇 ∈ [0,∞), 𝜔 ∈ 𝐿2[0, 𝑇 ]是外界干扰及LS-SVM

近似误差组成的复合干扰; Q = QT ⩾ 0, P = PT ⩾
0; W是LS-SVM的参数向量, W̃是参数的误差向量,

ET = [êT, ẽT].

3 基基基于于于LS-SVM的的的自自自适适适应应应H∞输输输出出出反反反馈馈馈
控控控制制制器器器设设设计计计与与与稳稳稳定定定性性性分分分析析析

3.1 LS-SVM简简简介介介

Suykens[1]提出的LS-SVM是通过将最小二乘线

性系统引入支持向量机,代替传统的支持向量采用二

次规划方法解决分类和函数估计问题.用于函数估计

的LS-SVM算法推导如下:

设样本为𝑛维向量, 则𝑁个样本组成的样本集

表示为𝐷 = {(x𝑘, 𝑦𝑘)∣𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁}. 其中: x𝑘 ∈
𝑅𝑛为输入数据, 𝑦𝑘 ∈ 𝑅为输出数据. 在权w空间中的
函数估计问题描述如下:

min 𝐽(w, e) =
1

2
wTw +

1

2
𝛾

𝑁∑
𝑘=1

𝑒2𝑘;

s.t. 𝑦𝑘 = wT𝜙(x𝑘) + 𝑏+ 𝑒𝑘, 𝑘 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁. (4)

其中: 𝐽为优化目标函数, 𝜙(⋅) : 𝑅𝑛 → 𝑅𝑛ℎ为核空间

映射函数, w ∈ 𝑅𝑛ℎ为权矢量, 𝑒𝑘 ∈ 𝑅为不敏感损失

函数的松弛因子, 𝑏 ∈ 𝑅为偏移量, 𝛾 ∈ 𝑅为正则化参

数. 根据式 (4),可定义拉格朗日函数为

𝐿(w, 𝑏, e;𝛼) =

𝐽(w, e)−
𝑁∑

𝑘=1

𝛼𝑘{wT𝜙(x𝑘) + 𝑏+ 𝑒𝑘 − 𝑦𝑘}, (5)

其中拉格朗日乘子𝛼𝑘 ∈ 𝑅. 通过𝐿对w, 𝑏, 𝑒𝑘和𝛼𝑘求

偏导数等于零,可得

w =

𝑁∑
𝑘=1

𝛼𝑘𝜙(𝑥𝑘), (6)

𝛼𝑘 = 𝛾𝑒𝑘, (7)
𝑁∑

𝑘=1

𝛼𝑘 = 0, (8)

wT𝜙(x𝑘) + 𝑏+ 𝑒𝑘 − 𝑦𝑘 = 0. (9)

消除变量w和 𝑒𝑘,可得此优化问题的解析解为[
𝑏

𝛼

]
=

[
0 1T

1 Ω + 𝛾−1I

]−1 [
0

𝑦

]
. (10)

其中: y = [𝑦1, 𝑦2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑦𝑁 ]T ∈ 𝑅𝑁 ; 1 = [1, 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 1]T ∈
𝑅𝑁 ; 𝛼 = [𝛼1, 𝛼2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝛼𝑁 ]T ∈ 𝑅𝑁 ; I ∈ 𝑅𝑁×𝑁为单位

矩阵; Ω ∈ 𝑅𝑁×𝑁为方阵,其第 𝑘行第 𝑙列的元素为

Ω𝑘𝑙 = 𝐾(x𝑘, x𝑙) = 𝜙(x𝑘)
T𝜙(x𝑙), ∀𝑘, 𝑙 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 ;

𝐾(⋅, ⋅)为核函数,是满足Mercer[13]条件的任意对称函

数. 常用的核函数有: 线性核函数𝐾(x𝑘, x𝑙) = x𝑘x𝑙;

多项式核函数𝐾(x𝑘, x𝑙) = (x𝑘x𝑙 + 1)𝑑;高斯径向基核

函数 (RBF)𝐾(x𝑘, x𝑙) = exp(−∥x𝑘 − x𝑙∥2/2𝜎2). 其中:

𝑑为多项式的阶次, 𝜎为核宽度.本文综合考虑逼近精

度和计算效率,选取高斯RBF核函数.

通过式 (9)求解𝛼和 𝑏, 进一步求出w. LS-SVM

的函数估计为
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𝑦(𝑥) =

𝑁∑
𝑘=1

𝛼𝑘𝐾(x, x𝑘) + 𝑏. (11)

为了提高函数的逼近性能,可以采用交叉验证方

法调整正则化参数 𝛾和核参数𝜎.

3.2 基基基于于于LS-SVM的的的自自自适适适应应应H∞输输输出出出反反反馈馈馈控控控制制制

如果系统的状态变量 x不可测, 则设计基于LS-

SVM的直接自适应控制器为

𝑢 = �̂�(x̂∣W)− 𝑢𝑎 − 𝑢𝑠. (12)

其中: 𝑢𝑎为𝐻∞鲁棒控制项; 𝑢𝑠为跟踪误差估计反馈

控制; �̂�(x̂∣W) = WT𝛽(x̂)是LS-SVM系统, 用来近似

如下基于观测器的控制器:

𝑢∗(x) =
1

𝑏
[−𝑓(x) + 𝑦(𝑛)𝑚 + KT

𝑐 ê], (13)

KT
𝑐 = [𝑘𝑐𝑛, 𝑘

𝑐
𝑛−1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑘𝑐1]是反馈增益.因为 (A,B)是可

控的,可以选择K𝑐使得A − BKT
𝑐 是稳定的矩阵.

将式 (12)代入 (1),得到

𝑥(𝑛) =

𝑓(x) + 𝑏[�̂�(x̂∣W)− 𝑢𝑎 − 𝑢𝑠]− 𝑏𝑢∗ + 𝑏𝑢∗ + 𝑑 =

𝑦(𝑛)𝑚 + KT
𝑐 ê − 𝑏𝑢𝑎 − 𝑏𝑢𝑠 + 𝑏(�̂�(x̂∣W)− 𝑢∗(x)) + 𝑑.

(14)

将式 (14)写成状态空间形式为

ė = Ae − BKT
𝑐 ê + B𝑏[𝑢𝑎 + 𝑢𝑠 + 𝑢∗(x)− �̂�(x̂∣W)]− B𝑑,

𝑒 = CTe. (15)

设计跟踪误差的观测器为

˙̂e = Aê − BKT
𝑐 ê + K0(𝑒− 𝑒), 𝑒 = CTê, (16)

其中KT
0 = [𝑘01, 𝑘

0
2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑘0𝑛]是观测器增益矩阵. 由于

(C,A)是可观测的, 可以选择K0使得A − K0CT是稳

定的矩阵.

由式 (15)和 (16),得到

˙̃e = (A − K0CT)ẽ + B𝑏[𝑢𝑎 + 𝑢𝑠 + 𝑢∗(x)−
�̂�(x̂∣W)]− B𝑑,

𝑒 = CTẽ. (17)

用于近似未知非线性函数的自适应LS-SVM的

结构如图 1所示. 图 1中, x = [𝑥, �̇�, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥(𝑛−1)]T为输

入向量. 隐含层的节点数为𝑁 + 1, 其中第 1个节点

定义为隐含层的偏差,由式 (10)可知其值为 1. x𝑖(𝑖 =

1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁)为支持向量, 𝑤𝑗(1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁,𝑁 + 1)为隐

含层至输出层的权值, 𝑤1 = 𝑏, 𝑤𝑗 = 𝛼𝑗−1(𝑗 = 2, 3,

⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁,𝑁 + 1). LS-SVM的输入输出关系为

𝑦(x∣W) = WT𝛽(x). (18)

其中

W = [𝑤1 𝑤2 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑤𝑁+1]
T,

𝛽(x) = [1,𝐾(x1, x), ⋅ ⋅ ⋅ ,𝐾(x𝑁 , x)]T.

w1

w2

wN+1

y x W( )|

x
( -1)n

x

x
.

K x x( , )N

K x x( , )1

1

Σ

..
. ..
.

图 1 最小二乘支持向量机结构

设计任务是寻找控制器 �̂�(x̂∣W), 𝑢𝑎, 𝑢𝑠和自适应

律W,以实现控制目标 (3). 首先定义参数向量W的最
优参数为

W∗ = arg min
W∈Ω

{
sup

x∈𝑈1,x̂∈𝑈2

∣𝑢∗(x)− 𝑢(x̂∣W)∣
}
, (19)

其中𝑈1, 𝑈2和Ω是有界闭集,具体定义为

𝑈1 = {x ∈ 𝑅𝑛 : ∥x∥ ⩽ 𝑀1},
𝑈2 = {x ∈ 𝑅𝑛 : ∥x∥ ⩽ 𝑀2},
Ω = {W ∈ 𝑅𝑁+1 : ∥W∥ ⩽ 𝑀},

𝑀1,𝑀2和𝑀是给定的设计参数.

定义最小近似误差

𝜔1 = 𝑢∗(x)− �̂�(x̂∣W∗). (20)

将 �̂�(x̂∣W) = WT𝛽(x̂)代入式 (17)得到

˙̃e = (A − K0CT)ẽ + B𝑏[W̃
T
𝛽(x̂) + 𝑢𝑎 + 𝑢𝑠 + 𝜔],

𝑒 = CTẽ. (21)

其中: 𝜔 = 𝜔1 − 𝑑/𝑏, W̃ = W∗ − W.

假设 1 P1和P2是满足如下矩阵方程的正定解:

(A − BKT
𝑐 )

TP1 + P1(A − BKT
𝑐 ) = −Q1, (22)

(A − K0CT)TP2 + P2(A − K0CT)−

P2B
(2
𝑟
− 1

𝜌2

)
BTP2 = −𝑏Q2,

P2B = C. (23)

其中: Q1和Q2是预先给定的半正定矩阵, 𝑟 ⩽ 2𝜌2.

由于 (A,B)是可控的, (C,A)是可观测的, 可以选

择反馈增益向量K𝑐和观测器增益向量K0满足A −
BKT

𝑐 , A − K0CT的特征多项式的根在左半平面,根据

Lyapunov稳定性定理, 可以确定一定存在正定矩阵

P1,P2,Q1,Q2满足式 (22)和 (23).

注意到 ẽTPB = CTẽ = 𝑒, 𝑒 = 𝑦𝑚 − 𝑦 − 𝑒是可以

利用的, 所以, 设计𝑢𝑎, 𝑢𝑠和参数向量W的自适应律
分别为

𝑢𝑎 = −1

𝑟
BTP2ẽ = −1

𝑟
𝑒, (24)

𝑢𝑠 = −KT
0 P1ê, (25)

Ẇ = 𝜂ẽTP2B𝛽(x̂) = 𝜂ẽ𝛽(x̂), (26)

其中 𝜂 > 0为学习律.

定理 1 对于非线性系统 (1), 假设
w ∞
0

∣𝜔∣2d𝑡 <

∞, 如果采用基于LS-SVM的自适应控制器 (12), 𝑢𝑎

取为式 (24), 𝑢𝑠取为式 (25), 参数向量W自适应律取
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为式 (26),则整个自适应𝐻∞输出反馈控制方案具有

下列性质:

1) x̂, x, ê, e,u ∈ 𝐿∞, lim
𝑡→∞

ê = 0, lim
𝑡→∞

ẽ = 0.

2)对于预先给定的抑制水平 𝜌,能够取得𝐻∞跟

踪性能 (3).

证证证明明明 选取Lyapunov函数为

𝑉 =
1

2
êTP1ê +

1

2𝑏
ẽTP2ẽ +

1

2𝜂
W̃

T
W̃. (27)

求𝑉 对时间的导数, 并由式 (16), (21)和 ˙̃W = −Ẇ得
到

�̇� =
1

2
êT[(A − BKT

𝑐 )
TP1 + P1(A − BKT

𝑐 )]+

êTP1K0CTẽ +
1

2𝑏
ẽT[(A − K0CT)TP2+

P2(A − K0CT)]ẽ + ẽTP2B𝑢𝑎 + ẽTP2B𝜔+

ẽTP2BW̃
T
𝛽(x̂) + ẽTP2B𝑢𝑠 − 1

𝜂
Ẇ

T
W̃. (28)

将𝑢𝑎, 𝑢𝑠和式 (26)代入 (28)得到

�̇� ⩽ 1

2
êT[(A − BKT

𝑐 )
TP1 + P1(A − BKT

𝑐 )]ê+

1

2𝑏
ẽT

[
(A − K0CT)TP2 + P2(A − K0CT)−

2

𝑟
P2BBTP2

]
ẽ + ẽTP2B𝜔. (29)

根据式 (22)和 (23)得到

�̇� ⩽ 1

2
êT[(A − BKT

𝑐 )
TP1 + P1(A − BKT

𝑐 )]ê+

1

2
ẽT

[
AP2 + P2AT − 2

𝑟
P2BBTP2

]
ẽ + ẽTP2B𝜔 ⩽

− 1

2
êTQ1ê −−1

2
ẽTQ2ẽ − 1

2𝜌2
ẽTP2BBTP2ẽ+

1

2
(𝜔TBTPẽ + 𝑒TP2BT𝜔) ⩽

− 1

2
êTQ1ê − 1

2
ẽTQ2ẽ +

1

2
𝜌2𝜔2−

1

2

(1
𝜌

BTP2ẽ − 𝜌𝜔
)T(1

𝜌
BTP2ẽ − 𝜌𝜔

)
⩽

− 1

2
êTQ1ê − 1

2𝑏
ẽTQ2ẽ +

1

2
𝜌2𝜔2. (30)

记Q = diag[Q1,Q2], ET = [êT, ẽT],则式 (29)变为

�̇� ⩽ −1

2
ETQE +

1

2
𝜌2𝜔2. (31)

因为𝜔 ∈ 𝐿2, 与文献 [14]证明类似, 能够推出 x̂, x, ê,
e,u ∈ 𝐿∞,且有 lim

𝑡→∞
ê = 0, lim

𝑡→∞
ẽ = 0.

对式 (31)从 𝑡 = 0到 𝑡 = 𝑇 积分得到

𝑉 (𝑇 )− 𝑉 (0) ⩽ −1

2

w 𝑇

0
ETQEd𝑡+

1

2
𝜌2

w 𝑇

0
𝜔2d𝑡.

(32)

记P = diag(P1,P2),由于𝑉 (𝑇 ) > 0,式 (32)意味着w 𝑇

0
ETQEd𝑡 ⩽

ET(0)PE(0) +
1

𝜂
W̃

T
(0)W̃(0) + 𝜌2

w 𝑇

0
𝜔2d𝑡. (33)

因此,跟踪误差取得𝐻∞跟踪性能 (3). 2

4 仿仿仿真真真研研研究究究

本文分别采用LS-SVM和神经网络来构造自适

应控制器,研究非线性对象的控制效果.

算例 1 考虑如下非线性系统:

�̇�1 = 𝑥2,

�̇�2 = −0.1𝑥2 − 𝑥3
1 + 12 cos 𝑡+ 𝑢+ 𝑑,

𝑦 = 𝑥1. (34)

其中: 𝑓 = −0.1𝑥2−𝑥3
1+12 cos 𝑡, 𝑏 = 1, 𝑑是振幅为±1

周期为π的方波.给定参考信号为 𝑦𝑚(𝑡) = sin 𝑡. 设初

始条件为𝑥1(0) = 𝑥2(0) = 2, �̂�1(0) = �̂�2(0) = 0. 给定

正定矩阵Q1 = Q2 = diag(10, 10). 选择反馈和观测器

增益矩阵为KT
𝑐 = [100 10], KT

0 = [40 700]. 解矩阵方

程 (22)和 (23),得到正定矩阵 P1和P2.

采用LS-SVM和神经网络分别构造自适应控制

器. 神经网络采用 3-5-1结构. 两种方法的仿真结果如

图 2和图 3所示.
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图 2 系统输出曲线 (算例 1)

0 10 20 30 40

t/s

-50

-30

-10

10

30

'
(

LS-SVM!"
#$%&!"

图 3 控制量曲线 (算例 1)

算例 2 考虑如下非线性系统:

�̇�1 = 𝑥2,

�̇�2 = −10 sin𝑥1 − 𝑥2 + 12 cos 𝑡+ 𝑢+ 𝑑,

𝑦 = 𝑥1. (35)

其中: 𝑓 = −10 sin𝑥1 − 𝑥2 +12 cos 𝑡, 𝑑是振幅为±1周

期为π的方波.给定参考信号为 𝑦𝑚(𝑡) = sin 𝑡.

系统的初始条件和所有参数选择同算例 1. 仿真

结果如图 4和图 5所示. 从仿真结果可知, 本文采用

的输出反馈自适应控制方法控制效果良好.同时, 对

比LS-SVM方法和神经网络方法的仿真结果可知,前

者的控制精度更高.
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图 4 系统输出曲线 (算例 2)
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图 5 控制量曲线 (算例 2)

5 结结结 论论论

本文针对一类状态不可测的单输入单输出非线

性不确定系统,提出了一种基于LS-SVM和观测器的

直接自适应𝐻∞输出反馈控制方法. 该算法通过设计

误差观测器来间接地估计系统的状态,利用观测的状

态和LS-SVM来构造自适应输出反馈控制器. 通过引

入𝐻∞控制使跟踪误差满足给定的性能指标,并证明

了所提出的自适应控制方法可以保证闭环控制系统

稳定. 仿真结果表明了该方法的有效性.
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