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摘 要: 基于非光滑的类二次型Lyapunov函数,对二阶滑模 Super-twisting算法的有限时间收敛性进行了分析.当系

统受常值干扰时,通过Lyapunov方程证明了该算法有限时间收敛,并给出了收敛时间的最优估计;当系统受时变干

扰时,通过求解代数Riccati方程得出了一组保证该算法有限时间收敛的参数取值范围,并给出了收敛时间的估计值.

仿真算例表明了理论分析的正确性.
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Abstract: The finite time convergence of the second order sliding Super-twisting algorithm is analyzed by using a non-

smooth quadratic-like Lyapunov function. For the constant disturbance, the finite time convergence is proved through

Lyapunov equation, and the optimal estimation of the convergence time is presented. For the time varying disturbance,

the finite time convergence of Super-twisting is guaranteed when the parameters satisfy the algebraic Riccati equation, and

the estimation of the convergence time is provided. Finally, simulation results show the correction of the theoretical analysis.
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1 引引引 言言言

为了克服传统滑模控制中的“抖振”问题和相对

阶的限制[1-2],文献 [3]提出了高阶滑模 (HOSM)的思

想. [4]系统地提出了二阶滑模算法 (SOSM), 并给出

了控制精度的估计. [5]提出了基于有限时间收敛

Super-twisting算法的二阶滑模微分器, 极大地促进

了HOSM数学理论和应用的发展. 在 [5-6]中, Super-

twisting算法的有限时间收敛证明是基于系统轨迹在

相平面中的几何特性展开的,并不能给出收敛时间的

估计. [7-8]采用齐次性分析证明了 Super-twisting算

法有限时间收敛, 与基于系统轨迹几何特性的方

法相比更简单, 但同样不能给出收敛时间的估计.

[9]采用Zubov方法和特征方法, 构造性地给出了保

证Super-twisting算法有限时间有限收敛的一个全局

Lyapunov函数,但计算过程复杂. [10-11]提出了一个

类二次型的Lyapunov函数, 使得对收敛时间的估计

变得简单.

本文在文献 [10-11]提出的一种类二次型

Lyapunov函数的基础上,分别分析了系统受常值干扰

和时变干扰两种情形: 当系统受常值干扰时, 基于

Lyapunov方程给出了 Super-twisting收敛时间的最优

估计;当系统受时变干扰时,通过求解代数Riccati方

程给出一组保证 Super-twisting算法有限时间收敛的

参数取值范围,同时给出了收敛时间的估计.仿真结

果表明了本文分析的有效性.

2 问问问题题题描描描述述述

考虑如下受控系统:

�̇� = 𝑢(𝑡) + 𝜑(𝑡). (1)

其中: 𝑥 ∈ 𝑅为状态量; 𝜑(𝑡)为未知干扰; 𝑢为“Super-

twisting”控制律[12],且有

𝑢(𝑡) = 𝑢1(𝑡) + 𝑢2(𝑡),
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𝑢1(𝑡) = −𝑘1∣𝑥∣1/2sign(𝑥), �̇�2 = −𝑘2sign(𝑥), (2)

𝑘1 > 0, 𝑘2 > 0为设计参数, sign(𝑥)定义为

sign(𝑥) =

⎧⎨⎩
1, 𝑥 > 0;

−1, 𝑥 < 0;

∈ [−1, 1], 𝑥 = 0.

(3)

假设干扰𝜑(𝑡)是Lipschitz的,且

∣�̇�(𝑡)∣ ⩽ 𝛿, ∀𝑡 ⩾ 0, (4)

其中 𝛿为已知常数. 式 (1)的解是在 Filippov意义下的

解[12]. 采用状态变换

𝑦 = 𝜑− 𝑘2
w 𝑡

0
sign(𝑥)d𝜏 . (5)

系统 (1)可改写为⎧⎨⎩ �̇� = −𝑘1∣𝑥∣ 12 sign(𝑥) + 𝑦,

�̇� = −𝑘2sign(𝑥) + �̇�.
(6)

本文研究目标是通过一种类二次型Lyapunov函

数,证明系统 (6)在有限时间收敛到原点,并给出收敛

时间的估计值.

注 1 式 (1)可理解为沿系统轨线的滑模动态特

性, 𝑥是滑模变量, 系统的相对阶为 1. 所以, Super-

twisting算法是一种当系统的相对阶为 1时可采用的

二阶滑模算法,在有限的时间内使得 �̇� = 𝑥 = 0,而一

阶滑模 (传统滑模)只能在有限时间内使得𝑥 = 0.

3 常常常值值值干干干扰扰扰时时时的的的Super-twisting算算算法法法
考虑常值干扰,即 �̇� = 0时,式 (6)可改写为⎧⎨⎩ �̇� = −𝑘1∣𝑥∣ 12 sign(𝑥) + 𝑦,

�̇� = −𝑘2sign(𝑥).
(7)

定理 1 当 𝑘1 > 0, 𝑘2 > 0时, 系统 (7)能在有限

时间内收敛到原点 (0,0),此时亦有 �̇� = 𝑥 = 0.

证证证明明明 令𝐴 =

[
−𝑘1/2 1/2

−𝑘2 0

]
,由于 𝑘1 > 0, 𝑘2 >

0, 其特征多项式为 𝑝(𝑠) = 𝑠2 + 𝑘1𝑠/2 + 𝑘2/2, 𝐴是

Hurwitz矩阵,对于任意正定对称矩阵𝑄,一定存在一

个正定对称矩阵𝑃 满足Lyapunov方程

𝐴T𝑃 + 𝑃𝐴 = −𝑄. (8)

考虑类二次型函数𝑉 (𝑥, 𝑦)为备选Lyapunov函数

𝑉 (𝑥, 𝑦) = 𝜍T𝑃𝜍, (9)

其中 𝜍T = [∣𝑥∣ 12 sign(𝑥), 𝑦]. 𝑉 (𝑥, 𝑦)是连续正定函数,

且径向无界,除了集合 {𝑥 = 0}外, 𝑉 处处可微,但当

系统没有收敛到原点时, 系统状态不会停留在集合

{𝑥 = 0}上,故可以用链式法则求取 �̇� . 利用 d∣𝑥∣/d𝑡 =
�̇�sign(𝑥),有

𝜍 =

⎡⎣ 1

2

1

∣𝑥∣ 12 (−𝑘1∣𝑥∣ 12 sign(𝑥) + 𝑦)

−𝑘2sign(𝑥)

⎤⎦ =
1

∣𝜍1∣𝐴𝜍. (10)

对𝑉 沿系统 (7)的轨线求导有

�̇� =
1

∣𝜍1∣ 𝜍
T(𝐴T𝑃 + 𝑃𝐴)𝜍 = − 1

∣𝜍1∣ 𝜍
T𝑄𝜍. (11)

因为𝑉 = 𝜍T𝑃𝜍为二次正定函数,所以有

𝜆min(𝑃 )∥𝜍∥22 ⩽ 𝜍T𝑃𝜍 ⩽ 𝜆max(𝑃 )∥𝜍∥22. (12)

其中: 𝜆min(𝑃 )和𝜆max(𝑃 )分别为𝑃 的最小和最大特

征值; ∥ ⋅ ∥2为欧氏空间𝑅2上的 2-范数; ∥𝜍∥22 = 𝜍21 +

𝜍22 = ∣𝑥∣+ 𝑦2,进一步可以得出

∣𝜍1∣ = ∣𝑥∣ 12 ⩽ ∥𝜍∥2 ⩽ 𝑉 1/2

𝜆
1/2
min(𝑃 )

. (13)

由式 (11)有

�̇� ⩽ − 1

∣𝜍1∣𝜆min(𝑄)∥𝜍∥22 =

− ∥𝜍∥2
∣𝜍1∣ 𝜆min(𝑄)∥𝜍∥2 ⩽ −𝜆min(𝑄)∥𝜍∥2, (14)

由式 (12)有

𝑉
1
2 /𝜆

1
2
max(𝑃 ) ⩽ ∥𝜍∥2, (15)

则由式 (14)和 (15)可得

�̇� ⩽ −𝛾(𝑄)𝑉
1
2 (𝑥),

𝛾(𝑄) = 𝜆min(𝑄)/𝜆
1
2
max(𝑃 ). (16)

由比较原理可得[4], 当 𝑡满足 𝑡 ⩾ 𝑇 = 2𝑉
1
2 (𝑥0,

𝑦0)/𝛾(𝑄)时, 𝑉 = 0, 所以系统 (7)的状态能在有限时

间𝑇 内收敛到原点. 同时由式 (7)可知, 当𝑥 = 𝑦 = 0

时, �̇� = 0. 2
注 2 定理 1的证明受文献 [11]中命题 1的启发,

但文献 [11]中有 𝛾(𝑄) = 𝜆min(𝑄)𝜆
1
2

min(𝑃 )/𝜆max(𝑃 ),

显然

𝜆min(𝑄)

𝜆
1
2
max(𝑃 )

⩾ 𝜆min(𝑄)𝜆
1
2

min(𝑃 )

𝜆max(𝑃 )
,

由此可知本文对收敛时间𝑇 的估计更精确.

由定理 1可知, 任意给定一个正定对称矩阵𝑄,

通过求解Lyapunov方程 (8), 总能找到一个Lyapunov

函数𝑉 (𝑥, 𝑦) = 𝜍T𝑃𝜍 , 保证系统 (7)在有限时间内收

敛, 且存在着一个满足某种性质的正定对称矩阵𝑄,

使得对收敛时间𝑇 的估计是最优的,即

𝑇opt = min
𝑄>0

𝑇. (17)

由定理 1有

𝑇 =
2

𝛾(𝑄)
𝑉

1
2 (𝑥0, 𝑦0) =

2𝜆
1
2
max(𝑃 )

𝜆min(𝑄)
𝑉

1
2 (𝑥0, 𝑦0) ⩽

2𝜆
1
2
max(𝑃 )𝜆

1
2
max(𝑃 )

𝜆min(𝑄)
∥𝜍(0)∥2 =

2𝜆max(𝑃 )

𝜆min(𝑄)
∥𝜍(0)∥2 =

2𝛽(𝑄)∥𝜍(0)∥2, (18)

其中 𝛽(𝑄) = 𝜆max(𝑃 )/𝜆min(𝑄). 故式 (17)表示的最优

化问题等价于

𝛽opt = min
𝑄>0

𝛽(𝑄). (19)

定理 2 当𝑄 = 𝐼时,对收敛时间𝑇 的估计是最
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优的, 𝐼为单位矩阵.

证证证明明明 由式 (18)可知,对于任意𝛼 > 0, 𝑄和𝛼𝑄

对收敛时间𝑇 的估计是一样的, 因此可限定𝑄的范

围为集合Θ = {𝑄∣𝑄 = 𝑄T, 𝑄 > 0, 𝜆min(𝑄) = 1}. 设

𝑃𝑖是Lyapunov方程 (8)在𝑄 = 𝑄𝑖(𝑖 = 1, 2)时的解,

即

𝐴T𝑃1 + 𝑃1𝐴 = −𝑄1, (20)

𝐴T𝑃2 + 𝑃2𝐴 = −𝑄2. (21)

由式 (20)和 (21)可得

𝐴T(𝑃2 − 𝑃1) + (𝑃2 − 𝑃1)𝐴 = −(𝑄2 −𝑄1). (22)

因为𝐴是Hurwitz的,若𝑄2 ⩾ 𝑄1,则𝑃2 ⩾ 𝑃1,因此有

𝜆max(𝑃2) ⩾ 𝜆max(𝑃1), 𝜆min(𝑃2) ⩾ 𝜆min(𝑃1). 在集合

Θ中取𝑄1, 𝑄2,且𝑄1 = 𝐼 ,则𝑄2 ⩾ 𝑄1,有

𝛽(𝑄2)− 𝛽(𝑄1) =
𝜆max(𝑃2)

𝜆min(𝑄2)
− 𝜆max(𝑃1)

𝜆min(𝑄1)
=

𝜆max(𝑃2)− 𝜆max(𝑃1) ⩾ 0. (23)

所以𝛽(𝑄2) ⩾ 𝛽(𝑄1), 𝛽(𝐼)即为最优值𝛽opt. 2
注 3 定理 2的证明与文献 [11]中命题 4相比,

无需命题 4中要求𝜆min(𝑃𝐼)/𝜆max(𝑃𝐼) ⩾ 1/2的限制,

且优化指标 𝛽比 [11]中的 𝛾更合理. 因为𝑇 与𝑉 (𝑥0,

𝑦0)有关, 而𝑉 (𝑥0, 𝑦0)又与𝑃 有关, 所以 [11]仅求取

𝛾的最大值来得到收敛时间的最优估计是不严谨的.

同时也从理论上解释了 [11]中注 5“从仿真结果得到

的推测: 𝑄 = 𝐼时收敛时间的估计总是最优值”的原

因.当𝑄 = 𝐼时,通过Lyapunov方程可以求得此时有

𝑃𝐼 =

⎡⎢⎣
2𝑘2 + 1

𝑘1
−1

−1
𝑘1

2 + 2𝑘2 + 1

2𝑘1𝑘2

⎤⎥⎦ .

4 时时时变变变干干干扰扰扰时时时的的的Super-twisting算算算法法法
有时变干扰的Supertwisting算法如式 (6)所示,

式中 �̇� ∕= 0. 此时, 仅要求 𝑘1 > 0和 𝑘2 > 0不能保

证系统状态在有限时间内收敛到原点. 文献 [5]给出

𝑘1 =
√
𝛿, 𝑘2 = 1.1𝛿或 𝑘1 = 0.5

√
𝛿, 𝑘2 = 4𝛿; 文献 [6]

给出 𝑘1>

√
2

𝑘2 − 𝛿

(𝑘2 + 𝛿)(1 + 𝑝)

(1− 𝑝)
, 𝑘2 > 𝛿, 0 < 𝑝 < 1.

定理 3 对于系统 (6), 若 ∣�̇�(𝑡)∣ ⩽ 𝛿, ∀𝑡 ⩾ 0, 当

𝑘1, 𝑘2的取值满足

𝑘1 > 2, 𝑘2 >
𝑘31 + (4𝑘1 − 8)𝛿2

𝑘1(4𝑘1 − 8)
, (24)

则系统 (6)能在有限时间收敛到原点.

证证证明明明 取正定对称矩阵

𝑃 =
1

2

[
4𝑘2 + 𝑘21 −𝑘1

−𝑘1 2

]
,

类二次型Lyapunov函数为

𝑉 (𝑥, 𝑦) = 𝜍T𝑃𝜍, 𝜍T = [∣𝑥∣1/2sign(𝑥) 𝑦].

令

𝐴 =

[
−𝑘1/2 1/2

−𝑘2 0

]
, 𝐶 = [1 0],

𝐵 = [0 1]T, ˜̇𝜑 = ∣𝜍1∣�̇�,
对 𝜍求导有

𝜍 =
1

∣𝜍1∣ (𝐴𝜍 +𝐵 ˜̇𝜑). (25)

对𝑉 沿系统轨线求导有

�̇� =

1

∣𝜍1∣

[
𝜍

˜̇𝜑

]T [
𝐴T𝑃 + 𝑃𝐴 𝑃𝐵

𝐵T𝑃 0

][
𝜍

˜̇𝜑

]
⩽

1

∣𝜍1∣
{[ 𝜍

˜̇𝜑

]T [
𝐴T𝑃+𝑃𝐴 𝑃𝐵

𝐵T𝑃 0

][
𝜍

˜̇𝜑

]
+𝛿2𝜍21−˜̇𝜑

2
}
⩽

1

∣𝜍1∣ 𝜍
T(𝐴T𝑃 + 𝑃𝐴+ 𝛿2𝐶T + 𝑃𝐵𝐵T𝑃 )𝜍. (26)

令𝐴T𝑃 +𝑃𝐴+𝛿2𝐶T𝐶+𝑃𝐵𝐵T𝑃 = −𝑄 < 0,则 �̇� ⩽
− 1

∣𝜍1∣ 𝜍
T𝑄𝜍 ,此时

𝑄 =

⎡⎢⎣ 𝑘1𝑘2 +
𝑘31
2

− 𝛿2 − 𝑘21
4

𝑘1
2

− 𝑘21
2

𝑘1
2

− 𝑘21
2

𝑘1
2

− 1

⎤⎥⎦ . (27)

由式 (24)可得出𝑄是正定对称的. 利用定理 2得到系

统状态有限时间收敛到原点,收敛时间的估计值为

𝑇 =
2

𝛾(𝑃,𝑄)
𝑉

1
2 (𝑥0, 𝑦0), 𝛾(𝑃,𝑄) =

𝜆min(𝑄)

𝜆
1
2
max(𝑃 )

. 2
在有时变干扰存在时, 需要解Riccati方程𝐴T𝑃

+ 𝑃𝐴+ 𝛿2𝐶T𝐶 + 𝑃𝐵𝐵T𝑃 = −𝑄 < 0,不能保证对于

任意正定对称的矩阵𝑄,一定能找到一个对称正定矩

阵𝑃 满足代数Riccati方程,因此不能像定理 1那样求

得收敛时间的最优估计解析解.针对给定的其他形式

的𝑃 矩阵,利用定理 3的思路可求出另外保证系统有

限时间收敛的控制参数的取值范围,使得𝑄正定, 因

此定理 3实际上提供了一条求解参数 𝑘1和 𝑘2取值范

围的途径.

5 数数数值值值仿仿仿真真真

情形 1 受常值扰动,有⎧⎨⎩ �̇� = −𝑘1∣𝑥∣ 12 sign(𝑥) + 𝑦,

�̇� = −𝑘2sign(𝑥).
(28)

其中: 𝑘1 = 𝑘2 = 1, 𝑥(0) = 2, 𝑦(0) = 𝜑 = 5. 取𝑄 = 𝐼 ,

则𝑃𝐼 =

[
3 −1

−1 2

]
,仿真结果如图 1和图 2所示.

情形 2 受时变干扰,有⎧⎨⎩ �̇� = −𝑘1∣𝑥∣ 12 sign(𝑥) + 𝑦,

�̇� = −𝑘2sign(𝑥) + �̇�.
(29)

其中: 𝑥(0) = 2, 𝑦(0) = 5, �̇� = sin(𝑡)−0.5sin(3𝑡), ∣�̇�∣ ⩽
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𝛿 = 1.5. 按式 (24)取 𝑘1 = 2.5, 𝑘2 = 4.5. 此时有

𝑃 =
1

2

[
24.25 −2.5

−2.5 2

]
, 𝑄 =

[
15.25 −1.875

−1.875 0.25

]
.

仿真结果如图 3和图 4所示.

x

d /dx t

50 10 15 20
t/s

-4

0

4

8

x

图 1 常值干扰时系统状态 x和 ẋ的曲线

50 10 15 20
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-8

-6

-4

-2

0

u

图 2 常值干扰时的控制输入 u

x

d /dx t

50 10 15 20

t/s

-3

-1

1

3

x

图 3 时变干扰时系统状态 x和 ẋ的曲线

50 10 15 20
-8

-7

-6

-5

-4

-3

t/s

u

图 4 时变干扰时的控制输入 u

由图 1和图 2可见,常值干扰时,系统状态在有限

时间内收敛到原点, 同时控制输入𝑢是连续的, 不存

在“抖振”现象.仿真得到的收敛时间𝑇 = 9.8 s;由文

献 [11]的方法得到的收敛时间估计为𝑇 = 39.8 s; 由

本文方法得到的收敛时间估计为𝑇 = 15.2 s, 这说明

了本文所提出的收敛时间估计更精确. 同时, 由图 3

和图 4可见, 时变干扰时, 系统状态在有限时间内收

敛到原点, 同样控制输入没有“抖振”, 说明了定理 3

所给出的 𝑘1和 𝑘2取值范围是正确的.

6 结结结 论论论

本文针对二阶滑模中的 Super-twisting算法, 采

用一种类Lyapunov函数分析其有限时间收敛特性:

当系统受常值干扰动时, 给出了收敛时间的最优估

计;当系统受时变干扰时, 给出了一组保证受扰系统

有限时间收敛的控制参数取值范围.
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