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摘 要: 为解决同时含有离散和连续两种变量形式的混合变量复杂产品设计优化问题,利用 “分而治之”的混合参

数处理思想,在协同设计优化算法的基础上,提出一种多学科混合变量协同设计优化方法. 该方法先将优化问题解耦

分解成相对简单的多个子系统进行优化计算,然后利用协同设计优化算法的协同机制求得全系统最优解. 算例验证

结果表明了所提出方法的可行性和有效性.
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Abstract: In order to solve complex product design optimization problems which contain both discrete and continuous

variables, a mix-variable collaborative design optimization method is proposed based on collaborative optimization(CO)

which is an efficient way to solve mix-variable design optimization(MDO) problems. With the thought of “divide and rule”,

the method decouples the problem into some relatively simple subsystems, Then by using CO’s collaborative mechanism,

the optimal solution is obtained. Finally, the result of a case study shows the feasibility and effectiveness of this method.
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1 引引引 言言言

随着社会的不断发展, 以飞机、车辆、武器系统

等重大装备为代表的各种产品正日趋复杂化,往往涉

及机械、控制、电子、液压等多个不同的学科领域.复

杂产品不仅客户需求复杂、产品组成复杂、产品技术

复杂,而且制造过程复杂、项目管理复杂. 一般在复杂

产品中存在着大量互相交叉耦合的物理系统.在它的

总体设计中, 既要体现各学科的综合,又要体现产品

的整体性、系统性和稳定性. 这些复杂产品的设计初

期应综合考虑多学科的协同问题,进行系统层面的优

化设计,以达到整体性能和质量的提高[1].

另一方面,随着产品材料和零部件标准化的不断

发展,在许多工程设计中,存在着大量的连续-离散混

合变量问题.例如在许多复杂产品的设计中, 外形尺

寸可能为连续设计变量,而其中的材料型号、齿轮模

数等均为离散设计变量. 对于此类问题,许多传统的

研究方法在工程实例中的所得解与实际最优解有较

大差距[2]. 因此需要对含有离散-连续混合变量的多

学科协同设计优化问题进行研究.

2 混混混合合合变变变量量量优优优化化化

在 20世纪 60年代末期和 70年代初期,人们己开

始对含有离散变量的混合变量优化问题进行研究.最

初的含离散-连续混合变量的优化问题常见于结构优

化之中,因此在结构优化领域中对该类方法研究较多.

由于混合变量优化本身具有不连续、不可微和非凸等

特性, 使其发展远不如连续变量优化完善, 从而阻碍

了混合变量优化在工程实际中的应用[3-5].

目前对于工程设计中含有混合变量的优化问题,

一般都采用圆整法处理. 该方法先按连续变量进行优

化设计,再将所得的最优点向最近的离散点进行圆整.

该方法简单易用,但却要求目标函数和约束函数连续

且为凸函数. 在如图 1所示的情形中, 该方法则不能
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有效得到离散变量的最优解. 图 1中, 曲线代表函数

等值线, *代表可能取值的离散点. 如果将此问题视为

连续优化问题,则最优点在C点. 利用圆整法将此结

果圆整到可行域中的离散点,便会得到距离C点最近

的B点. 而在本例中的离散最优点显然是A点,可见

两者存在较大的差距.
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图 1 圆整法

近年来, 混合变量的优化算法得到了一定的发

展.其中, 较为多见的混合变量优化方法有分支定界

法、扩展割平面法、禁忌搜索法、广义模式搜索法、神

经网络方法、蚁群算法、遗传算法以及模拟退火算法

等[6-7]. 从优化策略上分类, 目前对离散-连续混合变

量的优化处理通常有以下两种策略[8]:

1) 分而治之策略. 将所有的设计变量放在同一

表达式进行优化计算.在混合变量子空间中, 先固定

连续变量 (或离散变量),对离散变量 (或连续变量)进

行优化, 得到离散变量 (或连续变量)的最优值;然后

再固定离散变量(或连续变量),对连续变量 (或离散变

量)进行优化,得到连续变量 (或离散变量)的最优值.

如此反复,直至收敛. 这种算法计算消耗巨大.

2)单一变量策略.包括离散变量连续化策略[9]和

连续变量离散化策略[10]. 这种策略虽然可以利用较

为成熟的离散变量优化算法和连续变量优化算法进

行计算,但在变量转化过程中难免会损失一定的精度,

且不具有普遍意义.

一般而言,混合变量设计优化问题大都存在于复

杂产品的设计过程中. 目前,国内外关于复杂产品的

多学科协同设计优化方法已相对成熟,并在许多工程

实际中取得了令人满意的结果.然而, 在已有文献中

却较少见到在此类问题中考虑含混合变量的情况,且

大多是利用圆整法来近似,从而降低了设计优化的精

确性.

另外,混合变量的单学科优化算法也得到了一定

的发展,特别是近年来引入的一些智能优化算法, 对

解决此类问题提供了新的思路和方法[11-13],但总体而

言尚不完善,还处于探索和发展阶段. 目前,这类算法

大都将连续问题和离散问题纳入同一表达式进行优

化计算,大大增加了算法的复杂性. 当产品的设计规

模复杂到一定程度时,这些算法的消耗将会十分巨大,

甚至无法进行.

3 多多多学学学科科科混混混合合合变变变量量量协协协同同同优优优化化化方方方法法法

协同优化算法 (CO)是由Kroo等人[14]在一致性

约束优化方法基础上提出的一种多级多学科设计优

化 (MDO)算法. 其基本思想是每个子空间在设计优

化时暂不考虑其他子空间的影响,只需满足本子系统

的约束; 其优化目标是使该子系统设计优化方案与

系统级优化提供的目标方案之差最小. 各子系统设

计优化结果的不一致性可通过系统级优化来协调,通

过系统级优化和子系统优化之间的多次迭代,最终得

到一致性的最优设计. 其特点是消除了复杂的系统

分析,各子系统能并行地进行分析和优化, 其算法结

构与现有的设计分工和专业分工的组织形式相吻合,

在MDO各种算法中被普遍使用.

协同优化算法提供了解决大规模复杂产品设计

优化的良好途径. 协同优化算法中的分层协同思想和

混合变量优化算法中的 “分而治之”的思想不谋而合.

该方法将问题分解为一系列子问题进行研究,有效避

免了传统 “分而治之”思想的算法复杂问题.利用这种

思想,既能解决混合参数优化问题,又可有效降低系

统优化的复杂度.因此, 两种方法的结合能够得到较

好的算法结构,有效解决复杂产品多学科混合变量协

同设计优化问题.
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图 2 混合变量CO算法计算框架
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在多学科协同设计优化方法的基础上,综合其他

单学科优化算法,构建多学科混合变量协同设计优化

方法,其主体框架如图 2所示.

在系统解耦后,利用子系统优化模块减少子系统

间耦合变量与共享变量之间的差异,同时最小化子系

统辅助变量. 系统级优化应根据设计目标对系统级目

标函数进行优化计算,使得子系统间耦合变量与共享

变量一致.如此反复迭代,直到整个系统实现优化.

算法可描述如下 (如图 2所示):

系统层

min 𝐹 (𝑍);

s.t. 𝐽∗
𝑗 (𝑍) = 0, 𝑗 = 1, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑛. (1)

其中: 𝑍为多学科变量, 𝐽∗为兼容多学科的约束, 𝐹 为

系统目标.

子系统层

min

⎧⎨⎩
𝐽𝐶(𝑋𝐶𝑗) =

∣∣𝑋𝑠
𝐶𝑗 − 𝑍𝑠

𝑗

∣∣2 + ∣∣𝑌𝑗 − 𝑍𝑐
𝑗

∣∣2,
𝐽𝐷(𝑋𝐷𝑗) =

∣∣𝑋𝑠
𝐷𝑗 − 𝑍𝑠

𝑗

∣∣2 + ∣∣𝑌𝑗 − 𝑍𝑐
𝑗

∣∣2,
𝐽𝑀 (𝑋𝑀𝑗) =

∣∣𝑋𝑠
𝑀𝑗 − 𝑍𝑠

𝑗

∣∣2 + ∣∣𝑌𝑗 − 𝑍𝑐
𝑗

∣∣2;
s.t. 𝑔 ⩽ 0. (2)

其中: 𝑍𝑠
𝑗 为系统设计变量, 𝑍𝑐

𝑗 为系统耦合变量; 𝑋𝐶

为连续变量, 𝑋𝐷为离散变量, 𝑋𝑀为混合变量 (离散

或连续变量,即无法通过分系统将离散和连续变量分

开的情况).

子系统可分为 3种计算模式: 当为连续变量时,

采用连续变量优化方法求解; 当为离散变量时, 采

用离散优化方法求解; 当子系统难以被分解为纯连

续 /离散变量时,可采用分枝定界法将其转化为变量

问题进行求解.

4 算算算例例例实实实现现现

采用一个数学算例来验证本文算法的可行性和

有效性.

4.1 算算算例例例描描描述述述

学科 1的模型为

𝑋1 = (𝑥11, 𝑥12),

𝑌1 = (𝑦11, 𝑦12, 𝑦13, 𝑦14),

𝑦11 = 𝑥11, 𝑦12 = 𝑥12, 𝑦13 = 1− 𝑥11,

𝑦14 = (𝑥11𝑦24 + 𝑥12(1− 𝑥11)− 𝑦22𝑦23 − 1)
1

𝑦21
. (3)

学科 2的模型为

𝑋2 = (𝑥21, 𝑥22),

𝑌2 = (𝑦21, 𝑦22, 𝑦23, 𝑦24),

𝑦21 = 𝑥21, 𝑦22 = 𝑥22, 𝑦23 = 1− 𝑥21,

𝑦14 = −(𝑦11𝑥22 + 𝑦13𝑦14 + 𝑦12𝑥21 − 1)
1

1− 𝑥21
. (4)

系统级模型为

obj = −(𝑔1 + 𝑔2 + 𝑔3 + 𝑔4);

𝑔1 = 𝑦11(𝑦
2
24 − 𝑦222)− 2𝑦22𝑦23𝑦24+

𝑦13(𝑦
2
12 − 𝑦214) + 2𝑦12𝑦14𝑦21 − 1 ⩽ 0;

𝑔2 = 𝑦23(𝑦
2
24 − 𝑦222)− 2𝑦11𝑦22𝑦24+

𝑦21(𝑦
2
12 − 𝑦214) + 2𝑦12𝑦13𝑦14 − 1 ⩽ 0;

𝑔3 = 𝑦11𝑦24(𝑦
2
24 − 3𝑦222) + 𝑦22𝑦23(𝑦

2
22 − 3𝑦224)+

𝑦12𝑦13(𝑦
2
12 − 3𝑦214) + 𝑦14𝑦21(𝑦

2
14 − 3𝑦212)− 1 ⩽ 0;

𝑔4 = 𝑦23𝑦24(𝑦
2
24 − 3𝑦222) + 𝑦22𝑦11(𝑦

2
22 − 3𝑦224)+

𝑦12𝑦21(𝑦
2
12 − 3𝑦214)− 𝑦14𝑦13(𝑦

2
14 − 3𝑦212)− 1 ⩽ 0;

𝑥11 = 0.25𝑛, 𝑛 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ ;
𝑥12 ∈ 𝑅, 𝑋2 ∈ 𝑅2. (5)

4.2 优优优化化化模模模型型型

在上述模型的基础上,建立CO模型.

系统级优化模型为

min 𝑓 = −(𝑔1 + 𝑔2 + 𝑔3 + 𝑔4);

s.t.

{
𝐽∗
1 = (𝑥1 − 𝑥9)

2 + (𝑥2 − 𝑥10)
2 = 0,

𝐽∗
2 = (𝑥5 − 𝑥11)

2 + (𝑥6 − 𝑥12)
2 = 0.

(6)

学科 1的优化模型为

min 𝐽∗
1 = (𝑥1 − 𝑥9)

2 + (𝑥2 − 𝑥10)
2;

s.t.

⎧⎨⎩

𝑥1(𝑥
2
8 − 𝑥2

6)− 2𝑥6𝑥7𝑥8 + 𝑥3(𝑥
2
2 − 𝑥2

4)−
2𝑥2𝑥4𝑥5 − 1 ⩽ 0,

𝑥7(𝑥
2
8 − 𝑥2

6) + 2𝑥1𝑥6𝑥8 + 𝑥5(𝑥
2
2 − 𝑥2

4)−
2𝑥2𝑥3𝑥4 − 1 ⩽ 0,

1− 𝑥3 − 𝑥1 = 0,
𝑥1𝑥8 + 𝑥2𝑥3 − 𝑥6𝑥7 − 1

𝑥5
− 𝑥4 = 0.

(7)

学科 2的优化模型为

min 𝐽∗
2 = (𝑥2 − 𝑥11)

2 + (𝑥3 − 𝑥12)
2;

s.t.

⎧⎨⎩

𝑥1𝑥8(𝑥
2
8 − 3𝑥2

6) + 2𝑥6𝑥7(𝑥
2
6 − 3𝑥2

8)+

𝑥2𝑥3(𝑥
2
2 − 3𝑥2

4) + 𝑥4𝑥5(𝑥
2
4 − 3𝑥2

2)− 1 ⩽ 0,

𝑥7𝑥8(𝑥
2
8 − 3𝑥2

6)− 2𝑥6𝑥1(𝑥
2
6 − 3𝑥2

8)+

𝑥2𝑥5(𝑥
2
2 − 3𝑥2

4)− 𝑥4𝑥3(𝑥
2
4 − 3𝑥2

2)− 1 ⩽ 0,

1− 𝑥5 − 𝑥7 = 0,
𝑥8 + 𝑥1𝑥6 + 𝑥3𝑥4 + 𝑥2𝑥5 − 1

1− 𝑥5
= 0.

(8)

4.3 优优优化化化计计计算算算

针对模型 (6)∼ (8), 用Matlab程序编写求解, 程

序求解流程如图 3所示.

在此流程图的基础上,编写Matlab程序,然后根

据CO模型图得到程序的框架图,如图 4所示.
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图 3 计算流程图

在连续变量CO方法的基础上,用分支定界法寻

找混合变量最优解. 与一般分支定界法不同,通过CO

方法计算得到的结果,应先确定离散值;然后将离散

值代入CO模型,并判断是否满足CO模型的约束;最

后经计算得到一个可行解.

由于CO方法需要反复迭代, 其计算量较大; 而

混合变量CO方法需要不断将离散值代入CO模型,

如果直接将所有离散值都代入CO模型,会使计算量

增长很多. 为了提高效率,这里设定一个阈值𝐾以限

制迭代次数.
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图 4 CO程序框架图

程序运行结果见图 5, 所得解收敛于 (1.000 0,

0.882 3, 1.512 8, 3.070 7), 目标函数值为 33.58. 由图 5

可见,目标函数值是一个单调收敛的过程, 最终的约

束值符合要求,是一个可行解.
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图 5 运行结果

5 结结结 论论论

本文通过对混合变量的设计方法进行详细分析,

充分利用CO算法的协同机制,提出了多学科混合变

量协同设计优化方法,将原有的复杂问题转化为若干

个相对简单的子问题进行研究.具体算例计算结果表

明,本文算法能够有效解决含有离散和连续两种参数

的混合变量设计优化问题,适用于复杂产品设计优化

计算.
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