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摘 要: 针对控制器增益具有模有界扰动的情况,研究广义大系统非脆弱分散𝐻∞控制问题.基于广义系统的有界实

引理和线性矩阵不等式 (LMI)方法,分别给出了广义大系统非脆弱分散𝐻∞控制器和非脆弱分散𝐻∞保性能控制器

存在的充分条件和设计方法. 最后通过仿真算例表明了所提出方法的有效性.
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Abstract：：：The non-fragile decentralized 𝐻∞ control problem for singular large-scale systems is considered, the controller’s

perturbations are value bounded. Based on the bounded real lemma of singular systems and by using the linear matrix

inequality(LMI) approach, the sufficient existence conditions and design approaches are presented for the corresponding

non-fragile decentralized 𝐻∞ controllers, the non-fragile decentralized 𝐻∞ and guaranteed cost controllers, respectively.

Finally, a numerical example is given to show the effectiveness of the proposed approach.
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1 引引引 言言言

广义大系统可以更好地描述许多实际生产过程,

如大型电力系统、计算机通信网络、经济系统和社会

系统等,从而引起了人们的广泛关注[1]. 近几年来,对

广义大系统分散控制的研究取得了许多有意义的成

果[2-13]:文献 [2-7]用LMI方法或广义Ricatti方程方法

研究了广义大系统分散状态反馈控制问题; [8]应用

Ricatti不等式方法研究了具有对称结构的不确定广

义大系统分散鲁棒𝐻∞控制和二次稳定问题; [9-11]

分别给出了用非线性矩阵不等式表示的不确定广义

大系统动态输出反馈分散鲁棒𝐻∞控制器存在的充

分条件; [12]用LMI方法研究了不确定广义大系统分

散鲁棒𝐻∞保性能控制问题和控制器设计方法.

由于控制器的实现会受到诸如D/A和A/ D转换

精度、计算机有限字长以及元器件老化等因素的影

响,实际过程中的控制器参数常常存在一定的微小扰

动. 文献 [13]指出, 控制器参数中相对小的扰动会引

起系统性能的变化,甚至破坏闭环系统的稳定性. 因

此,非脆弱控制问题引起了许多学者的关注[14-20]. 鉴

于广义大系统分散控制的复杂性, 分散控制器的微

小扰动都会对整个系统的性能和稳定性产生更大影

响.目前, 关于广义大系统非脆弱控制的研究才刚刚

开始, 文献 [21-22]应用LMI方法给出了广义大系统

非脆弱分散控制器和非脆弱分散保性能控制器存在

的条件和控制器设计方法, 但对于广义大系统非脆

弱分散𝐻∞控制问题尚未得到充分研究. 为此, 本文

研究了广义大系统非脆弱分散𝐻∞控制问题.根据广

义系统的有界实引理和LMI方法,首先给出广义大系

统非脆弱分散𝐻∞控制器的存在条件和设计方法;然

后研究广义大系统非脆弱分散𝐻∞保性能控制器问
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题,将非脆弱分散𝐻∞保性能控制器设计归结为一组

LMIs的可解性问题,并给出了控制器的参数表达式;

最后通过仿真示例验证了所给出方法的有效性.

2 问问问题题题描描描述述述及及及引引引理理理

首先给出如下记号:文中若无特别申明,所有矩

阵都具有适当的维数; 𝐻T表示矩阵𝐻的转置矩阵;

𝐼表示适当维数的单位矩阵; 𝐴 = blockdiag(𝐴1, 𝐴2,

⋅ ⋅ ⋅, 𝐴𝑁 )表示块对角矩阵; rank𝐴表示矩阵𝐴的秩; Φ𝑖

∈𝑅𝑛𝑖×(𝑛𝑖−𝑟𝑖)为满足条件𝐸𝑖Φ𝑖=0和 rankΦ𝑖=𝑛𝑖− 𝑟𝑖

的矩阵,其中𝐸𝑖 ∈𝑅𝑛𝑖×𝑛𝑖 , rank𝐸𝑖= 𝑟𝑖<𝑛𝑖; ∥𝑦(𝑡)∥2=(w +∞
0

𝑦T(𝑡)𝑦(𝑡)d𝑡
)1/2

; 对称矩阵中的“∗”表示相应
的对称块; (𝑀)𝑖𝑗为一个𝑛×𝑛阶矩阵,将其分成𝑁×𝑁

块,分法与𝐴=(𝐴𝑖𝑗)分块对应,每一块为一个𝑛𝑖×𝑛𝑗

阶矩阵,只在第 𝑖行第 𝑗列上的块为𝑀 ∈𝑅𝑛𝑖×𝑛𝑗 ,其余

各块均为对应的零矩阵且

𝑁∑
1

𝑛𝑖=𝑛,即

(𝑀)𝑖𝑗 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 ⋅ ⋅ ⋅ 0 0 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0
...

. . .
...

...
...

. . .
...

0 ⋅ ⋅ ⋅ 0 0 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0

0 ⋅ ⋅ ⋅ 0 𝑀 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0

0 ⋅ ⋅ ⋅ 0 0 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0
...

. . .
...

...
...

. . .
...

0 ⋅ ⋅ ⋅ 0 0 0 ⋅ ⋅ ⋅ 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
𝑛×𝑛

.

考虑由𝑁个子系统组成的广义大系统⎧⎨⎩
𝐸𝑖�̇�𝑖(𝑡) = 𝐴𝑖𝑖𝑥𝑖(𝑡) +𝐵1𝑖𝜔𝑖(𝑡) +𝐵2𝑖𝑢𝑖(𝑡)+

𝑁∑
𝑗=1,𝑗 ∕=𝑖

𝐴𝑖𝑗𝑥𝑗(𝑡),

𝑧𝑖(𝑡) = 𝐶𝑖𝑥𝑖(𝑡) +𝐷𝑖𝑢𝑖(𝑡).

(1)

其中: 𝑖= 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁 ;𝑥𝑖(𝑡), 𝜔𝑖(𝑡), 𝑢𝑖(𝑡)和 𝑧𝑖(𝑡)分别为

第 𝑖个子系统的状态、扰动输入、控制输入和被控输

出向量;矩阵𝐴𝑖𝑖, 𝐴𝑖𝑗 , 𝐵1𝑖, 𝐵2𝑖, 𝐶𝑖和𝐷𝑖均为维数兼容

的常数矩阵; 𝐴𝑖𝑗为第 𝑗个子系统与第 𝑖个子系统的关

联矩阵;扰动输入𝜔𝑖(𝑡)为范数有界的确定性干扰,满

足 ∥𝜔𝑖(𝑡)∥2<𝜌.

广义大系统 (1)的性能指标取为

𝐽 =

𝑁∑
𝑖=1

w +∞
0

[𝑥T
𝑖 (𝑡)𝑄𝑖𝑥𝑖(𝑡) + 𝑢T

𝑖 (𝑡)𝑅𝑖𝑢𝑖(𝑡)]d𝑡, (2)

其中𝑄𝑖>0, 𝑅𝑖>0为给定的已知实对称正定矩阵. 令

𝐴 = (𝐴𝑖𝑗),

𝐸 = blockdiag(𝐸1, 𝐸2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐸𝑁 ),

𝐵1 = blockdiag(𝐵11, 𝐵12, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐵1𝑁 ),

𝐵2 = blockdiag(𝐵21, 𝐵22, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐵2𝑁 ),

𝐶 = blockdiag(𝐶1, 𝐶2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐶𝑁 ),

𝐷 = blockdiag(𝐷1, 𝐷2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝐷𝑁 ),

𝑥(𝑡) = col(𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑥𝑁 (𝑡)),

𝜔(𝑡) = col(𝜔1(𝑡), 𝜔2(𝑡), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝜔𝑁 (𝑡)),

𝑢(𝑡) = col(𝑢1(𝑡), 𝑢2(𝑡), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑢𝑁 (𝑡)),

𝑧(𝑡) = col(𝑧1(𝑡), 𝑧2(𝑡), ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑧𝑁 (𝑡)).

则广义大系统 (1)可描述为{
𝐸�̇�(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) +𝐵1𝜔(𝑡) +𝐵2𝑢(𝑡),

𝑧(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡) +𝐷𝑢(𝑡).
(3)

本文考虑广义大系统 (1)的分散控制器

𝑢𝑖(𝑡) = [𝐾𝑖 +Δ𝐾𝑖]𝑥(𝑡), 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁. (4)

其里: 𝐾𝑖表示待设计的控制器增益; Δ𝐾𝑖表示控制器

增益模有界的未知扰动,具有如下两种类型[18-20]:

1)加法型扰动

Δ𝐾𝑖 = 𝑀1𝑖𝐹1𝑖𝐺1𝑖, 𝐹
T
1𝑖𝐹1𝑖 ⩽ 𝐼; (5)

2)乘法型扰动

Δ𝐾𝑖 = 𝑀2𝑖𝐹2𝑖𝐺2𝑖𝐾𝑖, 𝐹
T
2𝑖𝐹2𝑖 ⩽ 𝐼. (6)

这里: 𝑀1𝑖,𝑀2𝑖, 𝐺1𝑖, 𝐺2𝑖为已知常数矩阵; 𝐹1𝑖和𝐹2𝑖为

未知扰动矩阵.

系统 (3)在分散控制器 (4)作用下的闭环大系统

可描述为{
𝐸�̇�(𝑡) = [𝐴+𝐵2(𝐾 +Δ𝐾)]𝑥(𝑡) +𝐵1𝜔(𝑡),

𝑧(𝑡) = [𝐶 +𝐷(𝐾 +Δ𝐾)]𝑥(𝑡).
(7)

其中

𝐾 = blockdiag(𝐾1,𝐾2, ⋅ ⋅ ⋅ ,𝐾𝑁 ),

Δ𝐾 = blockdiag(Δ𝐾1,Δ𝐾2, ⋅ ⋅ ⋅ ,Δ𝐾𝑁 ).

本文研究的广义大系统非脆弱分散𝐻∞控制问

题包含如下两个部分:

1)广义大系统非脆弱分散𝐻∞控制器设计问题.

对于广义大系统 (1)和给定的正数 𝛾 > 0,设计形如式

(4)的状态反馈控制器, 使得对于满足式 (5)或 (6)的

所有控制器增益扰动,有:

①当𝜔(𝑡)=0时,闭环大系统 (7)都正则、无脉冲

且稳定;

②闭环大系统 (7)在零初始条件,即𝑥(0)= 0时,

扰动输入𝜔(𝑡)到被控输出 𝑧(𝑡)的传递函数𝑇𝑧𝜔(𝑠)满

足 ∥𝑇𝑧𝜔(𝑠)∥∞<𝛾,即 ∥𝑧(𝑡)∥2<𝛾∥𝜔(𝑡)∥2.

此时称广义大系统 (1)是可非脆弱分散𝐻∞控制

的,而控制器 (4)称为广义大系统 (1)的一个非脆弱分

散𝐻∞控制器.

2) 广义大系统非脆弱分散𝐻∞保性能控制器设

计问题.对于广义大系统 (1),给定的正数 𝐽∗和 𝛾 > 0,

设计形如式 (4)的状态反馈控制器, 使得对于满足式

(5)或 (6)的所有控制器增益扰动,有:
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①控制器 (4)是广义大系统 (1)的一个非脆弱分

散𝐻∞控制器;

②性能指标 𝐽满足 𝐽⩽𝐽∗.

此时亦称广义大系统 (1)是可非脆弱分散𝐻∞保

性能的, 𝐽∗为系统 (1)的一个可保性能, 而控制器 (4)

称为广义大系统 (1)的一个非脆弱分散𝐻∞保性能控

制器.

引引引理理理 1 [3] 对于任意正数 𝜀> 0和适当维数的矩

阵𝐻,𝐹 ,有

𝐻T𝐹 + 𝐹T𝐻 ⩽ 𝜀𝐻T𝐻 +
1

𝜀
𝐹T𝐹.

引引引理理理 2 [3] 设𝐴,𝐵∈𝑅𝑛×𝑛, 𝐴⩾𝐵,则有𝐶T𝐴𝐶⩾
𝐶T𝐵𝐶, ∀𝐶∈𝑅𝑘×𝑛成立.

引引引理理理 3 [12-23] 对于广义系统{
𝐸�̇�(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) +𝐵𝜔(𝑡),

𝑧(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡)
(8)

和给定的正数 𝛾>0,以下叙述等价:

1)当𝜔(𝑡) = 0时, 系统 (8)是正则、无脉冲、稳定

的,且 ∥𝑇𝑧𝜔∥∞=∥𝐶(𝑧𝐸 −𝐴)−1𝐵∥∞<𝛾.

2)存在可逆矩阵𝑋满足如下矩阵不等式:

𝐸T𝑋 = 𝑋T𝐸 ⩾ 0, (9a)

𝐴T𝑋 +𝑋T𝐴+ 𝐶T𝐶 +
1

𝛾2
𝑋T𝐵𝐵T𝑋 < 0. (9b)

3)存在可逆矩阵𝑃 满足如下矩阵不等式:

𝑃𝐸T = 𝐸𝑃T ⩾ 0, (10a)

𝑃𝐴T +𝐴𝑃T +𝐵T𝐵 +
1

𝛾2
𝑃𝐶T𝐶𝑃T < 0. (10b)

4)存在矩阵𝑋>0, 𝑌 ,满足

𝐴(𝐸𝑋 + 𝑌 ΦT)T + (𝐸𝑋 + 𝑌 ΦT)𝐴T +𝐵𝐵T+

1

𝛾2
(𝐸𝑋 + 𝑌 ΦT)𝐶T𝐶(𝐸𝑋 + 𝑌 ΦT)T < 0. (11)

5)存在矩阵𝑋>0, 𝑌 ,满足

(𝐸𝑋+𝑌 ΦT)−1𝐴+𝐴T(𝐸𝑋+𝑌 ΦT)−T+
1

𝛾2
𝐶T𝐶+

(𝐸𝑋 + 𝑌 ΦT)−1𝐵𝐵T(𝐸𝑋 + 𝑌 ΦT)−T < 0. (12)

其中Φ∈𝑅𝑛×(𝑛−𝑟)为满足条件𝐸Φ=0和 rankΦ=𝑛−
𝑟的矩阵, 𝐸∈𝑅𝑛×𝑛, rank𝐸=𝑟.

3 非非非脆脆脆弱弱弱分分分散散散𝑯∞控控控制制制器器器设设设计计计

定定定理理理 1 对于广义大系统 (1),给定正数 𝛾>0和

控制器增益加法型扰动 (5), 如果存在对称正定矩

阵𝑋𝑖>0,矩阵𝑌𝑖, 𝑍𝑖和正数 𝜀, 𝛽 >0,使得如下线性矩

阵不等式组 (LMIs)成立:⎡⎢⎢⎢⎢⎣
Σ𝑖11 ∗ ∗ ∗
Σ𝑖12 Σ𝑖22 ∗ ∗
𝑉 T
𝑖 0 −𝑊−1 ∗

𝐺1𝑖𝑉
T
𝑖 0 0 −𝛽𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ < 0. (13)

其中

Σ𝑖11 =

𝑉𝑖𝐴
T
𝑖𝑖 +𝐴𝑖𝑖𝑉

T
𝑖 +𝐵2𝑖𝑍

T
𝑖 + 𝑍𝑖𝐵

T
2𝑖 +𝐵1𝑖𝐵

T
1𝑖+

𝜀

𝑁∑
𝑗=1,𝑗 ∕=𝑖

𝐴𝑖𝑗𝐴
T
𝑖𝑗 + 𝛽𝐵2𝑖𝑀1𝑖𝑀

T
1𝑖𝐵

T
2𝑖,

Σ𝑖12 = 𝐶𝑖𝑉
T
𝑖 +𝐷𝑖𝑍

T
𝑖 + 𝛽𝐷𝑖𝑀1𝑖𝑀

T
1𝑖𝐵

T
2𝑖,

Σ𝑖22 = −𝛾2𝐼 + 𝛽𝐷𝑖𝑀1𝑖𝑀
T
1𝑖𝐷

T
𝑖 ,

𝑊 =
1

𝜀
(𝑁 − 1)𝐼,

𝑉𝑖 = (𝐸𝑖𝑋𝑖 + 𝑌𝑖Φ
T
𝑖 ), 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁.

则广义大系统 (1)是可非脆弱分散𝐻∞控制的. 此时

𝐾𝑖=𝑍T
𝑖 (𝐸𝑖𝑋𝑖 + 𝑌𝑖Φ

T
𝑖 )

−T是系统 (1)的一个非脆弱分

散𝐻∞控制器增益.

证证证明明明 记

𝐾𝑖 = 𝐾𝑖 +Δ𝐾𝑖,

Φ̃ = blockdiag(Φ1,Φ2, ⋅ ⋅ ⋅ ,Φ𝑁 ),

�̃� = blockdiag(𝑋1, 𝑋2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑋𝑁 ),

𝑌 = blockdiag(𝑌1, 𝑌2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑌𝑁 ),

𝑃 = blockdiag(𝑃1, 𝑃2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑃𝑁 ),

𝑃𝑖 = (𝐸𝑖𝑋𝑖 + 𝑌𝑖Φ
T
𝑖 )

−T,

则有 �̃� > 0, 𝐸Φ̃ =0, rankΦ̃ = 𝑛 − 𝑟 (这里 rank𝐸 = 𝑟),

𝑃 =(𝐸�̃� + 𝑌 Φ̃T)−T.

由引理 1和引理 2,考虑闭环系统 (7),有

[𝐴+𝐵2(𝐾 +Δ𝐾)]T𝑃+

𝑃T[𝐴+𝐵2(𝐾 +Δ𝐾)] + 𝑃T𝐵1𝐵
T
1 𝑃+

1

𝛾2
[𝐶 +𝐷(𝐾 +Δ𝐾)]T[𝐶 +𝐷(𝐾 +Δ𝐾)] ⩽

𝑁∑
𝑖=1

{((
[𝐴𝑖𝑖 +𝐵2𝑖𝐾𝑖]

T𝑃𝑖 + 𝑃T
𝑖 [𝐴𝑖𝑖 +𝐵2𝑖𝐾𝑖]+

𝑃T
𝑖

[
𝜀

𝑁∑
𝑗=1,𝑗 ∕=𝑖

𝐴𝑖𝑗𝐴
T
𝑖𝑗

]
𝑃𝑖 +𝑊 + 𝑃T

𝑖 𝐵1𝑖𝐵
T
1𝑖𝑃𝑖+

1

𝛾2
[𝐶𝑖 +𝐷𝑖𝐾𝑖]

T[𝐶𝑖 +𝐷𝑖𝐾𝑖]
)
𝑖𝑖

)}
< 0. (14)

只要

[𝐴𝑖𝑖 +𝐵2𝑖𝐾𝑖]
T𝑃𝑖 + 𝑃T

𝑖 [𝐴𝑖𝑖 +𝐵2𝑖𝐾𝑖]+

𝑃T
𝑖

[
𝜀

𝑁∑
𝑗=1,𝑗 ∕=𝑖

𝐴𝑖𝑗𝐴
T
𝑖𝑗

]
𝑃𝑖 +𝑊 + 𝑃T

𝑖 𝐵1𝑖𝐵
T
1𝑖𝑃𝑖+

1

𝛾2
[𝐶𝑖 +𝐷𝑖𝐾𝑖]

T[𝐶𝑖 +𝐷𝑖𝐾𝑖] < 0, (15)

则由 Schur补引理可知上式等价于[
Ω𝑖 + (𝐵2𝑖Δ𝐾𝑖)

T𝑃𝑖 + 𝑃𝑖

T
𝐵2𝑖Δ𝐾𝑖 ∗

𝐶𝑖 +𝐷𝑖(𝐾𝑖 +Δ𝐾𝑖) −𝛾2𝐼

]
< 0.

(16)
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其中

Ω𝑖 = [𝐴𝑖𝑖 +𝐵2𝑖𝐾𝑖]
T𝑃𝑖 + 𝑃T

𝑖 [𝐴𝑖𝑖 +𝐵2𝑖𝐾𝑖]+

𝑃T
𝑖

[
𝜀

𝑁∑
𝑗=1,𝑗 ∕=𝑖

𝐴𝑖𝑗𝐴
T
𝑖𝑗

]
𝑃𝑖 +𝑊 + 𝑃T

𝑖 𝐵1𝑖𝐵
T
1𝑖𝑃𝑖.

注意到Δ𝐾𝑖=𝑀1𝑖𝐹1𝑖𝐺1𝑖,有[
Ω𝑖 + (𝐵2𝑖Δ𝐾𝑖)

T𝑃𝑖 + 𝑃T
𝑖 𝐵2𝑖Δ𝐾𝑖 ∗

𝐶𝑖 +𝐷𝑖(𝐾𝑖 +Δ𝐾𝑖) −𝛾2𝐼

]
⩽[

Ω𝑖 ∗
𝐶𝑖 +𝐷𝑖𝐾𝑖 −𝛾2𝐼

]
+ 𝛽

[
𝑃T
𝑖 𝐵2𝑖𝑀1𝑖

𝐷𝑖𝑀1𝑖

]
×

[
𝑃T
𝑖 𝐵2𝑖𝑀1𝑖

𝐷𝑖𝑀1𝑖

]T

+ 𝛽−1

[
𝐺T

1𝑖

0

][
𝐺T

1𝑖

0

]T

< 0. (17)

由Schur补引理可知,上式等价于⎡⎢⎢⎢⎢⎣
Ξ𝑖11 ∗ ∗ ∗
Ξ𝑖12 Σ𝑖22 ∗ ∗
𝐼 0 −𝑊−1 ∗
𝐺1𝑖 0 0 −𝛽𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ < 0. (18)

其中

Ξ𝑖11 = Ω𝑖 −𝑊 + 𝛽𝑃𝑖

T
𝐵2𝑖𝑀1𝑖𝑀

T
1𝑖𝐵

T
2𝑖𝑃𝑖,

Ξ𝑖12 = 𝐶𝑖 +𝐷𝑖𝐾𝑖 + 𝛽𝐷𝑖𝑀1𝑖𝑀
T
1𝑖𝐵

T
2𝑖𝑃𝑖.

对式 (18)两边分别左乘 blockdiag (𝑃−T
𝑖 , 𝐼, 𝐼, 𝐼)

和右乘 blockdiag (𝑃𝑖, 𝐼, 𝐼, 𝐼), 注意到𝑉𝑖 = 𝑃−T
𝑖 和式

(15)∼ (18),并令𝑍𝑖=𝑃−T
𝑖 𝐾T

𝑖 ,则由 Schur补引理可知

式 (18)等价于 (13). 从而由引理 3可知: 在定理 1的条

件下,当𝜔(𝑡)= 0时闭环系统 (7)是正则、无脉冲和稳

定的,且满足 ∥𝑇𝑧𝜔(𝑠)∥∞<𝛾. 2
类似于定理 1,对控制器增益具有乘法型扰动 (6)

的情况,有如下定理:

定定定理理理 2 对于广义大系统 (1),给定正数 𝛾>0和

控制器增益乘法型扰动 (6), 如果存在对称正定矩阵

𝑋𝑖>0,矩阵𝑌𝑖, 𝑍𝑖和正数 𝜀, 𝛽 >0,使得如下线性矩阵

不等式组 (LMIs)成立:⎡⎢⎢⎢⎢⎣
Σ̃𝑖11 ∗ ∗ ∗
Σ̃𝑖12 Σ̃𝑖22 ∗ ∗
𝑉 T
𝑖 0 −𝑊−1 ∗

𝐺2𝑖𝑍
T
𝑖 0 0 −𝛽𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ < 0. (19)

其中

Σ̃𝑖11 =

𝑉𝑖𝐴
T
𝑖𝑖 +𝐴𝑖𝑖𝑉

T
𝑖 +𝐵2𝑖𝑍

T
𝑖 + 𝑍𝑖𝐵

T
2𝑖 +𝐵1𝑖𝐵

T
1𝑖+

𝜀

𝑁∑
𝑗=1,𝑗 ∕=𝑖

𝐴𝑖𝑗𝐴
T
𝑖𝑗 + 𝛽𝐵2𝑖𝑀2𝑖𝑀

T
2𝑖𝐵

T
2𝑖,

Σ̃𝑖12 = 𝐶𝑖𝑉
T
𝑖 +𝐷𝑖𝑍

T
𝑖 + 𝛽𝐷𝑖𝑀2𝑖𝑀

T
2𝑖𝐵

T
2𝑖,

Σ̃𝑖22 = −𝛾2𝐼 + 𝛽𝐷𝑖𝑀2𝑖𝑀
T
2𝑖𝐷

T
𝑖 ,

𝑊 =
1

𝜀
(𝑁 − 1)𝐼,

𝑉𝑖 = (𝐸𝑖𝑋𝑖 + 𝑌𝑖Φ
T
𝑖 ), 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ , 𝑁.

则广义大系统 (1)是可非脆弱分散𝐻∞控制的. 此时

𝐾𝑖=𝑍T
𝑖 (𝐸𝑖𝑋𝑖 + 𝑌𝑖Φ

T
𝑖 )

−T是系统 (1)的一个非脆弱分

散𝐻∞控制器增益.

注注注 1 对于控制器增益扰动是加法型扰动 (5)

和乘法型扰动 (6)的情况,定理 1和定理 2分别给出了

广义大系统 (1)非脆弱分散控制器存在的充分条件和

控制器的设计方法, 该条件是一组线性矩阵不等式,

因此可以应用Matlab软件方便求解.

4 非非非脆脆脆弱弱弱分分分散散散𝑯∞保保保性性性能能能控控控制制制器器器设设设计计计

定定定理理理 3 对于广义大系统 (1),给定正数 𝛾>0和

控制器增益加法型扰动 (5), 如果存在对称正定矩阵

𝑋𝑖> 0,矩阵𝑌𝑖, 𝑍𝑖和正数 𝜀, 𝛽 > 0,使得如下线性矩阵

不等式组 (LMIs)成立:⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Σ𝑖11 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
Σ𝑖12 Σ𝑖22 ∗ ∗ ∗ ∗
𝑉 T
𝑖 0 −𝑄−1 ∗ ∗ ∗

𝑍T
𝑖 0 0 Σ𝑖44 ∗ ∗

𝑉 T
𝑖 0 0 0 −𝑊−1 ∗

𝐺1𝑖𝑉
T
𝑖 0 0 0 0 −𝛽𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
< 0,

(20)

其中Σ𝑖11,Σ𝑖12,Σ𝑖22, 𝑉𝑖,𝑊 同定理 1,而

Σ𝑖44 = −𝑅−1 + 𝛽𝑀1𝑖𝑀
T
1𝑖,

则广义大系统 (1)是可非脆弱分散𝐻∞保性能的. 此时

𝐾𝑖=𝑍T
𝑖 (𝐸𝑖𝑋𝑖 + 𝑌𝑖Φ

T
𝑖 )

−T是广义大系统 (1)的一个非

脆弱分散𝐻∞保性能控制器增益,其保性能指标为

𝐽∗ =

𝑁∑
𝑖=1

𝑥T
𝑖 (0)𝐸

T
𝑖 (𝐸𝑖𝑋𝑖 + 𝑌𝑖Φ

T
𝑖 )

−T𝑥𝑖(0) +𝑁𝜌2.

证明略.

注注注 2 定理 3给出了广义大系统 (1)完全由子系

统决定的可非脆弱分散𝐻∞保性能控制的充分条件.

注意到,定理 3中所得到的闭环系统性能指标的界依

赖于初始状态𝑥(0). 然而, 在实际系统中人们往往难

以精确确定系统的初始状态𝑥(0).为了克服该困难,

可假定𝑥(0)是一个期望满足E(𝑥(0)𝑥(0)T)=𝐼的零均

值随机变量,此时闭环系统性能指标的期望值

𝐽∗ = E(𝐽) ⩽

E
{ 𝑁∑

𝑖=1

𝑥T
𝑖 (0)𝐸

T
𝑖 (𝐸𝑖𝑋𝑖 + 𝑌𝑖Φ

T
𝑖 )

−T𝑥𝑖(0)
}
+𝑁𝜌2 =

𝑁∑
𝑖=1

tr[𝐸T
𝑖 (𝐸𝑖𝑋𝑖 + 𝑌𝑖Φ

T
𝑖 )

−T] +𝑁𝜌2,

故此时 𝐽=

𝑁∑
𝑖=1

tr[𝐸T
𝑖 (𝐸𝑖𝑋𝑖 +𝑌𝑖Φ

T
𝑖 )

−T] +𝑁𝜌2可称为
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系统的可保性能.

假定𝑥(0)是一个期望满足零均值的随机变量,

则可得到如下定理:

定定定理理理 4 对于广义大系统 (1),给定正数 𝛾>0和

控制器增益加法型扰动 (5), 如果存在对称正定矩阵

𝑋𝑖>0,矩阵𝑌𝑖, 𝑍𝑖和正数 𝜀, 𝛽 >0,使得线性矩阵不等

式组 (LMIs) (20)成立, 则广义大系统 (1)是可非脆弱

分散𝐻∞保性能的.此时𝐾𝑖=𝑍T
𝑖 (𝐸𝑖𝑋𝑖+𝑌𝑖Φ

T
𝑖 )

−T是

广义大系统 (1)的一个非脆弱分散𝐻∞保性能控制器

增益,其保性能指标

𝐽 =

𝑁∑
𝑖=1

tr[𝐸T
𝑖 (𝐸𝑖𝑋𝑖 + 𝑌𝑖Φ

T
𝑖 )

−T] +𝑁𝜌2.

类似于定理 4,对于控制器增益具有乘法型扰动

(6)的情况,有如下定理:

定定定理理理 5 对于广义大系统 (1),给定正数 𝛾>0和

控制器增益乘法型扰动 (6), 如果存在对称正定矩阵

𝑋𝑖>0,矩阵𝑌𝑖, 𝑍𝑖和正数 𝜀, 𝛽 >0,使得如下线性矩阵

不等式组 (LMIs)成立:⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Σ̃𝑖11 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
Σ̃𝑖12 Σ̃𝑖22 ∗ ∗ ∗ ∗
𝑉 T
𝑖 0 −𝑄−1 ∗ ∗ ∗

𝑍T
𝑖 0 0 Σ̃𝑖44 ∗ ∗

𝑉 T
𝑖 0 0 0 −𝑊−1 ∗

𝐺2𝑖𝑍
T
𝑖 0 0 0 0 −𝛽𝐼

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
< 0,

(21)

其中 Σ̃𝑖11, Σ̃𝑖12, Σ̃𝑖22, 𝑉𝑖,𝑊 同定理 2,而

Σ̃𝑖44 = −𝑅−1 + 𝛽𝑀2𝑖𝑀
T
2𝑖,

则广义大系统 (1)是可非脆弱分散𝐻∞保性能的. 此时

𝐾𝑖=𝑍T
𝑖 (𝐸𝑖𝑋𝑖 + 𝑌𝑖Φ

T
𝑖 )

−T是广义大系统 (1)的一个非

脆弱分散𝐻∞保性能控制器增益,其保性能指标

𝐽 =

𝑁∑
𝑖=1

tr[𝐸T
𝑖 (𝐸𝑖𝑋𝑖 + 𝑌𝑖Φ

T
𝑖 )

−T] +𝑁𝜌2.

注注注 3 对于控制器增益扰动是加法型扰动 (5)

和乘法型扰动 (6)的情况,定理 4和定理 5分别给出了

广义大系统 (1)非脆弱分散保性能控制器存在的充分

条件和控制器的设计方法,该条件是一组线性矩阵不

等式,故也可以应用Matlab软件方便求解.

5 仿仿仿真真真示示示例例例

沿用前面的记号,考虑由 2个子系统组成的线性

广义大系统 (1),其中

𝐸1 =

[
1 0

0 0

]
, 𝐵21 =

[
1

3

]
,

𝐴11 =

[
3 −3

1 2

]
, 𝐴12 =

[
0.1 −0.2 0.1

−0.2 0.1 −0.1

]
,

𝐶1 =

[
1 1

−1 0.5

]
, 𝐸2 =

⎡⎢⎣ 1 1 0

1 −1 1

2 0 1

⎤⎥⎦ ,

𝐴22 =

⎡⎢⎣ 2 −1 0.5

−1 3 −2

−2 −2 3

⎤⎥⎦ , 𝐴21 =

⎡⎢⎣ −0.5 0.5

0.5 −0.5

0.5 0.5

⎤⎥⎦ ,

𝐵22 =

⎡⎢⎣ 1 −1

1 0.5

1.5 1

⎤⎥⎦ , 𝐵11 =

[
1

0

]
,

𝐷1 =

[
1

1

]
, 𝐷2 =

[
0.5 −1

1 1

]
,

𝐵12 =

⎡⎢⎣ 1

−1

1

⎤⎥⎦ , 𝐶2 =

[
0 0.5 1

1 0.5 −1

]
.

选择Φ1 = [ 0 1 ]T,Φ2 = [−1 1 2 ]T; 𝛾=0.5, 𝜌=0.5,

𝑄1, 𝑄2, 𝑅1和𝑅2均为相应维数的单位矩阵;干扰输入

为高斯白噪声. 通过Matlab仿真可以看出,开环系统

是不稳定的.

1)控制器增益是具有如下参数的加法型扰动:

𝑀11 = [ 0.1 0.1 ], 𝐺11 =

[
0.1 −0.1

0.1 0.1

]
,

𝑀12 =

[
0.1 −0.1

0.1 0.1

]
, 𝐺12 =

⎡⎢⎣ 0.1 0.1 0.1

0.1 0.2 0.1

0.1 0.2 0.2

⎤⎥⎦ .

根据定理 4,应用Matlab软件的LMI控制工具包解不

等式 (20), 可得非脆弱分散𝐻∞保性能控制器可选择

为𝑢𝑖(𝑡)=(𝐾𝑖+Δ𝐾𝑖)𝑥𝑖(𝑡), 𝑖=1, 2,相应的保性能指标

𝐽=26.18. 其中

𝐾1 = [−58.499 5 8.607 4],

𝐾2 =

[
−2.799 −0.798 1 −1.074 9

0.255 4 0.250 3 1.339 8

]
.

2)控制器增益是具有如下参数的乘法型扰动:

𝑀21 = [ 0.1 0.1 ], 𝐺21 =

[
0.1

0.1

]
,

𝑀22 =

[
0.1 −0.1

0.1 0.1

]
, 𝐺22 =

[
0.1 −0.1

0.1 0.2

]
.

根据定理 5,应用Matlab软件的LMI控制工具包解不

等式 (21), 可得非脆弱分散𝐻∞保性能控制器可选择

为𝑢𝑖(𝑡) = (𝐾𝑖 + Δ𝐾𝑖)𝑥𝑖(𝑡), 𝑖= 1, 2, 相应的保性能指

标 𝐽=23.353 2. 其中

𝐾1 = [−18.755 5 3.269 9 ],

𝐾2 =

[
−2.257 3 −0.693 4 −1.031 3

0.078 6 0.220 1 1.368 2

]
.
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需要说明的是, 保性能指标 (3)与外部输入干扰

无关,性能指标表示干扰输入到输出的抑制作用.

6 结结结 论论论

对于一类广义大系统和一个给定的二次型性能

指标,在其控制器参数扰动具有数值界的条件下, 基

于广义系统的有界实引理和应用线性矩阵不等式

(LMI)方法给出了广义大系统存在非脆弱分散𝐻∞状

态反馈控制器和非脆弱分散𝐻∞保性能控制器的

LMI条件,并用该线性矩阵不等式系统的可行解分别

给出了非脆弱分散𝐻∞状态反馈控制器和非脆弱分

散𝐻∞保性能控制律的参数化表示. 最后通过仿真例

子说明了所提出方法的有效性,但该方法所具有的潜

在的实际应用价值尚有待于进一步研究.
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