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摘　要：基于Ｃｏｐｕｌａ函数分析了飞来峡水库坝址洪水洪峰和最大７ｄ洪量联合概率分布特征，获得如下结论：拟合优度
检验指标表明４种ＡｒｃｈｉｍｅｄｅａｎＣｏｐｕｌａ函数中ＧｕｍｂｅｌＨｏｕｇａａｒｄＣｏｐｕｌａ函数拟合两者的联合概率分布效果较好；洪峰与最
大７ｄ洪量的联合重现期小于相应边缘分布的重现期，而同现重现期则大于相应边缘分布的重现期，以单变量计算推算
的设计值实际上达不到所要求的设计标准；基于两变量联合分布得到的洪水频率分析计算结果更合理。
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１　研究背景
洪水是由洪峰、洪量、历时等多特征属性组成的

极端水文事件，且各属性之间存在一定的相互关系。

目前，在我国洪水频率计算分析中，包括现行的水利

水电工程设计洪水计算规范
［１］，基本上都是局限于基

于单变量概率分布的统计计算，而忽略洪水各特征属

性之间的相关关系，一些研究尝试采用多变量联合分

布，都对边缘分布有特定的要求，存在各自的适用条

件和应用局限
［２］。近年来，随着Ｃｏｐｕｌａ函数的在水文

气象都变量联合分布中的深入研究，为洪水多变量联

合分布提供了新的方法。

飞来峡水利枢纽位于北江干流中游，控制着北江

流域面积的７３％，是调蓄北江洪水的关键性工程，保
护着下游广州市、佛山市、清远市等重要城市和珠江

三角洲地区的防洪安全，其洪水调度一直以来都备受

关注和重视，而对洪水准确认识和掌握是洪水调度的

关键因素。因此，笔者采用 Ｃｏｐｕｌａ函数对飞来峡水库
坝址洪水的洪峰和最大 ７ｄ洪量进行联合分布研究，
推求洪峰与最大７ｄ洪量的联合分布函数及联合重现
期，并与单变量洪水频率计算进行比较分析，以期为

对飞来峡水库的洪水认识提供新的思路和信息，这对

其防洪调度管理、洪水资源的规划利用等有重要的

意义。

２　研究方法
２１　Ｃｏｐｕｌａ函数理论

Ｓｋａｒｓ定理是Ｃｏｐｕｌａ函数理论的核心，也是其在
统计学领域应用的基础。Ｓｋａｒｓ定理（Ｓｋｌａｒ，１９５９）如
下
［３］：令Ｆ为一个ｎ维变量的联合累积分布函数，其

中各变量的边缘累积分布函数记为 Ｆｉ，那么存在一个
ｎ维Ｃｏｐｕｌａ函数Ｃ，使得

Ｆ（ｘ１，…，ｘｎ）＝Ｃ（Ｆ１（ｘ１），…，Ｆｎ（ｘｎ）） （１）
可见，Ｃｏｐｕｌａ函数将联合概率分布分为变量的相

关性结构和随机变量的边缘分布两个独立的部分来分

别进行研究，首先确定边缘分布，然后选择一个能够

恰当地反映变量间的相关结构的Ｃｏｐｕｌａ函数。
Ｃｏｐｕｌａ函数有多种类型，如椭圆 Ｃｏｐｕｌａ函数、

ＡｒｃｈｉｍｅｄｅａｎＣｏｐｕｌａ函数和 ＰｌａｃｋｅｔｔＣｏｐｕｌａ函数等，其
中ＡｒｃｈｉｍｅｄｅａｎＣｏｐｕｌａ函数是最经常用来构造联合分
布函数，也是目前在水文领域上应用最成熟的，郭生

练
［４］
等较为全面的总结介绍了Ｃｏｐｕｌａ函数在多变量水

文分析计算中的应用。本文在此仅列出在水文及相关

领域文献里经常出现的 ４种二维 ＡｒｃｈｉｍｅｄｅａｎＣｏｐｕｌａ
（见表１）。
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表１　水文领域常用的４种二维ＡｒｃｈｉｍｅｄｅａｎＣｏｐｕｌａ函数

Ｃｏｐｕｌａ函数 表达式Ｃ（ｕ，ｖ） 特点

Ｇｕｍｂｅｌ－Ｈｏｕｇａａｒｄ（ＧＨ）
Ｃ（ｕ，ｖ）＝ｅｘｐ（－（（－ｌｎｕ）θ＋（－ｌｎｖ）θ）１／θ）

θ∈ １，[ ]∞

仅能够适用于变量存在正相关的情形（如洪峰和洪量、洪

量与洪水历时等相互之间存在正相关性的变量联合分布）

Ｃｌａｙｔｏｎ
Ｃ（ｕ，ｖ）＝（ｕ－θ＋ｖ－θ－１）１／θ

θ∈ ０，[ ]∞
仅适用于描述正相关的随机变量

Ａｌｉ－Ｍｉｋｈａｉｌ－Ｈａｑ（ＡＭＨ）
Ｃ（ｕ，ｖ）＝ｕｖ／（１－θ（１－ｕ）（１－ｖ））

θ∈［－１，１）
既能够描述正相关的，也能够描述存在着负相关性的随机

变量，但是不适用于非常高的正相关性或负相关性

Ｆｒａｎｋ
Ｃ（ｕ，ｖ）＝－１

θ
ｌｎ１＋（ｅ

－θｕ－１）（ｅ－θｖ－１）
（ｅ－θ－１( )）

θ∈Ｒ

既能够描述正相关的，也能够描述存在着负相关性的随机

变量，且对相关性的程度没有限制

２２　Ｃｏｐｕｌａ函数参数估计
对于二维Ｃｏｐｕｌａ函数参数估计，最常用的方法为

相关指标法
［５］，它是根据Ｃｏｐｕｌａ函数的参数θ与变量

Ｋｅｎｄａｌｌ秩相关系数τ之间的关系进行参数估计，该方
法简单实用，Ｋｅｎｄａｌｌ秩相关系数相关概念及计算方法
详见文献［６］。水文领域常用的４种二维 Ａｒｃｈｉｍｅｄｅａｎ
Ｃｏｐｕｌａ函数的参数θ与变量Ｋｅｎｄａｌｌ秩相关系数的关系
式如下

［７］：

１）Ｇｕｍｂｅｌ－Ｈｏｕｇａａｒｄ（ＧＨ）Ｃｏｐｕｌａ

τ＝１－１θ
　 θ∈ １，[ ]∞ （２）

２）ＣｌａｙｔｏｎＣｏｐｕｌａ

τ＝ θ
２＋θ

　 θ∈ ０，[ ]∞ （３）

３）Ａｌｉ－Ｍｉｋｈａｉｌ－Ｈａｑ（ＡＭＨ）Ｃｏｐｕｌａ

τ＝ ３θ－２( )θ －２３ １－
１( )θ

２

ｌｎ１－( )θ　θ∈［－１，１）

（４）
４）ＦｒａｎｋＣｏｐｕｌａ

τ＝１＋４θ
１
θ∫

θ

０

ｔ
ｅｘｐ（ｔ）－１ｄｔ－( )１　 θ∈Ｒ （５）

２３　Ｃｏｐｕｌａ函数拟合优度评价
在估计各种Ｃｏｐｕｌａ函数的参数后，需要进一步进

行拟合优度评价，以选择最合适的 Ｃｏｐｕｌａ函数来描述
变量之间的相关结构。常用的 Ｃｏｐｕｌａ函数拟合优度评
价的方法

［８］
有离差平方和准则法（ＯＬＳ）、ＡＩＣ信息准

则法、Ｇｅｎｅｓｔ–Ｒｉｖｅｓｔ方法［９］。

本文采用ＡＩＣ信息准则法和离差平方和准则法进
行Ｃｏｐｕｌａ函数的拟合优度评价。
１）ＡＩＣ信息准则法
ＡＩＣ信息准则，是 Ａｋａｉｋｅ于１９７３年从信息论的

角度出发提出的用于模型的定阶和选择的方法
［１０］，形

式如下：

ＭＳＥ＝１ｎ
ｎ

ｉ＝１
（Ｆｅｍｐ（ｘｉ１，ｘｉ２，…，ｘｉｍ）－Ｃ（ｕｉ１，ｕｉ２，

…，ｕｉｍ）
２ （６）

ＡＩＣ＝ｎｌｎ（ＭＳＥ）＋２ｋ （７）
式中　Ｆｅｍｐ（ｘｉ１，ｘｉ２，…，ｘｉｍ）、Ｃ（ｕｉ１，ｕｉ２，…，ｕｉｍ）
分别为经验频率和理论频率值；ｍ是模型维数，ｎ是
观测样本个数，ｋ是模型参数个数；ＡＩＣ值越小，表明
模型拟合的越好。

２）离差平方和最小准则（ＯＬＳ）

ＯＬＳ＝ １
ｎ

ｎ

ｉ＝１
Ｆｅｍｐ（ｘｉ１，ｘｉ２，…，ｘｉｍ）－Ｃ（ｕｉ１，ｕｉ２，…，ｕｉｍ( )）槡

２

（８）
式中符号意义同上。

２４　概率分布与重现期
根据 Ｃｏｐｕｌａ函数，两变量联合概率分布可表

示为：

Ｆｘ，( )ｙ＝ＰＸ≤ｘ，Ｙ≤( )ｙ＝ＣＦｘ（ｘ），Ｆｙ（ｙ( )） ＝
Ｃｕ，( )ｖ （９）

变量Ｘ、Ｙ的边缘分布为：ｕ＝Ｆｘ（ｘ），ｖ＝Ｆｙ（ｙ）。
变量Ｘ、Ｙ边缘分布的重现期的计算公式如下：

( )Ｔｘ＝ １
１－ＰＸ≤( )ｘ＝

１
１－Ｆｘ( )ｘ （１０）

( )Ｔｙ＝ １
１－ＰＹ≤( )ｙ＝

１
１－Ｆｙ( )ｙ （１１）

对于多变量来说，就有联合重现期和同现重现期

两种定义：

联合重现期是指多个变量中至少有一个超过某一

特定值时，事件发生的重现期：

Ｔｏ ｘ，( )ｙ ＝ １
ＰＸ＞ｘ∪Ｙ＞( )ｙ ＝ １

１－Ｆｘ，( )ｙ ＝
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１
１－Ｃｕ，( )ｖ （１２）

同现重现期是指多个变量同时超过特定值时，事

件的发生的重现期：

Ｔａ ｘ，( )ｙ＝ １
ＰＸ＞ｘ，Ｙ＞( )ｙ＝

１
１－ｕ－ｖ＋Ｃｕ，( )ｖ

（１３）
３　飞来峡水库坝址洪水峰量联合分布

本文选取北江干流横石水文站（１９５３年设站，
１９９８年因飞来峡水库的修建而停测），１９１５年、１９３１
年、１９５３年至１９９８年洪水系列，其中１９１５年、１９１３
年为查测的历史洪水，１９５３－１９９８年为实测洪水系
列，数据均来自广东省水文局。采用年最大值法取样，

得到年最大洪峰流量和最大７ｄ洪量系列。
３１　边缘分布

洪峰与最大７ｄ洪量的边缘分布均采用 Ｐ－ＩＩＩ分
布函数，先采用线性矩法估计参数的初值，在此基础

上以离差平方和最小准则（ＯＬＳ）进行优化适线，最终
确定参数的值。年最大洪峰流量的均值、变差系数、

偏态系数分别为９３４２ｍ３／ｓ、０３５、０６４；最大７ｄ洪
量的均值、变差系数、偏态系数分别为 ３６０９亿 ｍ３、
０４２、０６。由参数即可确定边缘分布（边缘分布函数
公式略）。

３２　Ｃｏｐｕｌａ函数的参数估计与拟合优度评价
由 Ｋｅｎｄａｌｌ秩相关系数 τ计算得到的 ４种二维

ＡｒｃｈｉｍｅｄｅａｎＣｏｐｕｌａ函数的参数 θ见表２。采用 ＡＩＣ信
息准则法和离差平方和准则法进行 Ｃｏｐｕｌａ函数的拟合
优度评价的结果见表３，可见对于横石站洪峰与最大
７ｄ洪量，Ｇ－ＨＣｏｐｕｌａ拟合的最好。

表２　Ｃｏｐｕｌａ函数的参数值

峰量组合
Ｋｅｎｄａｌｌ

秩相关系数τ

Ｃｏｐｕｌａ函数参数θ

Ｇ－Ｈ Ｃｌａｙｔｏｎ Ｆｒａｎｋ ＡＭＨ

洪峰与最大７ｄ洪量 ０７５５２ ４０８５６ ６１７１２ １４４８６８ ０８８０８

表３　拟合优度评价结果

峰量组合
ＡＩＣ信息准则 ＯＬＳ信息准则

Ｇ－Ｈ Ｃｌａｙｔｏｎ Ｆｒａｎｋ ＡＭＨ Ｇ－Ｈ Ｃｌａｙｔｏｎ Ｆｒａｎｋ ＡＭＨ

洪峰与最大７ｄ洪量 －２８３５５５２ －２８０６３１ －２８０１５０９ －２３０７０９４ ００３９ ００４０３ ００４０５ ００７１

因此，选用二维Ｇｕｍｂｅｌ－ＨｏｕｇａａｒｄＣｏｐｕｌａ函数作
为横石站洪峰与最大７ｄ洪量联合概率分布的连接函
数，将确定的洪峰、最大７ｄ洪量的边缘分布函数的
参数及 ＧＨＣｏｐｕｌａ函数的参数代入其分布函数的公式

即可建立横石站洪峰与最大７ｄ洪量联合概率分布函
数，由根据公式（１２）、公式（１３）分别计算洪峰、最大
７ｄ洪量的联合重现期、同现重现期，并绘制其分布
图和等值线图，见图１。

　　　　　　　　　　　　　　（ａ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　（ｂ）　　　　　　　　　　　　　　　　　　（ｃ）

图１　洪峰与最大７ｄ洪量联合分布图（ａ）、联合重现期等值线图（ｂ）、同现重现期等值线图（ｃ）

根据分布图，即可查找飞来峡坝址洪水洪峰与最

大７ｄ洪量的联合分布值、联合重现期和同现期。如
以１９１５年发生的珠江流域全流域特大洪水为例，１９１５年
特大洪水，横石站洪峰、７ｄ洪量分别为２１０００ｍ３／ｓ、
９１１亿ｍ３，其边缘分布重现期为４１７ａ、５２６ａ；横石

站洪峰和７ｄ洪量的联合分布函数值为０９９７４，联合
重现期为３８５ａ，同现重现期为５８８ａ，意味着发生超
过１９１５年洪水的洪峰或者７ｄ洪量的重现期为３８５ａ，
发生洪峰和７ｄ洪量均超过 １９１５年洪水的重现期为
５８８ａ。
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３３　结果分析
飞来峡水库坝址洪水洪峰和最大７ｄ洪量同频率

组合下联合、同现重现期及其设计值见表 ４。从表 ４
中可见，联合重现期 Ｔｏ小于单变量边缘分布的重现
期，而同现重现期 Ｔａ则大于单变量边缘分布的重现
期；根据单变量同频率方法推算的设计值小于两变量

联合分布同现重现期计算的设计值。如以１０００ａ一遇

洪水为例，洪峰与最大７ｄ洪量的边缘分布重现期设
计值分别为２２４６４ｍ３／ｓ、９６０５亿ｍ３，联合重现期为
８４４０ａ，同现重现期为１２２６７ａ，同现重现期设计值
分别为２２８０２ｍ３／ｓ、９７５７亿ｍ３。以上结果表明，基
于单变量计算推算的设计值的实际上达不到所要求的

设计标准，基于两变量联合分布得到的洪水频率分析

计算结果更合理。

表４　洪峰和最大７ｄ洪量同频率组合下的重现期及其设计值

边缘分布 联合分布 同现重现期设计值

设计重现期Ｔ／ａ Ｑ峰／（ｍ
３·ｓ－１） Ｗ７／１０

８ｍ３ Ｔｏ／ａ Ｔａ／ａ Ｑ峰／（ｍ
３·ｓ－１） Ｗ７／１０

８ｍ３

１０００ ２２４６４ ９６０５ ８４４０ １２２６７ ２２８０２ ９７５７
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４　结语
以ＡＩＣ信息准则法和离差平方和准则法对 ４种

ＡｒｃｈｉｍｅｄｅａｎＣｏｐｕｌａ函数进行拟合优度检验，结果表明
Ｇｕｍｂｅｌ－ＨｏｕｇａａｒｄＣｏｐｕｌａ函数最适合作为飞来峡水库
坝址洪水洪峰与最大７ｄ洪量联合概率分布的连接函
数，基于此，本文建立了以 Ｐ－Ⅲ型分布为边缘分布
的飞来峡水库坝址洪水洪峰和最大７ｄ洪量的联合分
布。将基于Ｇｕｍｂｅｌ－ＨｏｕｇａａｒｄＣｏｐｕｌａ函数的飞来峡水
库坝址洪水两变量联合分布的洪水频率计算结果与单

变量洪水频率计算结果进行比较，发现两变量联合分

布得到的洪水频率分析计算结果更为合理，并绘制了

洪峰、最大７ｄ洪量的联合分布图和联合重现期、同
现重现期等值线图，为对飞来峡水库的洪水认识提供

新的信息和理论支撑。
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