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基于欧拉插值的最小二乘混合配点法 
在弹性力学平面问题中的应用 

王志芬，李春光，刘  丰，郑  宏 
(中国科学院武汉岩土力学研究所岩土力学与工程国家重点实验室，湖北 武汉 430071) 

摘  要：由于常规配点型无网格法存在求解不稳定、精度差和求解高阶导数等问题，提出了基于欧拉插值的最小

二乘混合配点法。该方法同时以位移和应变作为未知量，通过欧拉插值将未知变量的导数表达出来，同时在插值

中引入高斯权函数，并代入微分方程，从而形成以位移和应变为未知数的超定方程组，然后形成最小二乘意义下

的法方程，法方程和相应的位移边界条件、应力边界条件一起形成定解体系。该方法不需要域积分，是一种真正

的无网格法。一些典型的弹性力学平面问题表明本文方法具有良好的精度。 
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APPLICATION OF THE EULER INTERPOLATION-BASED LEAST 
SQUARE MIXED COLLOCATION METHOD IN  

ELASTIC PLANE PROBLEMS 

WANG Zhi-fen , LI Chun-guang , LIU Feng , ZHENG Hong 

(State Key Laboratory of Geomechanics and Geotechnical Engineering, Institute of Rock and Soil Mechanics,  

Chinese Academy of Sciences, Wuhan, Hubei 430071, China) 

Abstract:  Conventional collocation meshless methods suffer from instability, poor accuracy and high-order 

derivation problems in the solution processes. The least square mixed collocation method based on the Euler 

interpolation is proposed in this study to overcome the above problems. Both the displacement and the strain are 

unknowns, the derivatives of which are expressed by using the Euler interpolation. The Gaussian weight function 

is introduced, resulting in over-determined systems. The over-determined systems are to be solved subjected to 

boundary conditions in terms of stress and displacement. This proposed method does not require domain 

integration, which is essentially truly meshless. Typical examples of plane elastic problems are used to 

demonstrate the high accuracy of the method. 
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无网格法[1]是近十年来发展起来的一种数值方

法，由于它只需要节点信息，不需要网格信息，这

使得前处理变得非常的容易；其次，无网格法可以

很容易地从二维问题推广到三维问题，甚至物理学

中的更高维空间中的问题；由于无网格法的近似函

数仅依赖于节点，减少了有限元中因网格畸变带来

的困难[2]。虽然它起步较晚，但已经成为国内外研

究的热点，被认为是一种很有潜力的数值分析   

方法。 

各种无网格法之间的主要区别在于形函数构
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造和离散原理的不同，目前已提出约有几十种无网

格法，影响较大的有无网格伽辽金法(EFGM)[3―4]，

光滑质点流体动力学方法 (SPH)[5]，扩散单元法

(DEM)[6―7]，再生核粒子法(RKPM)[8]，Hp 云团法

(Hp-clouds)[9]和局部伽辽金无网格法(MLPG)[10―11]等。 

上述方法中，目前应用较为广泛的是无网格伽

辽金法[3]，它具有精度高、稳定性好的优点，但由

于它需要引入积分背景网格，因此计算量较大。而

配点法[12―13]不需要积分，避免了背景网格，因此是

一种真正的无网格法。但是这种方法目前还存在稳

定性和收敛速度问题，还需要进一步完善。关于无

网格的详细理论可参考文献[14]。 

本文在文献[15]的关于有限点法研究的基础

上，同时对应变和位移进行插值计算，并在插值过

程中引入权函数形成其混合问题，从而大大提高了

求解精度。为了摆脱配点法带来的稳定性问题，在

域内引入了额外的辅助点，让它们在最小二乘法意

义下满足方程。再结合相应的边界条件，即可形成

定解方程组。 

1  弹性力学平面问题 

设弹性体域为Ω，面力边界为 tΓ ，位移边界

为 uΓ ，弹性力学平面问题的微分方程为： 

, ( ) ( ) 0ij j ix f x   ，在Ω中 , 1,2i j      (1) 

( ) ( )ij j ix n t x  ，   在 tΓ 上 , 1,2i j     (2) 

( ) ( )i iu x u x ，      在 uΓ 上 1,2i       (3) 

2  最小二乘配点法 

张雄等[2]在配点法的基础上，为了提高求解的

精度和稳定性，在域内引入了辅助点，要求在域内

的节点和辅助点上满足平衡方程，此时由于方程数

大于未知数个数，需要用最小二乘方法求解，因此

称为最小二乘配点无网格法，原理如下： 

令域内节点和辅助点满足平衡方程，再加上相

应的力边界条件和位移边界条件，可得： 

11 1 12 2 1 K u K u P          (4) 

21 1 22 2 2 K u K u P           (5) 

式中： 1u 为由边界节点组成的向量； 2u 为域内节点

组成的向量； 11K 、 21K 为由边界条件得到的节点

系数矩阵；可由式(2)、式(3)直接得到； 12K 、 22K

为由域内节点平衡方程得到的节点刚度矩阵，可由

式(1)得到； 1P 为由边界节点已知的位移值和面力值

组成的向量矩阵； 2P 为由域内节点已知的体力值组

成的向量矩阵。 

式(4)和式(5)分别对应于边界条件和平衡方程。

由式(4)可解得： 
1

1 11 1 12 2( ) u K P K u          (6) 

将式(6)代入式(5)中，可得： 

2 Ku P
 

                   (7) 

这里： 
1

22 21 11 12
 K K K K K


, 1

2 21 11 1
 P P K K P


 

容易求得式(7)在最小二乘意义下的解为： 
T 1 T

2 ( )u K K K P
   

          (8) 

需要注意的是，由于该方法用到了位移的二阶

导数，因此计算复杂，也导致精度有一定程度的  

降低。 

3  欧拉插值法 

根据泰勒公式，对于函数 f，若在点 0x 存在直

至 n 阶导数，则有： 

0( ) ( ) (( ) )n
nf x T x o x x    

即 

20 0
0 0 0

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1! 2!

f x f x
f x f x x x x x

 
        

( )
0

0

( )
( ) (( ) )

!

n
n n

o

f x
x x o x x

n
   　     (9) 

对于二元函数 ( , )if x y ，它的泰勒级数为： 
2 2

2 2
2 2

2 3 3
3 2

3 2

1 1

2 2

1 1

6 2

i f f f f
f f x y x y

x y x y

f f f
x y x x y

x y x x y

   
         

   

  
       

    
　　　

 

3 3
2 3

2 3

1 1

2 6

f f
x y y

x y y

 
    

  
　　　         (10) 

如记： 

2 2 31 1 1
= 1

2 2 6i i i i i i i ix y x y x y y
         

d   

      (11) 
3 3 3

0 2 2 3
=

f f f f f
f

x y x y x y y

     
         
F   

  (12) 

则 0
i

if R  d F 。 

当在点(x0, y0)附近取 m 个点进行展开时，略去

高阶无穷小量，则可以建立如下以 0F 为未知变量

的方程组： 

0 F D F                  (13) 
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这里： 
1 2 T[ ]mf f fF       (14) 

1

2

m

 
 
 
 
 
 

d

d
D

d


                  (15) 

当 m=n 且 D 可逆时，可利用 if 表达 0F 。 

当 D 不可逆时，可以选择 m>n，这时式(13)为

超定方程组，从而可以利用下面的法方程得到其投

影解： 
T T

0 D F D D F             (16) 

从而求得： 
T 1 T

0 ( ) F D D D F          (17) 

事实上， TD D 也有可能是不可逆的，这时总

可以选取合适的展开点或增加展开点的个数，使得
TD D 可逆。具体方法可参见文献[15]。 

式(17)中的前三行可以写为： 

0 1
i

if f               (18) 

0
2
i

i

f
f

x






               (19) 

0
3
i

i

f
f

y






                (20) 

其中， j 为矩阵 T 1 T( )D D D 中的第 j 行，i 为某点

邻近点的点数。 

这样我们就可以以邻近点的未知量来表达一

点的导数，因为这种方法和欧拉法类似，因此可以

称之为欧拉插值法。 

4  最小二乘混合配点法 

根据插值理论，插值中所需的导数越高，则精

度越低。为了提高求解精度，可以采取增加未知变

量，从而降低求导阶次的方法。对于弹性力学问题，

可以把应变和位移都作为独立变量，进行独立插值，

从而在控制方程中仅需要一阶导数，这种把应变和

位移都作为独立未知变量的问题即为混合问题。 
以 x y xyu v   、 、 、 、 作为独立变量，对于平面

应力问题，原有的平衡方程可写为： 

2

1

2

11
2

x
x

y
y

xy

fx x yE
f

y y x

 


  

                                 

  (21) 

应变与位移的关系为： 

1 0
x

u

x 
        

            (22) 

1 0
y

v

y 
  

      
            (23) 

1 0

xy

u

v
y x



 
             

       (24) 

因 此 ， 对 于 平 面 应 力 问 题 ， 以

x y xyu v   、 、 、 、 表达的控制方程为： 

2 2

2 2

0 0
1 1

0 0
1 1

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 1

x

y

xy

E E

x x y

E E u
y y x v

x

y

y x

 
 
 
 





   
     

                              
 
     

    

0

0

0

x

y

f

f

 
  
 
 
 
  

                          (25) 

其中，
2(1 )

E





。 

应力边界条件为： 

2

1

2
11

2

x
x

y
y

xy

tE
t

 


  

   
                 

l l m

m m l

   (26) 

其中， l m、 为方向向量。 

位移边界条件为： 

u u

v v

   
   

   
            (27) 

把 x y xyu v   、 、 、 、 采用式(18)~式(20)插值

后，代入式(25)，合并所有的节点，可得： 

HU f               (28) 

其中： 
T T T T

1 2 N+N[ ( ) ( ) ( )]
a

H H x H x H x ； 

T
1 2[ ]N

U u u u ； 
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T
1 2[ ]

aN Nf f f f 。 

上述表达式中的元素可具体写为： 

1 2( ) [ ( ) ( ) ( )]i i i N iH x H x H x H x ， 

2 2 32 2

3 3 22 2

2

3

3 2

0 0
1 1

0 0
1 1( )

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 1

j j j

j j j

j i
j

j

I I

E E

E E

  
 
   
 





 

 
   
 
    

 
  
  

H x ， 

T[ ]j j j xj yj xyju v   u ， 

T[ ( ) ( ) 0 0 0]i x i y if f  f x x 。 

N 为域内和边界上未知节点的个数； N 为域

内的节点个数； aN 为辅助点个数。 

同理，代入应力边界条件式(26)，得： 
QU t               (29) 

式中： 

t

T T T T
1 2[ ( ) ( ) ( )]NQ Q x Q x Q x ； 

1 2( ) [ ( ) ( ) ( )]i i i N i
Q x Q x Q x Q x ； 

1
2

1
0 0

2( )
11

0 0
2

j

j i

E

 

 
 

  
  

  

l l m
Q x

m m l

； 

t

T T T T
1 2[ ]Nt t t t ； 

T[ ]x yt tt 。 

式中， tN 为位移边界上节点的个数。 

代入位移边界条件式(27)，得： 

NU = u                  (30) 

式中： 

1

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0
j

I 
 

  
 

N ； 

u

T T T T
1 2[ ]Nu u u u ； 

T[ ]i u vu 。 

式中， uN 为应力边界上节点的个数。 

由于式(28)中方程个数大于未知数个数，对其

采用最小二乘方法，得到： 
T TH HU H f            (31) 

将式(29)~式(31)写成矩阵形式为： 

KU = P                 (32) 

其中： 

T 
 
 
 
 

H H

K = Q

N

；

T 
 
 
 
 

H f

P = t

u

。 

从而形成以节点处 x y xyu v   、 、 、 、 为未知数的

代数方程组，该方程组的解精确满足给定的位移及

应力边界条件。 

5  加权处理 

为了提高精度，对式(13)乘以权函数 w 后，得

到： 
T 1 T

0 ( ) F D WD D WF        (33) 

再代入式(32)，则可以进一步提高求解精度。

其中W 是以 w 为对角元素的方阵。 

本文权函数取如下的高斯函数： 
2 2 2

2

e e
1

( ) 1 e
0 1

r

r
w r

r

 



 



 
  
 

≤，

，

        (34) 

其中， 2 2( ) ( )I I mIr x x y y d    ， mId 为影响

域半径，参考文献[2]，本文算例中  均取 3。 

6  数值算例 

本文将以无限大带圆孔方板、悬臂梁和均质边

坡为例，应用该方法进行数值计算和具体分析。 

6.1  无限大带圆孔方板 

具有半径为 1a  m 的中心圆孔的方板，在无穷

远处承受水平均匀拉力 1 Pat  的作用。材料参数取

为 1010 PaE  ， =0.3。按平面应变分析时，其应

力解析解[14]为： 
( , )x x y    

2 4

2 4

3 3
1 cos 2 cos4 cos4

2 2

a a

r r
      

 
   (35) 

( , )y x y     
2 4

2 4

1 3
cos2 cos4 cos 4

2 2

a a

r r
      

 
    (36) 

2 4

2 4

1 3
( , ) sin 2 sin 4 sin 4

2 2
xy

a a
x y

r r
        

 
(37) 

位移的解析解为： 

1 1
cos 2

4 2ru r
 


       

              

2 4

3
[1 (1 )cos2 ] cos2

a a

r r
  


   


   (38) 
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2 4

3

1
(1 ) sin 2

4

a a
u r

r r
  


 

    
 

    (39) 

式中：
2(1 )

E





；

3 4
= 3

1+


 





 


平面应变

平面应力
；r 、

是相对于原点在圆孔中心的坐标系的极坐标。 

由于结构和边界条件具有 1/4 对称性，因此取

1/4 模型作为研究对象，计算区域尺寸为 5 m×5 m，

如图 1 所示。对其区域进行节点离散，采用 577 个

节点和 1062 个辅助点进行计算。节点分布如图 2

所示。采用 ABAQUS 有限元对比分析时，与无网

格具有相同的节点，选用 CPS3 单元。 

图 3 所示的是在 x=0 截面上各点的正应力分

布，可见，经过加权处理后，不仅解的稳定性得到

了改善，并且解的精度得到了较大的提升，在 x=0，

y=3 处，未加权时的水平应力为 2.479 Pa，加权后

的应力为 3.157 Pa，误差从 17.38%降低到 5.23%，

与相同节点情况下 ABAQUS 给出的应力值

3.102 Pa 相差不大。 

从 x=0 截面上的竖向位移来看，如图 4 所示，

本文得到的加权解不仅要远远好于未加权情况下

的解，而且也大大好于 ABAQUS 给出的结果，这

是由于采用混合法后，使得位移的精度得到了进一

步的提高。 
图 5 给出了 x 的分布云图，可见得到的解具有

较高的光滑性。 

 
图 1  1/4 模型 

Fig.1  A quarter model 

 
 
节点

辅助点

 
图 2  节点布置图 

Fig.2  Node arrangement 

 

1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
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解析解

FEM
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x
截
面
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力
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布
x

 
图 3  x=0 截面的正应力 x 分布 

Fig.3  Normal stress x on the plane of x=0 
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图 4  x =0 截面的位移 uy分布 

Fig.4  Displacement uy on the plane of x=0 

 

图 5  x 应力云图 

Fig.5  Contour plot of x  

6.2  悬臂梁 

如图 6 所示悬臂梁，在其自由端承受一抛物线

型分布的表面力。载荷 (表面分布力的积分 )P= 

1000 N，长 L=48 m，宽 D=12 m，取单位厚度，材

料的弹性模量 E= 30  MPa，泊松比 =0.3，不计自重。

考虑平面应力情况，其应力、位移的解析解[16]为： 

2
2(6 3 ) (2 )

6 4

Py D
u L x x y

EI


  
       

   
  (40) 
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2
2 23 ( ) (4 5 ) (3 )

6 4

P D x
v y L x L x x

EI
 

 
      

 
 

(41) 
( )

xx

P L x y

I
 

                        (42) 

0yy                               (43) 

2
2

2 4xy

P D
y

I


 
  

 
                    (44) 

其中，I 为惯性矩，对于单位厚度的矩形截面梁有
3 / 12I D ，采用 52 个规则的节点和 36 个辅助点

离散模型，节点布置如图 7 所示。有限元解由

ABAQUS 求解得到，采用 CPE4 单元。 

 
图 6  悬臂梁 

Fig.6  Cantilever beam 

 
图 7  节点布置图 

Fig.7  Node arrangement 

中心截面的竖向位移如图 8 所示，梁端部的解

析解为 0.00890，本文得到的解为 0.00881，ABAQUS

的解为 0.00876，本文方法的误差 1.01%要小于

ABAQUS 的误差 1.57%。从 x=L/2 的截面上的剪应

力来看，如图 9 所示，本文获得了几乎精确的解，

而 ABAQUS 的误差特别大，这是由于 CPE4 单元

是协调元造成的。从图 10 的竖向位移云图看，解

具有很好的规律性。 
图 11 给出了悬臂梁上表面正应力 xx 的分布，

由计算结果可看出，本文方法的计算精度远高于文

献[17]中的直接配点法，而与文献[17]中的 MWLS

的计算精度相当，但 MWLS 采用 159 个节点，而

本文方法仅用 52 个节点，MWLS 的节点个数是本

文方法的 3 倍多。需要指出的是，本文的结果只是

在位移边界附近误差较大，而位移边界条件的施加

对无网格来讲，本身就是比较头疼的问题，如将来

有合适的解决方案，本文方法的精度会得到显著  

提高。 
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图 8  沿 y=0 截面的位移 v 分布 

Fig.8  Displacement v on the plane of y=0 
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图 9  x=L/2 截面的剪应力分布 

Fig.9  Shear stress on the plane of x= L/2 
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图 10  竖向位移云图 

Fig.10  Contour plot of the vertical displacement 

 
图 11  悬臂梁上表面正应力 xx 分布 

Fig.11  Stress xx  at points on the supper surface of the beam 
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6.3  均质边坡 

一均质边坡[18]，边坡材料弹性模量 E=80 MPa，
重度为  =19.62 kN/m3，泊松比 =0.43。边界条件

为两侧为法向约束，底部为固定约束。该边坡仅受

重力作用，边坡尺寸如图 12 所示，节点布置见图

13。图 14 及图 15 给出了边坡竖向位移云图及应力

云图，可见应力的光滑性要比位移的光滑性差，尽

管如此，它要比有限元得到的间断应力场好得多，

如施加光滑处理，会得到更好的应力场。 

 
图 12  边坡模型图  /cm 

Fig.12  Model of slope 

 
图 13  节点布置图 

Fig.13  Node arrangement 

 
图 14  竖向位移云图 

Fig.14  Contour plot of uy 

 
图 15  y 应力云图 

Fig.15  Contour plot of y  

7  结论 

本文将欧拉插值引入求解弹性力学问题的最

小二乘配点无网格法，通过以下技术措施： 

(1) 同时将位移和应变作为未知量，形成最小

二乘混合配点法； 

(2) 在欧拉插值中引入高斯权函数。 

从而大大提高了求解精度。 

由于这种方法不需要域积分，所以求解效率 

较高。 

算例表明，该方法具有和有限元相当的精度，

在某些问题上甚至高于有限元的精度。 
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