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基于镜像激励的结构动力学系统的设计点激励 

任丽梅，刘建民，肖玉柱 
(长安大学理学院，陕西，西安 710064) 

摘  要：在随机振动及结构可靠性研究中，动力学系统的设计点激励有着不可替代的作用，但非线性动力学系统

设计点激励的计算方法仍是当今研究者的焦点之一。该文利用振子自由振动响应的镜像激励，给出了高斯白噪声

激励下非线性系统的设计点激励，并将其应用到首穿失效概率估计问题中，与原始的蒙特卡罗模拟相比较，两者

体现了高度的一致性。为进一步说明该文方法的正确性，针对线性系统，利用解析方法获得设计点激励的准确值，

利用镜像方法所得近似值，将其均应用到首穿失效概率的计算中，数值例子显示，两种方法所得设计点激励稍有

不同，但在计算首穿失效概率时，展现出同样的有效性。 
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DESIGN-POINT EXCITATION OF STRUCTURAL DYNAMIC  
SYSTEMS BASED ON MIRROR-IMAGE EXCITATION 

REN Li-mei , LIU Jian-min , XIAO Yu-zhu 

(School of Science, Chang’an University, Xi’an, Shaanxi 710064, China) 

Abstract:  For structural dynamic systems, the design-point excitation plays an important role in structural 

reliability assessment and random vibration. The calculation method of design-point excitation is still an important 

research focus today. This paper suggests a procedure to obtain the design-point excitation of non-linear systems 

based on mirror-image excitation of the free-vibration response. It is shown that the design-point excitation thus 

obtained is effective in estimating excursion probabilities in non-linear dynamic systems when compared with the 

Monte Carlo method. In order to further illustrate the effectiveness of the method, the paper gives a numerical 

example of linear dynamic systems. We obtain the design-point excitation based on both the analytical method 

and mirror-image excitation. It is shown that the two methods have the same effectiveness when estimating 

excursion probabilities. 

Key words:  structural dynamics; design-point excitation; mirror-image excitation; first passage probability; 

free-vibration response 

 

在时不变结构中，设计点是位于极限状态曲面

上，与原点距离最近的点，它是结构可靠性研究的

关键一环，也在许多数值方法中具有重要的作用。

近年来，随机振动的许多问题均可用时不变结构 

理论的计算工具解决[1―3]，此时解决问题的一个基

本步骤，即是求解设计点。为此，需将随机激励离

散成为有限多个随机变量，此时的设计点是一向

量。在随机激励的样本轨道空间中，设计点所处的

样本轨道称为设计点激励，相应的系统响应称为设

计点响应，这一对特殊的输入-输出对是随机振动问

题中最感兴趣的样本轨道，而且因为由设计点激励

也可得设计点，使得设计点激励本身在随机振动的
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研究中也成为热点之一。 

在非线性动力学系统，关于设计点激励的研究

始于 Drenick 在 1977 年的研究[4]，那时设计点激励

被称为“关键激励”，随后在地震工程、材料工程

等应用领域中，研究者[5―12]提出许多获得设计点激

励的方法，其中 Drenick 与 Takewaki 利用等效线性

化方法得到非线性系统的设计点激励的近似解。 

在本文中，针对高斯白噪声激励的非线性系

统，利用镜像方法得到设计点激励，并给出非线性

系统的数值算例，演示了所得的设计点激励，及其

在结构系统首穿失效问题中的应用。并且为了比

较，本文针对线性系统，利用解析方法与镜像方法

获得设计点激励，并将其应用到结构动力学系统首

穿失效概率的计算中，数值例子显示，两种方法所

得设计点激励稍有不同，但在首穿失效概率的计算

中，展现出同样的有效性。 

1  设计点激励 

对于线性系统，由于可利用杜哈梅积分将系统

响应表示成脉冲响应与随机激励的函数，因此本部

分给出高斯白噪声激励的线性系统设计点激励的

解析表达式。 
根据文献[13―15]，有限方差、零均值、单边

谱密度为 0G 的高斯白噪声激励 ( )f t 的离散形式可

表示为： 

T
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( ) ( ) ( )
n

i i
i

f t u s t S t


  U ， 0 t T        (1) 

其中： T
1( , )nu uU  是相互独立的标准正态随机

向量； T
1( ) ( ( ), ( ))nS t s t s t  是与激励过程的协方差

函数有关的基函数。 

考虑式(1)激励的线性系统： 

( ) ( ) ( ) ( )mX t cX t rX t f t     

利用杜哈梅积分，系统响应为： 

0
( ) ( ) ( )d

t
X t f h t    ， 0 t T  ，  (2) 

其中， ( )h t 为单位脉冲响应函数，依赖于输入及系

统的特性。将式(1)代入(2)中，并改变积分与求和的

顺序，可得： 
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其中： T
1( ) ( ( ), ( ))nA t a t a t  ，且

0
( ) ( ) (

t

i ia t s h t   

)d  。响应过程是正态随机向量U 与确定型函数

( )A t 的点积，而 ( )A t 是激励的基函数 ( )S t 与单位脉

冲响应函数的卷积。考虑在 kt 时刻( 0 kt T  )的首

穿失效随机事件{ ( ) }kX t b ，其中b 是系统安全域

边界，即引起首穿失效事件发生的随机激励U 满

足： T( ) 0kb A t U ≤ 。在结构可靠性理论中，称 
T( ) =0kb A t U               (4) 

为极限状态曲面方程。 

在所有引起首穿失效事件{ ( ) }kX t b 发生的

高斯白噪声激励的样本轨道中，有一条是与原点的

距离最近的，也是首穿失效发生的可能性最大的样

本轨道，即为设计点激励。求解优化问题： 
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则可得 kt 时刻设计点： 
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则 kt 时刻设计点激励为： 
T

* T *
2

( ) ( )
( ) ( ) ( , )

( )
k

k

k

S t A t
f t S t U b t b

A t
      (6) 

kt 时刻设计点响应为： 
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2  镜像激励 

由于非线性动力学系统无法表示为式(2)的形

式，即无法给出式(4)所示的极限状态曲面方程，因

此不能利用式(5)、式(6)来求解非线性系统的设计点

及设计点激励，本文考虑到设计点激励的特殊性

质，从能量角度分析，可知设计点激励与振子的自

由振动响应的镜像激励一致。 

考虑非线性振子( 0 t T≤ ≤ )：  

( ) ( ) [ ( )] ( )mX t cX t R X t f t            (8) 

其中： m 是质量； c 是阻尼系数； [ ]R  是 ( )X t 的   

函数。 
令 ( )FX t 表示振子的自由振动响应，即是式(8)

的右边设置为 0 时的解，且具有初始条件
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(0)FX b , (0) 0FX  ，并且对于任给  ，令

1( ) ( )FX t X t  ，称 1( )X t 为自由振动的镜像响

应，则满足 1(0) ( )FX X  ， 1(0) ( )FX X    ，

1( )X b  ， 1( ) 0X   。设产生镜像响应 1( )X t 的激

励为 1( )f t ，称 1( )f t 为自由振动的镜像激励，且两

者满足： 

  1 1 1( ) ( ) ( ) [ ( )]=f t mX t cX t R X t      

 ( ) ( ) [ ( )]F F FmX t cX t R X t          

2 ( )FcX t                           (9) 

最后一个等号的成立利用了： 

( ) ( ) [ ( )] 0F F FmX t cX t R X t           (10) 

镜像激励即为设计点激励： 
*

1 1( ) ( )f t f t                 (11) 

则可得设计点： 
* *

1 0( ) / 2π /U f t G t        (12) 

现从能量的角度说明式 (11)的合理性，令

( )FE t 表示系统在自由振动运动时系统动能与势能

的和。在时间区间 0 t ≤ ≤ 内，在自由振动时能量

的耗散表示为： 2

0
(0) ( ) ( )dF F FE E cx t t


    ，假设

系统遭受到镜像激励，并假设 1( )E t 表示此时的总

能量，则可根据镜像激励的定义，有 1(0) ( )FE E  ，

1( ) (0)FE E  ，即在自由振动运动中能量消耗和镜

像激励的能量消耗数量相同。另一方面，由于

1( ) ( )FX t X t    ，镜像激励做的功可为： 

2
10

2 ( )dW cx t t


    

即 2( (0) ( ))F FW E E   ，表示在镜像激励下，系

统消耗了输入能量的一半，而另一半能量系统则储

存起来，用于在时刻  系统达到目标能量

1( ) (0)FE E  。 

假设时刻  振子 (8) 的极限状态函数为：

( , , ) ( , ) 0g f b X f b    ，在高斯白噪声场合，由

式(5)与式(6)可知设计点激励与设计点是成比例的，

求解设计点
2*( ) arg min{ ( ) ( , , ) 0}u u g u b   ∶ ，

即求解
2*( , ) arg min{ ( , , ) 0}f b f g f b  ∶ ，其

中，
2

f 表示输入能量，因此现在问题转化为：需

要找到具有最小能量的输入激励 ( )f t ，使得在时刻

 系统响应到达安全域边界b 。并且在此时系统响

应的速率为零，即 *( , ) 0X f   ，否则将有一部分

输入能量转化为 时刻的系统动能，这是不需要的。 

3  数值算例 

考虑式 (8) 的振子，其中： 1000 kgm  ，

[ ( )]=R X t 3[ ( ) ( ) ]k X t X t ， 24000π N/mk  ，
2=1 m  ， 200π N s/mc   ， =12T s，单边谱密度

为 6 2
0 10 N s/radG   ， 1.0676b  ，且

T
t

n
  ，

kt k t  ， 0 10 nt t t T ≤ ≤ ，取 0.01t  ，

即 1200n  ，利用镜像激励可得 kt 时刻的设计点激

励，据式(12)与式(7)可得设计点、设计点响应。图

1 给出时刻 kt =10 s 时的设计点激励与响应。事实

上，所有离散时刻的设计点激励构成一个 1200 阶

的下三角矩阵，在 kt 时刻的设计点激励满足在 kt t

后为零。从图 1 可看出，在设计点激励下系统响应

在时刻 kt 首次到达安全域边界b。 

 

 
图 1  =10kt s 时设计点激励(上)、设计点响应(下) 

Fig.1  Desgin-point excitation and responses at time t=10 s 

4  设计点激励在随机振动中的应用 

本部分首先给出非线性结构系统的数值算例，

演示设计点激励在结构系统首穿失效问题中的应

用。其次给出线性系统的数值算例，分别利用式(5)

与式(12)两种方法获得设计点，并将其应用到首穿

失效问题中去，结果显示，镜像激励获得的设计点

同解析解同样有效。 
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例 1.  高斯白噪声激励的非线性系统。 
3( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( )

(0) (0) 0

Y t Y t Y t Y t f t

Y Y

     


 

 


＋

   (13) 

激励终止时刻 50T  s， 0 t T≤ ≤ ，其中：

=0.05 是粘滞阻尼系数， ( )f t 是式(1)的白噪声，

[ ( ) ( )] ( )E f t f t     ， 0.2  ， 2b  ， 是非线

性参数，取 0.05t  。将式(13)离散后，根据式(11)

得到设计点激励，根据式(12)得到设计点，再利用

文献[16]中方法，利用设计点构造控制函数，模拟

1000 个样本，分析系统式(13)当非线性参数 1  的

首穿失效概率估计问题，并与原始的蒙特卡罗模拟

相比较，蒙特卡罗模拟用 610 个样本，如图 2 所示，

实线是蒙特卡罗模拟的首穿失效概率值，*线是利

用镜像激励估计的值，两者具有高度的一致性。说

明由镜像激励所得的设计点激励在首穿失效概率

的计算中是非常有效的。 

 
图 2  首穿失效概率模拟比较图 

Fig.2  First failure probability simulation comparison chart 

例 2.  高斯白噪声激励的线性系统。 

考虑例 1 中 0  时的线性振子，b  4，其它

参数与例 1 中一致。本部分采用两种方法获得设计

点：据优化方法，利用式(5)得设计点的解析解；据

镜像激励，利用式(11)得设计点激励，式(12)得设计

点。首先本文给出两种方法所得的设计点，如图 3
所示，图 3 中是离散时刻 50kt  s 及 40kt  s 的设

计点，图显示两者稍有不同，由式(5)所得设计点解

析解振幅较大，这是因为在求解镜像激励时，考虑

的是在激励持时到达安全域边界的具有最小能量

的输入。进一步，利用文献[16]的方法，应用设计点

到首穿失效概率的计算中，各模拟 1000 个样本，模

拟结果如图 4 所示。实线是优化方法所得解析解估

计的首穿失效概率值，*线是镜像激励估计的值，两

者具有高度的一致性。进一步，将样本容量逐渐减

小，分别取 50 个、100 个、及 300 个样本进行模拟。 

设
计
点
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图 3  当 50skt  (上)及 40skt  (下)时设计点的比较图 

Fig.3  Comparison chart of the design-point excitation at time 

t=50 s and t=40 s 

首
穿
失
效
概
率

 
图 4  两种设计点计算的首穿失效概率比较图 

Fig.4  First failure probability simulation comparison chart 

图 5、图 6 是分别利用式(5)与式(12)计算的设计

点，取不同样本时计算的首穿失效概率。其中实线

为 1000 个样本值时的首穿失效概率。*线是不同样

本时的模拟值，失效概率值每隔 30 个点取一个值， 
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图 5  利用优化方法所得设计点，在取不同样本时的 

首穿失效概率比较图 

Fig.5  First failure probability with different numbers 

of samples by Eq.5 

从两图比较来看，当取 50 个样本估计首穿失效概

率时，效果均不好，取 300 个样本来模拟时效果均

较好。当取样本量为 100 个的时候，利用式(5)计算

的模拟结果吻合较好。综合图 3~图 6 可看，两种方

法所的设计点激励稍有不同，但在首穿失效概率的

计算中，展现出同样的有效性。 

 

 

首
穿

失
效

概
率

 
图 6  利用镜像激励所得设计点，在取不同样本时的 

首穿失效概率比较图 

Fig.6  First failure probability with different numbers 

of samples by Eq.12 

5  结论 

本文利用振子自由振动响应的镜像激励，给出

了高斯白噪声激励下非线性系统的设计点激励，并

将设计点激励所获得的设计点成功应用到首穿失

效问题中去，所得首穿失效概率的估计值与蒙特卡

罗模拟方法得到的高度一致。并在线性系统场合，

分别利用优化方法与镜像激励方法所得到设计点

激励，得到设计点的解析解式(5)与近似解式(12)，

并将其应用到首穿失效问题中去，比较可知，在首

穿失效概率的估计中，镜像激励所得设计点与解析

解相比同样有效，两者得到的估计值保持了高度的

一致。本文所提出的利用镜像激励方法获得设计点

激励，不仅在首穿失效问题中起到了重要的作用，

也将在随机动力学的系统响应研究及结构可靠性

研究中起到重要的作用，但不足之处是仅限于高斯

白噪声激励。 
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