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摘  要：考虑材料非线性和几何非线性对钢筋混凝土框架进行了结构承载力分析。在结构承载力分析过程中，

考虑混凝土的拉伸硬化作用，根据欧洲规范等效曲率公式提出了解析刚度计算模型；根据变形协调条件，考虑

框架结构 P-效应和杆件 P- 效应得到杆件的侧向变形计算公式。该文利用提出的解析刚度计算模型和框架结

构侧向变形公式实现了框架弯矩重分布。将该文提出的方法的计算结果与已有的试验结果对比表明：该方法可

行，框架弯矩和侧向挠曲变形随荷载增大呈现明显的非线性。 
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SECOND ORDER EFFECT ANALYSIS OF REINFORCED CONCRETE 
FRAMES BASED ON ANALYTICAL STIFFNESS MODEL 
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Abstract:  The load capacity of reinforced concrete frames is investigated considering the material and 

geometrical nonlinear characteristics. An analytical stiffness model for reinforced concrete frames is presented 

based on the equivalent curvature formula derived from Eurocode. The tension stiffening of concrete is taken 

into account within the analytical stiffness model. Based on the deformation compatibility condition, the 

deflection equations are derived considering the P- effect and P- effect. The moment redistribution in the 

frame is achieved based on the proposed analytical stiffness model and the deflection equations. Comparison 

with test data illustrates that the proposed load capacity evaluation method is feasible and the bending moment 

and lateral deflection of the frames increase nonlinearly with the increase of the bearing load. 
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钢筋混凝土框架结构是房屋建筑中常用的结

构形式，它由能承受竖向荷载和水平荷载的梁和柱

组成。长期以来工程设计中钢筋混凝土超静定框架

一直按理想弹性体进行内力分析，即对于等截面杆

件，均假设刚度是均匀的，实际上，由于混凝土材

料的非线性及易裂性，当荷载达到一定值时，特别

是在混凝土开裂或钢筋屈服后，结构或结构杆件处

于材料非线性和几何非线性状态，按线弹性理论得
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到的钢筋混凝土框架结构的内力和变形明显偏小。

因此有必要对框架结构受力和变形进行深入研  

究[1]，以得到结构反应的真实解，从而保证结构的

安全。 

钢筋混凝土框架结构的非线性分析包括材料

非线性和几何非线性。材料非线性主要考虑混凝土

开裂、配筋或钢筋粘结滑移的影响，几何非线性主

要考虑结构的变形，即结构 P-效应和杆件 P- 效

应的影响。混凝土开裂或结构变形均会引起杆件刚

度发生变化，从而导致结构内力发生变化及结构承

载力的降低。随着高强混凝土和高强钢筋的普及，

框架杆件的截面尺寸越来越小，长细比越来越大，

非线性问题越来越不能被忽略，合理地计算钢筋混

凝土框架杆件的二阶效应也更重要。所以很有必要

对结构进行材料非线性和几何非线性分析。国内外

学者已就钢筋混凝土框架的非线性分析开展了试

验和理论研究[2―13]。对钢筋混凝土框架的分析包括

杆件内力分析和结构承载力分析。一些学者[14―15]

利用全过程分析方法对钢筋混凝土杆件进行二阶

效应非线性分析，模拟了杆件截面从加载至破坏的

受力全过程，充分反映了材料的塑形性能和结构内

力重分布现象，并给出了可用于实际应用的计算公

式和方法。焦俊婷等[1]对常用的强柱弱梁矩形截面

门式框架采用分段刚度法进行数值分析，研究了框

架梁、柱的变形，及柱顶集中荷载对框架内力和侧

移的影响。徐诗童等[6]对两榀单层单跨钢筋混凝土

框架进行了试验研究，并采用文献[7]提出的简化

内力计算法-“分段降刚度法”分析了框架的受力

特性。也有很多学者采用刚度矩阵法分析框架的承

载力[8―11]。舒兴平等[10]考虑杆件剪切变形影响推

导出分析框架极限承载力的几何非线性刚度矩阵；

Pourazarm 等[11]利用单元位移法得到框架折减刚

度矩阵对框架极限承载力进行了非线性分析。原则

上，考虑杆件材料非线性和几何非线性的有限元法

是分析钢筋混凝土结构二阶效应的基本方法，但因

在材料本构关系和计算技巧上有多种选择性，因为

计算的定量结果不是很稳定，故多用于研究工作或

用来分析比较各种使用计算方法的有效性，有些规

范，如 ACI 318-11[16]和欧共体 EC-2 规范都把该方

法作为基本分析方法列入规范。 

由上看出，考虑材料非线性对钢筋混凝土框架

进行非线性分析，关键在于确定杆件的弯矩-曲率-

轴力关系和变刚度分析的计算模型。对小变形杆

件，截面抗弯刚度的变化依赖于截面的弯矩 M-曲

率关系。对于挠曲变形较大的受压杆件，由于受

轴力影响，弯矩-曲率曲线不再适用[4]。早在 1972

年，Ghosh 等按非线性理论用数值计算方法求出了

不同轴力作用下的 M-曲线簇。国内也曾采用数

值积分方法计算截面的 M-关系用以对梁、柱及

框架进行全过程分析[1]。目前国内计算杆件刚度时

常采用刘南科[4]给出的弯矩-曲率-轴力三折线简化

法，但该三折线是非连续函数，不方便用于计算，

且该方法只适用于框架大偏心受压情况的计算。 

结构进入非线性状态后，杆件不同截面受力不

同，刚度也不同，从而引起结构塑性变形和内力重

分布[14]随着弯矩重分布越来越明显，非线性变形

越来越大，进一步加剧了弯矩重分布。本文考虑结

构的材料非线性和几何非线性建立解析刚度模型

对框架结构二阶效应进行了非线性分析。该模型通

过建立弯矩内力平衡方程，利用边界条件和变形协

调条件，考虑框架结构的 P-效应和杆件的 P- 效

应，提出了承受竖向荷载和水平荷载压弯杆件的侧

向挠曲变形计算公式。采用考虑混凝土开裂、钢筋

变形及粘结钢化效应的压弯截面刚度模型,建立了

杆件单元的单元刚度模型，给出了考虑材料及几何

非线性的框架结构内力计算方案。 

1  压弯单元及杆件分析 

1.1  基本假定 

1) 不考虑剪切变形。截面转角为挠度的一阶

导数。 

2) 等刚度假设。单元内各截面刚度相等。 
3) 小变形模型。假定截面曲率是挠度 w 的

二阶导数。 

4) 大变形理论。考虑框架结构 P-效应及杆

件 P- 效应。 

1.2  单元弯矩分布模型 

如图 1 所示，杆件承受轴力 N 和端弯矩 MA、

MB 作用。如图 1，将杆件沿其长度分为 n个单元，

z1、z2、、zn分别为各单元的长度，、1、2、、

n 为水平荷载或不对称荷载引起的各单元水平侧移

(即 P-效应)，f1、f2、、fn 为弯矩 M 和轴力 N

引起的各单元末端的挠曲变形(即 P (实为 N) - 效

应)，Mz 为杆件第 i 单元的一阶弯矩，Mi 为第 i 单

元考虑二阶效应后的总弯矩。 

在图 1 所示的整体坐标中，单元弯矩内力平衡



 工    程    力    学 113 

表达式和刚度表达式分别为： 

( )i zM x M Nw              (1) 
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x
              (2) 















 
    (a) 单元划分   (b) 一阶弯矩   (c) z 截面 

图 1  杆件单元划分及内力图 

Fig.1  Subdivision and internal force of members 

对式(1)进行两次求导，并代入式(2)得： 
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式(3)的通解为： 
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其中， im 为节点弯矩，可由考虑二阶效应的杆件

平衡条件按下式计算确定： 

1
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根据平衡条件，联立式 (6)与式 (7)，并令
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 ，得单元弯矩待定系数取

值分别为： 
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将 1C 、 2C 代入式(5)得各单元弯矩内力值为： 
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1.3  单元挠度方程 

由式(2)及式(8)得各单元的转角和变形为： 
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根据位移边界条件，当 x=
1

1

i

j
j

z



 时，单元始端

变形为： 

1 1i iw f               (10) 

当 x=
1

i

j
j

z

 时，单元末端变形为： 

i iw f                (11) 

将式(10)和式(11)代入式(9)，并联立方程可求

得积分常数 d1 和 d2 分别为： 

A B
1
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  ， B

2

M
d

N
   

将积分常数代入式(9)得单元挠曲变形表达 

式为： 
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转角表达式为： 
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1.4  杆件分析 

根据杆件位移的连续条件，在相邻单元交接

处，相连两截面具有相同的转角，即： 
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1( )= ( )i ix x   ，则当 x=
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将 上 述 两 式 相 等 ， 并 令
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 ，经简化即可得与杆件刚度EI相关，

且考虑P-效应和P- 效应的侧向挠曲变形协调式

为： 

1 1 1 1( ) 0i i i i i i iu m v v m u m            (12) 

2  框架结构非线性分析 

2.1  压弯杆件截面刚度模型 

2.1.1  截面曲率 

荷载作用下，钢筋混凝土杆件的截面部分处于

开裂状态，部分处于未开裂状态，则参考欧洲规  

范[17]等效曲率公式得杆件曲率计算式为： 

cr uncr(1 )              (13) 

式中，  为截面开裂后的拉伸硬化系数，若杆件

未开裂，则 =0；杆件开裂后， 可按下式计算： 

2
cr1

M

M
      

 
            (14) 

式中： M 为杆件承受的弯矩；  为考虑荷载持续

时间或反复荷载对平均应变影响的系数，具体取值

见文献[18]； uncr 和 crM 分别为未开裂曲率和开裂

弯矩，计算公式见文献[18]； cr 为混凝土已开裂

截面的曲率，计算方法如下。 

如图 2 所示，分析时将结构杆件离散化为 n

个单元，并将杆件截面沿弯曲方向离散为 m 个条

带，根据截面平衡条件得平衡方程： 

s s s s
1

( )
m

i k j
k

N bh A A   


         (15a) 

1

( )
2 2

m
i

i k j j
k

hh
M bh kh 



     
 

         

s s s s s s2 2

h h
A a A a          
   

  (15b) 

式中：Ni 和 Mi 分别为某单元承受的轴力和考虑二

阶效应后的总弯矩；m 为对杆件截面划分的条带数

(图 3)； jh 为条带高度， /jh h m ； k 为第 k 条

带的混凝土压应力； s 、 s 为受拉、压钢筋应力；

sA 、 sA为受拉、压钢筋面积；as 为混凝土截面的

保护层厚度。 

1 2 i 1...
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D
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图 2  框架离散化  
Fig.2  Discretization of reinforced concrete frames 

s sA 

s sA
s

s 

c 

c

k

sA

sA


   (a) 杆件截面       (b) 应变           (c) 应力 

图 3  杆件截面应力、应变分布 

Fig.3  Distribution of stress and strain  

in member cross sections 

假设杆件截面符合平截面假定，第 k 条带的混

凝土应变和钢筋应变分别按下式计算： 

c c
c s 0 c

c c

c c
s c s c c

c c

( )
2

( ) ( )

j
k j

h
x kh h x

x x

x a h x
x x

 
 

 
 

 
     

 

    

，

，

(16) 

混凝土压应力 c 和钢筋应力 s 分别按我国

混凝土规范 GB50010-2010[19]的应力-应变关系式

和 Esmaeily 和 Xiao[20]的三线段强化模型按上述应

变计算，并将式(16)代入式(15)，然后利用迭代法

对构件截面进行全过程分析，步骤如下：1) 给定

混凝土受压边缘压应变 c 一个很小的初始值；2) 

设定受压区高度 cx 为一个较小值，计算截面各单

元应力值 c c( )  和 s c( )  ；3) 将 c 、 cx 、 c ( )c 
和 s c( )  代入式(15a)；4) 若 c 和 cx 取值满足式

(15a)，则将这两个数值代入式(15b)进行下一步；

若不满足，则增大 cx 取值，重复步骤 2)步骤 3)；
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5) 若 c 和 cx 满足式(15b)，则迭代结束；否则逐步

增大混凝土受压边缘压应变 c 取值，重复步骤 2)
步骤 4)。这样即求得混凝土受压边缘压应变 c 和

截面受压区高度 cx ，则已开裂杆件的曲率按下式

计算： 

c
cr

cx


                  (17) 

2.1.2  压弯截面刚度 

计算杆件刚度时，需利用以下关系式： 
M

EI


                 (18) 

2.2  框架结构非线性分析方法 

基于解析刚度模型，框架结构非线性分析计算

流程图如图 4。 

3 /12iEI bh

i

i

i i

s,i cr,ic,i

i

i c,i
 

图 4  框架结构非线性分析流程图 

Fig.4  Flow chart for the nonlinear analysis of frames 

上述流程图中，My 为屈服弯矩，等于某单元

截面中钢筋拉应变达到 s3 yk  时混凝土截面可承受

的弯矩。其中， s3k 为钢筋极限应变与屈服应变的

比值， y 为钢筋屈服应变。通过上述流程图即可

计算出某一荷载 N 作用下框架各杆件单元的轴力、

弯矩、附加变形、各单元截面的混凝土受压边缘压

应变、曲率。逐级增大荷载 N，重复上述流程图，

直到框架形成可变机构或混凝土压应变达到 εcu，

即得到非线性分析时给定荷载 N 下框架杆件的内

力和变形。 

需要说明的是，如果单元截面弯矩 Mi 大于等

于屈服弯矩 My，则将该单元端部假设成一个塑性

铰，且假定该截面弯矩为 My。此时，该截面刚度

EIi 按屈服弯矩 My 与等效曲率 i 比值进行计算；

若单元截面弯矩 Mi 小于屈服弯矩 My，则直接按截

面弯矩 Mi 与等效曲率 i 比值计算等效刚度。 

3  算例 

3.1  两层两跨框架模型 

图 5 所示为一两层两跨钢筋混凝土框架(文献

[21]的 KJ-5)，采用本文提出的解析刚度模型对该

框架进行分析。 

图 5  框架加载方式和截面尺寸    /mm 

Fig.5  Loading scheme and cross section dimensions of 

frame 

图 6~图 7 示出本文计算结果与试验结果的对

比图形。由图 6~图 7 看出，总体上，本文模型计

算结果与试验符合较好，说明本文提出的模型是合

理的；同时，受材料非线性和几何非线性影响，框

架结构内力发生很大变化，取值也呈现明显的非线

性。表 1 示出本文计算结果与试验结果的相对误

差。由表看出，当荷载 P 取值为 5 kN~15 kN 时，

本文模型计算的弯矩与试验确定的弯矩误差较大，

这可能是由于在试验中杆件底端无法达到完全固

支，或杆件开裂后本文采用的弯矩-曲率模型与试
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验采用的曲率模型不同导致的。 

 

图 6  框架不同截面的弯矩-荷载曲线 

Fig.6  Moment-load curves for different sections 

 

图 7  F 点、I 点荷载-水平位移曲线 

Fig.7  Load-lateral displacement curves for points F and I 

表 1  本文计算的弯矩与试验得出的相对误差值 

Table 1  Relative error between the calculated and measured 

values of moment 

荷载 P/kN ≤ 5 515 ≥ 15 

相对误差/(%) 9 15 8 

3.2  二阶效应的影响 

如图 8 所示的三层三跨框架，框架跨度为

l=5.4 m，高度为 h=4.5 m。框架梁截面尺寸为

250 mm×450 mm，柱截面尺寸为 500 mm×500 mm。

混凝土强度等级为 C40，fc=19.1 N/mm2，钢筋采用

HRB335，fy=300 N/mm2。 

图 9示出不同荷载 q时框架柱和梁各截面考虑

二阶效应和不考虑二阶效应的弯矩。由图 9 看出，

框架的一阶弯矩与二阶弯矩差异很大，二阶内力的

存在并不使所有杆件的内力都增加。有些框架截面

的弯矩增大了，有些截面的弯矩减小了，这是由于

框架中的梁与柱都不是以独立杆件的形式存在的，

而是成为框架整体的一部分，因此框架各柱间的二

阶效应是相互作用的，在框架设计中需考虑相邻杆

件之间的相互作用。 
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     (a) 框架        (b) 梁、柱截面 

图 8  框架加载方式及截面尺寸    /mm 

Fig.8  Loading scheme and cross section dimensions of 

frame 

 

(a) 截面 1、6、9、13 
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(b) 截面 2、7、10、16 

图 9  框架各截面均布荷载-弯矩图 

Fig.9  Load-moment graphs of each frame cross section 

图 10 示出均布荷载 q=40 kN/m 时框架按弹性

分析得出的一阶弯矩图及考虑材料非线性和几何

非线性得到的弯矩图。由图可以看出，按弹性分析

时，沿柱高的弯矩分布为直线；考虑材料非线性和

几何非线性分析时，沿柱高的弯矩分布为曲线，这

是因为受几何非线性的影响，在水平变形基础上柱

又产生了附加弯矩。变形大的截面，附加弯矩大，

变形小的截面，附加弯矩小。 
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(a) 一阶弯矩

 

(b) 最终弯矩 

图 10  q=40 kN/m 时框架弯矩图 

Fig.10  Bending moment diagram of frames with q=40 kN/m 

4  结论 

本文通过利用划分单元，提出了分析框架结构

二阶效应的解析刚度模型及侧向挠曲变形公式，结

论如下： 

(1) 利用弯矩边界条件，给出了考虑几何非线

性的杆件弯矩分布解析解，进而利用截面弯矩曲率

模型得出了杆件截面刚度分布模型； 

(2) 根据位移边界条件，得到了考虑几何非线

性的变形协调关系，从而可计算杆件侧向挠曲   

变形； 

(3) 对钢筋混凝土框架结构内力及变形进行

分析得出本文提出的模型和方法是合理的，利用该

模型可实现框架结构的弯矩重分布。 
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