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中，若厚度 h 对惯性积的影响小于 5% 时，可忽略

不计.此概念应该引起足够重视，以消除中心惯性主

轴与转轴出现夹角必有动约束力的印象. 此结论在

工程中有重要作用.
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变质量系统哈密顿正则方程和哈密顿原理

张九铸 1)

(金川集团公司龙门学校，甘肃金昌 737100)

摘要 从理想完整约束变质量系统的拉格朗日方程出发，导

出了这种系统的哈密顿正则方程．从理想约束系统动力学普

遍方程出发，导出了理想约束变质量系统哈密顿原理．
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1 理想、完整约束变质量系统拉格朗日方程

如图 1所示，设 t时刻某区域内有包含 N 个质

点的变质量主体，质量微元 Q2dt即将并入其中．t时

刻：变质量主体中第 i (i = 1, 2, · · · , N) 个质量瞬间

不变的主体质点质量为 mi，速度为 vi；附着于主体

质点且即将离开主体质点 (离开或不离开变质量主

体) 的质量微元为 Q1idt，速度为 vi；主体质点之外

(变质量主体之内或之外) 的即将与主体质点结合的

质量微元 Q2idt 的速度为 u2i. Q1i, Q2i 恒正．t + dt

时刻：主体质点质量仍为 mi, 速度变为 vi + dvi；

Q1idt 刚刚离开主体质点，速度变为 u1i；Q2idt 刚

刚与主体质点结合，速度亦为 vi + dvi. 于是第 i

(i = 1, 2, · · · , N) 个主体质点的动力学方程为

miai = F
(e)
i +(F 1i−vr1iQ1i)+ (F 2i +vr2iQ2i) (1)

式中，F
(e)
i , F 1i 和 F 2i 分别是主体质点、Q1idt 和

Q2idt受到的三者组成的系统的外力，既包含变质量

主体的内力，也包含变质量主体的外力 (比如质量微

元 Q2dt 的作用力)．现将上述三力的矢量和写成主

动力 F i 与约束力 F Ni 两部分，且记

R1i = vr1iQ1i , R2i = vr2iQ2i (2)

图 1

然后将式 (1) 变形为达朗伯原理的形式，有

F i + F Ni −R1i + R2i + (−miai) = 0 (3)

再将第 i 个质点的实际加速度 ai 用可能加速度 r̈i

代替，然后用虚位移 δri 标乘上式两边，并且就 N
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个质点的相似方程求和，假设变质量主体与质量微

元 Q2dt 组成的系统满足
N∑

i=1

F Ni · δri = 0，称为理

想约束变质量系统，则得到

N∑

i=1

F i · δri −
N∑

i=1

R1i · δri+

N∑

i=1

R2i · δri +
N∑

i=1

(−mir̈i) · δri = 0 (4)

由式 (4) 可以导出用广义坐标表示的理想约束

变质量系统的动力学普遍方程 [1]

n∑
α=1

(
Qα −R1α + R2α − d∗

dt

∂∗T
∂q̇α

+
∂∗T
∂qα

)
δqα = 0

(5)

其中, T 是变质量主体的动能;
∂∗T
∂qα

,
∂∗T
∂q̇α

是视 mi

为常数时对 qα, q̇α 的偏导数;
d∗

dt
是视 mi 为常数时

对 t 的导数; 而

Qα =
N∑

i=1

F i · ∂ri

∂qα

R1α =
N∑

i=1

R1i · ∂ri

∂qα

R2α =
N∑

i=1

R2i · ∂ri

∂qα

分别是理想约束变质量系统对应于广义坐标 qα 的

广义主动力、广义反推力、广义撞击力．

特别地，如果上述理想约束变质量系统为理

想、完整约束系统，则由式 (5) 得到

d∗

dt

∂∗T
∂q̇α

− ∂∗T
∂qα

= Qα −R1α + R2α (α = 1, 2, · · · , n)

设前述 F i 中既有具势力又有非具势力, 即

Qα = −∂∗V
∂qα

+ Q∗α (α = 1, 2, · · · , n)

则变为

d∗

dt

∂∗L
∂q̇α

− ∂∗L
∂qα

= Q∗α −R1α + R2α (α = 1, 2, · · · , n)

(6)

2 理想、完整约束变质量系统哈密顿正则方程

设 N 个质点组成变质量主体，对应于拉氏变量

(q1, q2, · · · , qn, q̇1, q̇2, · · · , q̇n, t)，拉氏函数为

L = L(q1, q2, · · · , qn; q̇1, q̇2, · · · , q̇n; t) (7)

定义 n 个广义动量

pα =
∂∗L
∂q̇α

(α = 1, 2, · · · , n) (8)

构造一个广义能量函数

H =
n∑

α=1

pαq̇α−L(q1, q2, · · · , qn; q̇1, q̇2, · · · , q̇n; t) (9)

再联立式 (8) 中的 n 个方程，解出所有的 q̇α (α =

1, 2, · · · , n), 即求得

q̇α = q̇α(q1, q2, · · · , qn; p1, p2, · · · , pn; t)

将其代入式 (9)，使得 H 彻底变成一组新变量

(q1, q2, · · · , qn, p1, p2, · · · , pn, t) 即哈密顿变量的函数

H = H(q1, q2, · · · , qn; p1, p2, · · · , pn; t) (10)

求式 (9) 的全微分，并考虑式 (8)，有

d∗H =
n∑

α=1

q̇αd∗pα −
n∑

α=1

∂∗L
∂qα

dqα − ∂∗L
∂t

dt (11)

求式 (10) 的全微分，又有

d∗H =
n∑

α=1

∂∗H
∂qα

dqα +
n∑

α=1

∂∗H
∂pα

d∗pα +
∂∗H
∂t

dt (12)

因为新、旧变量下 H 的全微分不变，所以，比较以

上 2式且注意诸 dqα, d∗pα, dt都相互独立且任意，

可以得到

q̇α =
∂∗H
∂pα

∂∗L
∂qα

= −∂∗H
∂qα

∂∗L
∂t

= −∂∗H
∂t

(α = 1, 2, · · · , n)





(13)

用式 (6)消去式 (13)第 2式中的
∂∗L
∂qα
，则式 (13)变

为

q̇α =
∂∗H
∂pα

d∗pα

dt
= −∂∗H

∂qα
+ Q∗α −R1α + R2α

∂L

∂t
= −∂H

∂t

(α = 1, 2, · · · , n)





(14)
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式 (14)前 2式就是理想、完整约束变质量系统哈密

顿正则方程．

3 理想约束变质量系统的哈密顿原理

将式 (4) 前 3 项写为

N∑

i=1

F i · δri = δW

N∑

i=1

R1i · δri = δW1

N∑

i=1

R2i · δri = δW2





(15)

式 (4) 第 4 项

−
N∑

i=1

mir̈i · δri =

−
N∑

i=1

d∗

dt
(miṙi · δri) +

N∑

i=1

miṙi · δṙi =

−d∗

dt

N∑

i=1

miṙi · δri + δ∗T (16)

δ∗T 是视各 mi 不变时，T 的等时变分．将式 (15)和

式 (16) 代入式 (4)，得到

δW − δW1 + δW2 + δ∗T =
d∗

dt

N∑

i=1

miṙi · δri (17)

对式 (17) 从固定时刻 t1、位形 1 到固定时刻 t2、位

形 2 进行积分，并考虑

∫ t2

t1

d∗

dt

[ N∑

i=1

miṙi · δri

]
dt =

[ N∑

i=1

miṙi · δri

]t2

t1
= 0

就得到理想约束变质量系统哈密顿原理

∫ t2

t1

(δW − δW1 + δW2 + δ∗T )dt = 0 (18)

再将前述 F i 分为具势力 F 1i (i = 1, 2, · · · , N)

和非具势力 F 2i，且系统势函数负值 (不一定是势能)

为 V = V (u1, u2, · · · , u3N , t) = V (q1, q2, · · · , qn, t)，

则式 (18) 中的

δW =
N∑

i=1

[
(F 1i + F 2i) ·

n∑
α=1

∂ri

∂qα
δqα

]
=

n∑
α=1

N∑

i=1

(
F 1i · ∂ri

∂qα
+ F 2i · ∂ri

∂qα

)
δqα =

n∑
α=1

( 3N∑

j=1

F 1j
∂uj

∂qα
+

3N∑

j=1

F2j
∂uj

∂qα

)
δqα =

n∑
α=1

(
− ∂∗V

∂qα
+ Q∗α

)
δqα

δW1 =
N∑

i=1

(
R1i ·

n∑
α=1

∂ri

∂qα
δqα

)
=

n∑
α=1

R1αδqα

δW2 =
N∑

i=1

(
R2i ·

n∑
α=1

∂ri

∂qα
δqα

)
=

n∑
α=1

R2αδqα

将以上结果代入式 (18)，得到

∫ t2

t1

[ n∑
α=1

(
− ∂∗V

∂qα
+ Q∗α

)
δqα−

n∑
α=1

R1αδqα +
n∑

α=1

R2αδqα + δ∗T
]
dt = 0

继而得到用广义坐标表示的理想约束变质量系统哈

密顿原理

∫ t2

t1

( n∑
α=1

Q∗αδqα −
n∑

α=1

R1αδqα+

n∑
α=1

R2αδqα + δ∗L
)
dt = 0 (19)

其中，L 是变质量主体的拉氏函数, δ∗L 是视各 mi

不变时，L 的等时变分．

4 算 例

如图 2 所示，雪橇从静止开始下滑，初始质量

为 m0，铲雪速率为 q = dm/dx = c (常量)．求雪橇

的速度 v 与坐标 x 的关系．雪橇与雪地之间动摩擦

因数为 fd．

图 2
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解 1 沿斜面建立如图 2 一维坐标系．设任一

时刻 t，雪橇和已经装入的雪组成质量瞬间不变的主

体，自由度为 1，以主体坐标 x为广义坐标．主体与

即将并入其中的质量微元构成理想完整约束系统．

以 O 点为重力势能零点，主体的拉氏函数为

L = T −V =
1
2
(m0 + qx)ẋ2 +(m0 + qx)gx sin θ (20)

注意 (m0 + qx) 不变，广义动量为

px =
∂∗L
∂ẋ

= (m0 + qx)ẋ

广义能量函数为

H = pxẋ−L =
1
2
(m0+qx)ẋ2−(m0+qx)gx sin θ (21)

利用上式消去其中 ẋ，变为

H =
p2

x

2(m0 + qx)
− (m0 + qx)gx sin θ

理想完整约束系统的非具势广义主动力

Q∗x = −fd(m0 + qx)g cos θ (22)

广义撞击力为

R2x =
N∑

i=1

vr2iQ2i · ∂ri

∂qα
= (0− ẋi)

d(qx)
dt

· ∂xi

∂x
= −qẋ2

(23)

将以上 3 式代入式 (14) 的第 2 式，注意 (m0 + qx)

不变，有

(m0+qx)ẍ = (m0+qx)g sin θ−fd(m0+qx)g cos θ−qẋ2

再变为

dv2

dx
+

2q

m0 + qx
v2 = 2g(sin θ − fd cos θ) (24)

式 (24)是一个一阶非齐次线性常微分方程，解为 [2]

v2 =
2g(sin θ − fd cos θ)

3q

[
m0 + qx− m3

0

(m0 + qx)2

]

解 2 注意主体质量 (m0 + qx) 不变，对拉氏

函数式 (20) 求等时变分，有

δ∗L = (m0 + qx)ẋδẋ + (m0 + qx)g sin θ · δx =

d∗

dt
[(m0 + qx)ẋδx]− (m0 + qx)ẍδx+

(m0 + qx)g sin θ · δx

将上式连同式 (22), (23) 代入式 (19)，得到

∫ t2

t1

{
− fd(m0 + qx)g cos θδx− qẋ2δx+

d∗

dt
[(m0 + qx)ẋδx]− (m0 + qx)ẍδx+

[(m0 + qx)g sin θ] δx
}

dt = 0

考虑

∫ t2

t1

d∗(mẋδx) = 0 及 δx 任意，可得式 (24)．
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