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功能梯度 Levinson 圆板弯曲解的 
均匀化和经典化表示 

 

万泽青，李世荣，李秋全 

(扬州大学建筑科学与工程学院，江苏，扬州 225127) 

 

摘  要：基于 Levinson 三阶剪切变形理论，研究了材料性质沿厚度任意连续变化的功能梯度材料圆板的轴对称弯

曲问题。首先，建立了功能梯度材料圆板在 Levinson 板理论下轴对称弯曲问题位移形式的控制微分方程，其中考

虑了拉-弯耦合和三阶剪切变形效应。然后，利用载荷等效关系以及均匀板的经典理论控制微分方程，导出功能梯

度圆板在 Levinson 剪切变形理论下弯曲解与经典理论下均匀圆板的挠度之间的解析转换关系，给出了转换系数的

计算公式。由此，可将功能梯度材料圆板在 Levinson 三阶剪切理论下的弯曲问题转化为相应均匀薄圆板在经典理

论下的弯曲问题求解，以及转换系数的计算问题。 
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HOMOGENIZED AND CLASSICAL EXPRESSIONS FOR  
BENDING SOLUTIONS OFFUNCTIONALLY GRADED  

LEVINSON CIRCULAR PLATES 

WAN Ze-qing , LI Shi-rong , LI Qiu-quan 

(College of Civil Science and Engineering, Yangzhou University, Yangzhou, Jiangsu 225127, China) 

Abstract:  Based on Levinson’s third-order shear deformation plate theory, axisymmetrical bending of 

functionally graded material (FGM) circular plates with arbitrary material property variation through the thickness 

was investigated. First，differential equations were formulated in terms of the displacements governing the 

axisymmetric bending of the FGM plate under Levinson plate theory. The effects of tension-bending coupling and 

third-order shear deformation were included in these equations. Then, by using load equivalence relations and the 

governing differential equation of a homogenous classical plate, the analytical transitional relationship between 

solutions of FGM circular plates based on the Levinson plate theory and those of the corresponding homogenous 

ones based on classical plate theory were derived. The analytical formulations of the transition coefficients were 

given in the expressions. As a result, solutions to static bending of FGM Levinson circular plates can be 

transformed into those of the corresponding homogenous plates based on classical plate theory and the calculation 

of the transformation coefficients.  

Key words:  functionally graded circular plates; Levinson plate theory; axial symmetry; bending solution; 

transition coefficients 
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功能梯度材料 (Functionally graded materials, 

FGM)作为一种新型的可设计性非均匀复合材料已

被广泛应用于现代科技和工业领域。功能梯度材料

梁板壳构件的宏观力学行为研究也已经成为固体

力学的一个新的活跃分支[1―2]。材料性质在横向的

非均匀性导致了功能梯度结构的应力在横向分布

的复杂性,表现出与均匀材料结构不同的特性。例

如，在变形过程中会产生拉-弯耦合效应。从而，使

得 FGM 结构的弯曲、屈曲和振动等宏观力学行为

的分析要比相应的均匀材料结构复杂得多。人们将

熟悉的针对均匀材料结构而发展起来的理论分析

方法和数值计算手段推广应用于 FGM 结构的宏观

力学行为分析，研究 FGM 结构的静动态响应，考

察材料非均匀特性对结构力学行为的影响。例如，

研究者分别基于经典理论[3―5]、一阶剪切理论[6―9]、

高阶剪切理论[10―11]以及三维弹性理论[12―17]，采用

多种解析和数值方法研究了功能梯度板结构的静

动态响应。 

基于经典板理论，文献[3―5]的作者研究了

FGM 板的宏观静动态响应。Zhang 和 Zhou[3]通过引

入物理中面消去控制方程中的拉-弯耦合项，得到了

与均匀薄板相似的 FGM 板的控制方程，分别求得

了均布横向载荷作用下周边夹紧 FGM 圆板的轴对

称弯曲挠度以及周边简支 FGM 矩形板的固有频率

和屈曲临界载荷的解析解。李世荣等[4―5]通过解析

方法推导出了 FGM 板与参考均匀板的挠度、临界

载荷和固有频率之间的相似转换关系，给出比例系

数的解析式，并且证明了该比例关系与边界条件和

载荷工况无关。 

文献[6―9]基于一阶剪切理论研究了 FGM 板

的宏观力学行为。Reddy 等[6]利用载荷等效条件推

导出了 FGM 圆板轴对称静力弯曲解析解。王铁军

等[7]研究了横向均布载荷和升温共同作用下 FGM

圆板轴对称弯曲问题，获得了四种边界条件下的解

析解。Croce 和 Venini[8]采用有限元法研究了功能梯

度 Mindlin 矩形板在热-机载荷作用下的静力弯曲问

题。分析文中的挠度-载荷关系可见对给定的梯度变

化指数，FGM 板与均匀板的中点挠度近似成比例。

与上述研究不同，文献[9]通过分析和建立位移形式

的轴对称弯曲控制微分方程之间的关系，导出了

FGM 圆板一阶剪切理论解与相应参考均匀圆板的

经典理论解之间线性转换关系，给出了其中的无量

纲转换系数的解析计算公式。 

为了更加精确地反映面内位移在厚度方向的

变化，提高对厚板横向剪切变形的分析精度，不少

研究者采用了高阶剪切理论[10―11]研究 FGM 厚板的

宏观力学行为。Ma 和 Wang[10]在文献[6―7]的基础

上，获得了 Reddy 三阶剪切理论下 FGM 圆板的轴

对称弯曲、屈曲解析解与经典理论解的关系。

Sahraee 和 Saidi[11]将 FGM 厚圆板径向位移假设为

厚度方向坐标的完全四次多项式(可谓四阶剪切理

论)，得到了圆板轴对称弯曲解析解。数值结果表明

在 h/R=1/5(厚度与半径比)时，三种剪切理论解之间

的误差小于 1%。在 h/R=1/3 时，误差也不超过 5%。 

为了尝试更加精确的理论分析精度，文献[12―17]

基于三维弹性理论研究了 FGM 板的静动态响应。

Zhong 和 Shang[12]等分析了压电功能梯度材料矩形

板的热电弹性响应。假设物性参数随厚度按指数函

数变化，给出了热-机-电复合载荷作用下四边简支

FGM 矩形板的双 Fourier 级数形式的弹性力学解析

解。郑磊和仲政[13]通过将位移势函数展成傅里叶-贝

塞尔函数的级数形式求解了弹性支承 FGM 圆板轴

对称弯曲弹性力学解析解。Wang 等[14―15]通过将横向

载荷展为傅里叶-贝塞尔函数级数的方法分别给出了

FGM 圆板和 FGM 磁-电-弹圆板的轴对称弯曲弹性

力学精确解。分析上述文献中弹性力学理论意义下

FGM 板弯曲响应的数值结果，同样发现功能梯度材

料板与均匀板的宏观力学响应成近似比例关系，近

似程度受板的厚度与面内尺寸的比值影响。与上述

文献中研究方式不同，Abrate[16―17]采用曲线拟合的

办法，分析了部分文献中数值结果，考察了 FGM 板

与均匀板的静动态响应之间的关系。他发现 FGM 板

的弯曲挠度、固有频率以及临界载荷与相应的均匀

板的对应物理量之间存在近似的比例关系。 

实际上，板的各种剪切理论反映了对经典理论

解答的不同精度的修正，而其中包含的经典理论解

答是宏观力学响应的主要部分。在文献[9,18]的基础

上，本文进一步研究材料性质沿横向连续变化的功

能梯度材料圆板在 Levinson 三阶剪切理论下的静

态弯曲解答与经典理论下对应的均匀薄板的挠度

之间的关系。首先建立 FGM Levinson 圆板轴对称

弯曲位移形式的平衡方程，通过载荷等效关系寻找

FGM 圆板与均匀圆板控制方程之间的关系，并进一

步推导弯曲解答之间的解析转换关系，给出转换系

数的计算公式。从而将 FGM Levinson 圆板弯曲问

题的求解转化为同样几何尺寸、载荷工况和边界条
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件下的均匀材料圆板在经典理论下的弯曲问题的

求解，实现功能梯度材料板的弯曲解的经典化和均

匀化表示，从而大大简化问题的求解难度和复杂程

度，为工程应用提供便捷途径。 

1  问题的基本方程 

考虑一半径为 a 、厚度为 h的功能梯度材料圆

板，假设其材料性质沿厚度方向连续变化。在柱坐

标系( ,r  , z )中研究圆板的静态弯曲响应，其中 ,r 
分别为径向和环向坐标， z 为横向坐标，坐标原点

置于变形前板的几何中面的形心。在作用于圆板的

载荷和约束均为轴对称情况下，研究功能梯度材料

圆板在 Levinson 三阶剪切理论意义下的轴对称弯

曲问题。与 Reddy 三阶剪切板理论一样，Levinson

三阶剪切板理论假设径向位移是厚度方向坐标的

三次多项式，故避免了像 Mindlin 一阶剪切板理论

那样需要进行剪切修正。 

1.1  几何方程 

根据三阶剪切理论，圆板内任意点的径向位移

( , )u r z 和横向位移 ( , )w r z 可分别表示为[10]： 

3 0
0
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( , ) ( ) ( )
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0( , ) ( )w r z w r                        (1b) 

其中： 24 / (3 )h  ； 0 ( )u r 、 0 ( )w r 分别为几何中

面内一点的径向位移和横向位移； ( )r 为横截面法

线在 等于常数的平面内的转角。根据小变形理论

的几何方程，可得应变与位移之间的关系： 
2
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其中： r 、  分别为板内任意一点 ( , , )r z 的径向

和环向正应变； rz 为横向剪切应变。 

1.2  物理方程 

考虑材料为线弹性，与上述应变对应的应力可

表示为： 

2
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其中，弹性模量 E 和泊松比 为坐标 z 的函数。通

常功能梯度板的泊松比变化不太大，这里可假设为

常数。将式(2)代入式(3)，并沿板厚度作下列积分： 
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可得用位移表示的薄膜力、弯矩以及剪力表达式： 
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其中刚度系数定义分别为： 
/2

2/2
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上述刚度系数可分别表示为： 
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其中：   
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分别为参考均匀板的拉伸刚度和弯曲刚度； i rz 、

为无量纲系数。 

板的弹性模量可表示为： 

b( ) ( )EE z E                 (12) 
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其中： /z h  ； b ( / 2)E E h  为参考均匀板的弹

性模量； ( )E  为坐标 (或 z )的连续函数。于是可

给出无量纲系数 i rz 、 的计算公式： 
1/2

-1/2
( ) d 0,1,3,4i

i E i      ，     (13a) 

1/2 2
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对于材料性质在横向按幂函数变化，则函数

E 可表示为[6,8－9]： 

1
( ) 1
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p

E       
 

         (14) 

其 中 ： 0 p  ≤ ； 1Er   ； t b/Er E E ；

t ( / 2)E E h 。 

如果材料性质按指数函数变化，函数 E 可表

示为[9,19]： 
( 1/2)( ) eE

                 (15) 

其中， ln Er  。分别将式(14)和式(15)代入式(13)，

可得无量纲系数 i rz 、 的解析表达式(见附录)。 

1.3  平衡方程 

Levinson 三阶剪切理论与 Reddy 三阶剪切理论

不同之处是前者不考虑高阶弯矩和剪力，等效内力

的平衡方程与经典板平衡方程相同。因此，FGM 圆

板的轴对称静力学平衡方程为[9,20]： 
d
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其中， ( )q q r 为横向分布载荷。 

2  位移形式的控制方程 

为讨论方便，采用下列无量纲变换： 
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将式(5)~式(7)代入式(16)~式(18)整理可得位移

形式的平衡微分方程： 
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x U

x x x x

  
 

       
  

 (21) 

2
1 4

d 1 d 4 d

d d 12 3 d

W
x U

x x x x

           
  

 

d

d
rz W

x

 

  
 

                     (22) 

21 d d

d d 12 rz

W
x Q

x x x




    
 

                (23) 

由式(21)积分可求得中面位移： 

3 61
5

0 0

4 d

3 d

W
U x

x x

 
   
 

       
 

   (24) 

其中， 5 6 、 为积分常数。将式(24)代入式(22)消

去径向位移U 可得： 

d 1 d d 1 d

d d d ds

W W
x c

x x x c x c x
                 

 (25) 

其中： 

2
2 1 0

1

12 /
c

  



             (26a) 

1 3
4

0

16c
 




 
  

 
            (26b) 

2

12s
rz

c



                    (26c) 

这里引入了三个无量纲参数 c 、c 和 sc 来反映材料

非均匀性和剪切变形对 FGM Levinson 板的弯曲解

的影响。其中无量纲参数 c 、c 与材料性质梯度变

化规律有关；参数 sc 不仅与材料性质梯度变化规律

有关，还与板的几何特性(厚度与半径比值)有关。 

利用式(23)消去式(25)中的无量纲挠度可得只

包含转角的微分方程： 

2 21 d

d
x Q cQ

x x       
 

       (27) 

其中： 2 1 d d

d d
x

x x x
  为极坐标系下轴对称形式的

Laplace 微分算子； scc c   综合反映了材料非均

匀性以及高阶剪切变形的影响。 

3  问题的通解 

设 *( )cW x 为同样载荷工况和约束条件下参考

均匀材料圆板在经典理论下的无量纲挠度特解。于

是它满足控制方程： 
2 2 *

cW Q                    (28) 

同时还满足相同约束下经典理论意义下的边

界条件。利用载荷等效关系，将式(28)代入式(27)

可得： 
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2 2 2 2 * 2 2 *1 d

d c cx W c W
x x           

 
  (29) 

通过对式(29)积分，可求得 FGM Levinson 圆板

转角的通解： 

* * 31 2(2ln 1)
4 2c xcc q x x x

x
           (30a) 

其中： 1 、 2 和 3 为积分常数； *( )c x 和 * ( )xcq x 分

别为均匀板在经典理论下的转角和无量纲剪力，它

们分别被定义为：  
*

* d
( )

d
c

c

W
x

x
                 (30b) 

* 2 *d
( ) ( )

dxc cq x W x
x

           (30c) 

利用式(23)和式(28)可将式(25)表示为： 

2 4 *d d 1 d d

d d d d
s

s c

cW
x c c W

x c x x x x       (31) 

然后将式 (30a)代入式 (31)积分可得 FGM 

Levinson 圆板轴对称挠度的通解： 
* 2 *

1( )c s cW cW c W W          (32a) 

其中： 

 
2

21 2
1 3 4ln 1 ln

4 4

x
W x x x

 
            

1 2( ln )sc
x

c
                   (32b) 

为齐次方程的通解， 4 为积分常数。 

如果令 0  , 0c  ， 2
0/ [6 (1 )]sc     ，

5 / 6  ，则式(30)和式(32)退化为一阶剪切理论下

FGM 板解答与均匀板的经典解之间的转换关   

系[9]。由于挠度 *( )cW x 已经满足相同载荷下均匀薄

板的边界条件，因此，式(30)和式(32)中的积分常数

实际上由剪切变形理论与经典理论在边界条件上

的差异来确定。 

如果忽略 剪切变形 ，或令 0  ，则有

0 ( 1,2,3,4)i i   。于是，式(30)、式(32)退化为功

能梯度薄板的经典理论解[4]： 
*
cc  ， *

cW cW            (33) 

由式(33)可见，在经典理论下功能梯度圆板与

均匀圆板的挠度成比例关系，比例系数完全由材料

性质变化规律确定，与载荷工况和边界支承条件无

关。然而，由式(32)可知在考虑剪切变形后，功能

梯度圆板的挠度与均匀板的挠度之间不存在类似

于经典理论下的解答的转换关系式 (33)，即
*W cW ，其中 *W 是剪切理论下均匀板的挠度。

显然，对于考虑了横向剪切变形的功能梯度材料

板，上述比例关系只能是近似的。由于积分常数的

确定与 *
ccW 项无关，系数 sc 中包含 2 因子，因此

在式 (32)中功能梯度圆板的经典理论解答部分

( *
ccW )始终占有绝对主导部分，其余部分则是剪切

变形理论对经典解答的修正，剪切修正部分与 2 成

正比。 

式(30)和式(32)给出了非均匀 Levinson 圆板的

弯曲解答与经典理论下均匀材料圆板的挠度之间

的转换关系解析式。利用这一转换关系，可以避免

求解由于材料横向非均匀以及剪切变形效应而导

致的耦合微分方程组式(21)~式(23)，通过计算出反

映材料非均匀性质和剪切变形效应的系数 c 、 c 、

sc ，就可以直接利用熟知的均匀材料板的经典理论

解答来获得非均匀圆板的高阶剪切变形理论解答，

从而实现了非均匀圆板剪切理论解的均匀化和经

典化表示。 

4  无量纲内力解答 

利用无量纲变换式(20)，并将解答式(24)、式(30)

和式(32)代入式(5)~式(7)，可得等效内力解答： 

0 6
52 2

12
(1 ) (1 )xn

x

 
  


     
 

     (34a) 

0 6
52 2

12
(1 ) (1 )n

x


 
  


     
 

     (34b) 

*
x xc xsm m m                      (35a) 

*
c sm m m                        (35b) 

*
x xc xsq q q                        (36) 

其中： *
xcm 、 *

cm 和 *
xcq 分别为均匀板在经典理论下

的无量纲弯矩和剪力； xsm 、 sm 和 xsq 分别为弯矩

和剪力的剪切修正部分，具体表达式为： 

2 * *
*

2

d d

dd
c c

xc

W W
m

x xx

 
   

 
                 (37a) 

2 * *
*

2

d d1

dd
c c

c

W W
m

x xx
 

 
   

 
                (37b) 

* 2 *d

dxc cq W
x

                            (38a) 

1
xsq

cx


                                (38b) 

11
[(2ln 1) (2ln 1)]

4xsm x x
c

     

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32 1
2 2

(1 ) (1 ) (1 )
2

sc c

cx x
        


         

6 61
5 52 2

12

x x

 
  


      

  
        (39a) 

11
[ (2ln 1) (2ln 1)]

4sm x x
c


    


 

32 1
2 2

(1 ) (1 ) (1 )
2

sc c

cx x
        


    

6 61
5 52 2

12

x x

    


      
  

        (39b) 

利用式(34)~式(36)即可表示出与解答式(30)、

式(32)相关的自然边界条件，便于具体问题的求解。 

5  具体问题的特解 

对于横向载荷作用下圆板(环板)的小挠度弯曲

问题，可利用薄膜内力为零的条件由式(34)可得

5 6 0   。对于实心圆板，利用 (0)W 有限和

(0) 0  的条件，由式(30)和式(32)可得 1 3 0   。 

5.1  周边可移简支圆板的解答 

对于周边可移简支圆板，利用边界条件

(1) 0W  , (1) 0xm  ，并考虑到均匀薄板的挠度已

经满足边界条件 *(1) 0cW  , * (1) 0xcm  ，由式(30)、

式 (35) 和 式 (39) 可 得 积 分 常 数 2 0  ，
*

4 ( ) (1)s cc m    ， 其 中 * * *( ) /c xc cm m m   
2 *(1 ) cW   。于是得到任意轴对称载荷作用下

周边可移简支圆板的解答： 
* *
c xcc q                       (40a) 

 * * *( ) ( ) (1)c s c cW cW c m x m     (40b) 

0xn n                        (41a) 
*

x xcm m ， *
cm m                (41b) 

*
x xcq q                          (41c) 

在单位均布载荷( 1Q  )作用情况下，相应的无

量纲挠度解为： 

4 21 2(3 ) 5

64 1 1
W c x x

 
 

          
 

216( )(1 )sc x                  (42) 

5.2  周边可移夹紧圆板的解答 

周 边 可 移 夹 紧 圆 板 的 边 界 条 件 为

(1) 0W  , (1) 0  。考虑到 *( )cW x 已经满足边界

条件 *(1) 0cW  ， *(1) 0c  ，利用式(30)和式(32)可得： 
*

2 2 (1)xcq                         (43a) 

* *
4

21
(1) ( ) (1)

2
s

xc s c

c
q c m

c          
 

 (43b) 

于是得到任意轴对称载荷作用下周边可移夹

紧圆板的解答： 
* * *[ ( ) (1) ]c xc xcc q x q x             (44a) 

* * *( )( ( ) (1))c s c cW cW c m x m      

* 2(1)(1 )
2 xcq x                 (44b) 

* *(1 ) (1)x xc s xcm m c c q              (45a) 
* *(1 ) (1)c s xcm m c c q                (45b) 

*
x xcq q                            (45c) 

可见，对于周边可移夹紧圆板，三阶剪切理论

和一阶剪切理论下的弯矩相差 *(1 ) (1)s xcc c q  ，剪

力则相等，而一阶剪切理论下的剪力和弯矩与经典

理论下相应量相等[6,10]。 

在单位均布载荷作用下的挠度解答为： 

2 2 21
[ (1 ) 16 (1 )]

64 sW c x c x         (46) 

6  结论 

基于Levinson三阶剪切理论，建立了材料性质

沿厚度任意非均匀变化功能梯度Levinson圆板轴对

称弯曲位移形式的控制微分方程。利用常微分方程

理论和载荷等效关系，导出了FGM 圆板在Levinson

剪切理论下弯曲解答与具有相同尺寸、相同载荷以

及边界支承的参考均匀板的经典理论解答之间的

解析转换关系。利用这一转换关系，可以避免求解

由于材料横向非均匀以及剪切变形效应而导致的

耦合微分方程组式(21)~式(23)，通过计算出反映材

料非均匀性质和剪切变形效应的系数 c 、 c 、 sc ，

就可以直接利用熟知的均匀材料板的经典理论解

答来获得非均匀圆板的高阶剪切变形理论解答, 从

而实现了非均匀圆板剪切理论解的均匀化和经典

化表示，便于工程应用。解答式(30)和式(32)是功能

梯度Levinson圆板轴对称弯曲通解，由此可以求得

任意轴对称分布载荷和边界条件下FGM圆板的弯

曲解答。分别针对周边面内可移简支和夹紧边界条

件，给出了任意轴对称分布载荷作用下的特解。本

文的解答是Levinson三阶剪切变形理论意义下的精

确解，可为相关问题的数值求解提供检验标准。 
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附录： 

如果弹性模量按式(14)变化，则式(13)定义的无量纲系

数为： 
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如果弹性模量按式(15)变化，式(13)定义的无量纲系 

数为： 
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